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PRÉFACE 

DE  LA  PHEMIÈRE  ÉDITION. 


L'Ouvrage  dont  je  publie  aujourd'hui  le  premier  Volume 
est  consacré  à  l'exposition  d'une  théorie  qui  trouve  son  ori- 
gine dans  les  travaux  de  Lamé,  mais  qui,  dans  ces  derniers 
temps,  a  été  l'objet  d'un  assez  grand  nombre  de  recherches. 

Dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  j'avais  déjà 
fait  connaître,  d'une  manière  incidente,  différentes  pro- 
priétés des  systèmes  triples  orthogonaux  et  des  coordon- 
nées curvilignes;  mais  j'avais  réservé  le  développement 
régulier  et  systématique  des  théories  qui  se  rattachent  à  ce 
beau  sujet  pour  le  nouveau  Traité  dont  je  commence 
aujourd'hui  la  publication. 

Mes  collègues,  MM.  G.  Guichard,  professeur  à  l'Université 
de  Clermont,  et  E.  Gosserat,  professeur  à  l'Université  de 
Toulouse,  ont  bien  voulu  m'aider  dans  la  correction  des 
épreuves  et  me  prêter  leur  dévoué  concours  pendant  l'im- 
pression; je  tiens  à  leur  faire  agréer,  cette  fois  encore,  mes 
bien  vifs  et  bien  sincères  remercîments. 

G.  DARBOUX. 
Paris,  21  novembre  1897. 


PRÉFACE 

DE  LA  SECONDE  ÉDITION. 


Lorsqu'en  [898  je  présentai  aux  géomètres  le  premier 
Volume  des  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les 
coordonnées  curvilignes^  j'avais  le  dessein  de  consacrer  le 
second  Volume  à  l'exposition  de  certaines  théories,  de  celles 
notamment  qui  concernent  les  formes  quadratiques  de  diflé- 
rentielies.  Craignant  que  le  temps  me  fasse  défaut  pour  mettre 
au  point  toutes  ces  théories  et  désireux  néanmoins  de  remplir 
les  engagements  que  j'ai  contractés  envers  le  public,  je 
lui  présente  une  nouvelle  édition,  complète  en  un  Volume, 
où  il  trouvera,  je  l'espère,  tout  ce  qui,  au  moment  présent, 
est  acquis  d'essentiel  à  la  Science  sur  la  belle  théorie  inau- 
gurée par  les  travaux  de  Gabriel  L\mé. 

En  publiant  aujourd'hui  ce  cinquième  Volume  consacré  à 
la  Géométrie  infinitésimale,  je  tiens  à  remercier  mon  excellent 
éditeur,  M.  Gauthier-Villars,  pour  l'appui  et  le  concours 
dévoué  qu'il  n'a  cessé  de  me  donner  depuis  vingt-trois  ans. 

G.  DARBOUX. 
Paris,  3o  juillet  1910. 
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SYSTÈMES   ORTHOGONAUX 


COORDONNÉES  CURYILIGNES. 


LIVRE    I. 

L'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  ORDRE. 


CHAPITRE  I. 

LES   FAMILLES    DE    LAMÉ.    THÉORÈME    DE    DUPIIV    ET    SA   RÉCIPROQUE. 

Équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  les  paramètres  a,  |3,  y  de 
trois  familles  orthogonales,  considérés  comme  fonctions  des  coordonnées  recti- 
lignes  X,  y^  z  d'un  point  de  l'espace.  —  Application  du  théorème  de  Cauchy  : 
on  peut  déterminer  un  système  triple  orthogonal  par  la  condition  que  les 
trois  familles  de  surfaces  qui  le  composent  interceptent  sur  une  surface  donnée 
des  courbes  données  assujetties  à  la  condition  de  ne  pas  se  couper  mutuelle- 
ment à  angle  droit.  —  Elimination  de  deux  des  trois  paramètres.  L'élimination 
de  l'un  d'eux  conduit  immédiatement  au  théorème  de  Dupin  :  «  Les  surfaces 
qui  composent  un  système  triple  orthogonal  se  coupent  mutuellement  suivant 
leurs  lignes  de  courbure.  »  —  Réciproque  de  ce  théorème  :  «  Si  l'on  a  deux 
familles  de  surfaces  se  coupant  à  angle  droit,  suivant  des  courbes  qui  soient 
lignes  de  courbure  pour  les  surfaces  de  l'une  des  deux  familles,  il  existe  une 
troisième  famille  complétant  le  système  orthogonal.  »  —  Cette  réciproque  permet 
d'établir  que  le  paramètre  de  toute  famille  faisant  partie  d'un  système  triple 
doit  satisfaire  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  qui 
est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante,  c'est-à-dire  dont  toute  solution  conduira  à 
un  système  triple.  —  On  donne  le  nom  de  famille  de  Lamé  à  toute  famille 
qui  fait  partie  d'un  système  triple  orthogonal.  —  Pour  former  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  oi'dre,  dont  l'existence  a  été  reconnue  dès  i86t) 
D.  I 
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par  l'auteur,  mais  qui  a  été  obtenue,  pour  la  première  fois,  sous  foyme  déve- 
loppée, par  M.  Cayley,  on  définit  d'abord  une  opération  différenlielle  S^ç»,  et  l'on 
établit  quelques  propriétés  de  ce  symbole.  —  On  établit  ensuite,  par  un  raison- 
nement nouveau,  que  toute  la  difficulté  du  problème  des  systèmes  orthogonaux 
se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  du  troisième  ordie,  que  l'on  écrit  sous  la 
forme  d'un  déterminant  très  simple  du  sixième  ordre.  —Vérification  de  résul- 
tats obtenus  antérieurement  par  M.  Bouquet,  relativement  aux  familles  repré- 
sentées par  une  équation  de  la  forme  u  =  (s{x)  -\- '\i{y)  -h  xi^)i  ^^  P*'' 
M.  V.  Puiseux,  relativement  à  un  système  d'axes  particulier.  —  Forme  nouvelle 
et  irrationnelle  sous  laquelle  on  peut  metti-c  l'équation  du  troisième  ordre,  en 
introduisant  les  dérivées  de  la  fonction  H,  définie  par  la  relation 


—  Indications  sommaires  sur  les  caractéristiques  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  ou  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles,  dans  le  cas  de 
trois  variables  indépendantes,  et  application  au  problème  actuel.  On  peut  tou- 
jours déterminer  un  système  triple  orthogonal  par  la  condition  que  les  sur- 
faces (A),  qui  composent  une  de  ses  trois  familles,  coupent  une  surface  (S) 
suivant  des  courbes  données  (C)  et  aient,  suivant  ces  courbes,  un  contact  du 
second  ordre  avec  certaines  surfaces  (S),  qui  contiennent  ces  courbes,  à  moins 
V  que  les  courbes  (G), ne  soient  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  (  S),  ou  que 
les  surfaces  (S)  ne  soient  orthogonales  à  la  surface  (S).  Dans  ces  deux  cas 
d'exception,  le  problème  devient  impossible  ou  indéterminé. 


1.  Supposons  les  points  de  l'espace  rapportés  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  et  considérons  trois  familles 
de  surfaces  obtenues  en  égalant  à  des  constantes  trois  fonctions 
données  a,  ^,  y  de  a^-,yj  z.  Pour  que  deux  surfaces  appartenant  à 
des  familles  différentes  se  coupent  partout  à  angle  droit,  il  faudra 
évidemment  que  les  trois  fonctions  a,  [3,  y,  auxquelles  nous  don- 
nerons le  nom  à.&  paramètres  des  trois  familles  de  surfaces,  satis- 
fassent identiquement  aux  trois  conditions  suivantes  : 


(0 


qui  constituent  un   système   d'équations   aux  dérivées  partielles 
propres  à  déterminer  les  fonctions  a,  (^,  y. 


dl^^dl   dy 
dx  dx       dy  dy 

d^  dy 
dz  dz 

dy   d(x         dy  doc 
dx  dx        dy  dy 

^d^à. 
dz  dz 

doc  dl        d^dl 
dx  dx        dy  dy 

doi  d^ 
"^  dz  dz 
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Ce  sjslème  n'est  pas  de  ceux  que  l'on  peut  intégrer  d'une  ma- 
nière complète.  Nous  en  ferons  connaître  des  solutions  nom- 
breuses, contenant  des  constantes,  des  fonctions  arbitraires  d'une 
variable  en  nombre  quelconque,  ou  même  une  fonction  arbitraire 
de  deux  variables  accompagnée  de  plusieurs  fonctions  arbitraires 
d'une  variable.  Mais,  si  l'on  veut  conserver  une  terminologie  qui 
a  quelque  chose  d'un  peu  indéterminé,  un  théorème  général  de 
Oauchj  permet  de  montrer  que  la  solution  générale  du  système  (i) 
dépend  en  réalité  de  tiois  fonctions  arbitraires  de  deux 
iKiriables. 

Remarquons,  en  effet,  que,  si  l'on  pose 

(   K  =-^^-^iX, 
\      ^  ôx  dx        dy  dy 

,.  \  K,^_!^  ^  _^  ^, 

^~''  \      ^  dx  dx        (Jy  dy 

f   K   —  ^  ^P  _  ^  ^ 

\      ^  dx  dx        dy  dy 

les  formules  (i)  peuvent  être  résolues  par  rapport  aux  dérivées 

doL     ()3     dy     ^  , 

—  ,  -^,  V-  et  nous  donnent 

dz    dz     dz 

dx        /kTk^        as  _    /kTk^        dY_    /kTk; 

'^^     crz-V~Kr'     Tz-\/~K^'     Tz-\/~Kr' 

Ces  valeurs  seront  finies  et  déterminées  tant  qu'aucune  des 
quantités  K,,  Ko,  K3  ne  se  réduira  à  zéro. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  donne  les  valeurs  ao,  §0,  yo?  fonc- 
tions de  deux  variables  x  eiy^  auxquelles  se  réduisent  les  fonc- 
tions a,  [3,  Y  pour  une  valeur  déterminée  de  5,  par  exemple  pour 
zz=.  o\  supposons  que  ces  valeurs  aient  été  choisies  de  manière  à 
n'annuler  aucune  des  quantités  K( ,  K^,  K3  et  satisfassent  d'ailleurs 
aux  conditions  bien  connues  de  continuité  et  d'uniformité  que 
nous  négligeons  d'énoncer.  Les  équations  (3)  détermineront,  pour 

z  =  o,  des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  les  trois  dérivées  j^' 
-~)  -T^;  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  général  de  Cauchy  que 

nous  venons  de  rappeler,  il  existera  des  fonctions  a,  ^,  y  qui  satis- 
feront au  système  (i)  et  se  réduiront  respectivement  à  a^  ^o>  "fo 
pour  c  =  o. 
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2.  Cette  proposition  d'analyse  s'interprète  géométriquement 
de  la  manière  suivante  :  donner  les  valeurs  ao,  ^o?  Yo  de  a,  ^,  y 
pour  5  =  o,  c'est  faire  connaître  les  courbes  suivant  lesquelles  le 
plan  des  xy  est  coupé  par  chacune  des  trois  familles  qui  doivent 
composer  le  système  orthogonal.  Supposer  qu'aucune  des  quan- 
tités K,,  Ko,  K3  n'est  nulle,  c'est  admettre  que  ces  courbes  de 
section  ne  se  coupent  pas  mutuellement  à  angle  droit.  On  est  donc 
en  droit  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

On  peut  déterminer  un  système  triple  orthogonal  par  la 
condition  que  les  trois  familles  de  surfaces  dont  il  doit  se  com- 
poser coupent  un  plan  quelconque  suivant  trois  familles  de 
courbes,  assujetties  à  la  seule  condition  de  ne  pas  se  couper 
mutuellement  à  angle  droit. 

3.  En  substituant  à  l'une  des  variables  indépendantes  x, y,  z  une 
fonction  quelconque  0  de  ces  trois  variables,  on  reconnaîtra  que  la 
proposition  précédente  peut  être  généralisée  et  qu'un  système  triple 
orthogonal  est  pleinement  déterminé  si  l'on  donne  les  sections, 
non  plus  par  un  plan,  mais  par  une  surface  quelconque,  des 
trois  familles  dont  il  se  compose.  Ici  encore,  la  condition  pour 
que  le  théorème  de  Cauchy  soit  applicable  est  que  les  courbes  de 
section  appartenant  à  des  familles  différentes  ne  se  coupent  pas 
mutuellement  à  angle  droit. 

4.  Les  remarques  précédentes,  simples  conséquences  du  théo- 
rème général  de  Cauchy,  nous  indiquent,  d'une  manière  nette, 
quel  doit  être  le  degré  de  généralité  de  la  solution  la  plus  étendue  ; 
et  l'on  voit  que,  s'il  était  possible  d'obtenir  la  solution  complète, 
elle  devrait  avoir  le  degré  de  généralité  d'une  expression,  dépen- 
dant de  trois  fonctions  arbitraires  de  deux  variables.  Cette  solu- 
tion complète,  nous  l'avons  déjà  dit,  est  loin  d'être  connue  ;  mais 
l'étude  du  système  fondamental  (i)  a  conduit  à  différents  résvdtats, 
que  nous  ferons  connaître  successivement. 

On  peut  d'abord,  comme  on  le  fait  en  Algèbre  et  en  Analyse, 
essayer  de  la  méthode  par  élimination  et  lâcher  de  réduire  l'inté- 
gration du  système  (1)  à  la  détermination  d'une  seule  fonction. 
Voici  comment  s'exprime  à  ce  sujet  J.-A.  Serret  dans  un  Mémoire 
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sur  les  surfaces  orthogonales  paru,  en  juin  1847,  ^^  Journal  de 
Liomille  (t.  XIT,  p.  241). 

«  D'ailleurs,  si  l'on  différentie  les  équations  (i)  par  rapport  à 
x^  jK)  ^  autant  que  possible  et  de  manière  à  n'avoir  de  dérivées 
que  jusqu'à  l'ordre  p  inclusivement,  on  aura,    en  comptant  les 

équations  (i),  un  nombre  d  équations  marque  par  '—^ ^^ - 

et  le  nombre  des  dérivées  des  quantités  [i  et  y  sera 

(/>-+-i)(/?-f-2)(7?-+-3) 

pour  que  Télimination  de  ces  dérivées  soit  possible,  il  faut  que  le 
premier  nombre  surpasse  le  second,   ce  qui  donne 

p  =  Ç>    ou    >  6. 

»  Si  l'on  prend  /?  ^  6,  on  aura  alors  168  équations  entre  les- 
quelles on  pourra  éliminer  les  dérivées  de  p,  y,  et  il  restera  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  devra  satisfaire  le 
paramètre  a  de  toute  surface  susceptible  de  faire  partie  d'un  sys- 
tème triple.  Cette  dernière  circonstance  de  deux  conditions  aux- 
quelles le  paramètre  a  est  assujetti  permet  de  penser  que  le 
nombre  des  surfaces  susceptibles  de  faire  partie  d'un  système 
triple  pourrait  bien  être  assez  limité.  » 

La  phrase  qui  termine  cette  citation  montre  combien  était  peu 
avancée  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  en  1847. 
Etant  données  deux  telles  équations  que  doit  vérifier  une  même 
fonction,  il  peut  se  faire  qu'elles  n'aient  aucune  solution  com- 
mune ou  bien  une  solution  plus  ou  moins  étendue.  Pour  apprécier 
le  degré  de  générabté  de  cette  solution,  il  suffit  de  difi'érentier 
jusqu'à  un  certain  ordre  et  d'examiner  si  quelques-unes  des  équa- 
tions ainsi  obtenues  ne  sont  pas  des  conséquences  de  toutes  les 
autres.  Il  y  a  là  une  étude  qui  a  été  entreprise  dans  ces  derniers 
temps  et  a  donné  naissance  à  de  nombreux  travaux  de  MM.  Méray, 
Riquier,  Bourlet,  Tresse  et  Delassus  (').  Mais  il  est  curieux  de 
remarquer  ici  que  J.-A.  Serret  aurait  pu  corroborer  en  apparence 


(  '  )  Voir  en  particulier  : 

Riquier,  Mémoire  sur  l'existence  des  intégrales  dans  un  système  différentiel 
quelconque  et  sur  la  réduction  d'un  semblable  système  à  une  forme  linéaire 
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sa  conclusion  en  montrant  que  les  deux  équations  du  sixième 
ordre  ne  sont  pas  les  seules  auxquelles  doive  satisfaire  la  fonction  a. 

Si  l'on  donne,  en  effet,  à /?  la  valeur  7,  par  exemple,  on  aura 
cette  fois  202  équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  288  dé- 
rivées, ce  qui  laissera  i4  équations  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  -j. 
Or  les  deux  équations  du  sixième  ordre  différentiées  donneraien  t  au 
plus  8  équations  du  sixième  ou  du  septième  ordre;  de  sorte  qu'il 
faudrait  leur  adjoindre  au  moins  6  équations  du  septième  ordre. 

Nous  laissons  décote  tous  ces  calculs;  car,  dans  le  cas  actuel 
comme  dans  beaucoup  d'autres,  et  par  suite  de  la  forme  parti- 
culière des  équations  qui  composent  le  système  (1),  la  méthode 
d'énumération  pure  et  simple  conduit  à  des  résultats  complète- 
ment erronés.  Nous  allons  voir,  en  effet,  que  l'on  peut  ramener 
l'intégration  du  système  (i)  à  celle  d'une  seule  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  troisième  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  l'une 
des  trois  fonctions  a,  ÎB,  y. 

5.  Deux  des  équations  (i)  déterminent  les  rapports  mutuels  des 
dérivées  de  ^  et  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 


(4) 


de  sorte  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonc- 
tion p  existe  est  que  l'équation  aux  différentielles  totales 

dx 

dy 

dz 


dx 

dy 

dz 

ày  dix        âoc  dy 

à-(  c'a        dx  dy 

d'(  doi        dy   doL  ' 

ây  dz        dy  dz 

dz  dx        dz  dx 

dx  dy        dy  dx 

(5) 


dy 

dx 

dx 

dx 

dy 

doc 

dy 

à? 

dy 

do: 

dz 

dz 

soit  complètement  intégrable. 


et  complètement  intégrable  du  premier  ordre  {Académie  des  Sciences,  Mé- 
moires des  Savants  étrange/s,  t.  XXXII). 

Delassus  (E.),  Extension  du  théorème  de  Cauchy  aux  systèmes  les  plus 
généraux  d'équations  aux  dérivées  partielles  {Annales  de  l'École  Normale, 
t.  XIII,  3»  série,  p.  421). 

Ces  travaux  contiennent,  d'ailleurs,  toutes  les  indications  bibliograpliiques  né- 
cessaires. 
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Celle  équation  esl  de  Ja  forme 

Ldx-hMdy  -h^  dz  =  o  ; 

et  la  condition  pour  qu'elle  admette  comme  intégrales  des  sur- 
faces composant  une  famille  est,  comme  on  sait,  que  l'on  ait 
identiquement 


M 


/dh        dM\ 
Appliquant  ici  celte  condition,  nous  trouvons  la  relation 


ày  ûz        Oz  dy  )  \ôx  dz'^        dz  dx  dz        dx  dz''-        àz  dx  ôz 

dix     d^^(  d~{  à- 01.        d~(     d^a  doc.   d'^y 

ôy  dx  Oy        dx  dy-        ày  dx  dy    '    dx  dy^ 


-+-...=  o. 


les  tei'mes  non  écrits  s'obtenant  par  des  permutations  circulaires 
effectuées  sur  x,  y,  z. 

Les  deux  fonctions  y,  a  doivent  donc  satisfaire  uniquement  à  la 
deuxième  des  équations  (i)  et  à  la  précédente  (6).  Si  l'on  ajoute 
à  cette  dernière  la  relation  identique 

/  à'{  dot        dy  don  \ 
\dy  dz       dz  dy  J 

^  [      dx\àx-i  "^  dy"^  "^  dz-^/       dx\dx-^  '^  ày^  "^  àz^  j'^  ^' 

elle  prend  la  forme  plus  simple 


(7) 


où  l'on  a  introduit,  pour  abréger  l'écriture,  le  symbole  ô„p  défini 
par  la  relation 

^  ^  du   dv         du   di>        du  de 

(8)  OuV  =  Û^M  =     — •-     -f--_----|-_— . 

dx  dx        dy  dy        dz  dz 
On  n'a  donc  plus  qu'à  déterminer  les  fonctions  a,  y,  satisfai- 


doi 
dx 

dx 

^     dy         ^     art 

dT. 

ày 

ày 
dy 

.     ày        ,     àoL 

Ojt    T^    —    Ûy     — 

o»/          '  dy 

doc 
dz 

ày 
dz 

.     dy        .    d% 

'-Tz-'^Tz 
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sant  à  l'équation  (7)  et  à  l'équation 

(9)  Sya  =  8aY  =  o. 


Celle  dernière  ne  contient  que  les  dérivées  du  premier  ordre 
de  a  et  de  y,  tandis  que  l'équation  (7)  contient  toutes  les  dérivées 
du  second  ordre  de  ces  deux  fonctions.  Mais  uue  propriété  remar- 
quable du  symbole  8„(^  va  nous  permettre  d'éliminer  de  l'équa- 
tion (7),  soit  les  dérivées  de  second  ordre  de  a,  soit  celles  de  y- 

On  a,  en  ellet,  comme  on  le  vérifie  sans  peine,  l'identité 


(JO) 


dx 


dx' 


et  l'on  déduit,  par  suite,   de  la  difïerentiation  de  l'équation  (9) 
les  trois  suivantes  : 


h 

0 

h 

0 

h 

8  ^T 

0 

qui  permettent  évidemment  de  faire  disparaître  les  dérivées  se- 
condes de  Y  dans  l'équation  (7)  et  de  ramener  cette  équation  à 
la  forme  suivante 


(II) 


da 

^T 

.  ào. 

dx 

àx 

'^éTr 

dx 

ày 

ày 

ày 

.  àx 

àoi 
dz 

ày 
àz 

.  àa 
'^àz 

Elle  ne  contient  plus  alors  que  les  dérivées  premières  de  la 
fonction  y,  et  elle  est  homogène  et  du  second  degré  par  rapport 
à  ces  dérivées. 


6.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  donner  l'interprétation 
géométrique  de  l'équation  (11).  Remarquons  qu'en  vertu  de 
l'équation  (9)  ou  de  la  deuxième  des  équations  (i),  la  direction 
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définie  par  les  formules 


(!•;>.) 


dx 

dy 

dz 

dx 

ày 

dz 

est  celle  d'une  tangente  à  la  surface  de  paramètre  ce.  Nous  allons 
montrer  que  celte  direction  est  celle  de  l'une  des  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface. 

hn  etlet,   comme  Oy  — >0y  — ,  ôy— représentent  des  quantités 

proportionnelles  aux  variations  de  -r-  ?  -t-j  -t-j  lorsqu'on  se  déplace 

suivant  cette  direction,  l'équation  (ii)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

,       doL      jd% 
dx         dx 


(i3) 


,        d(x  jdoL 

dy    T-  d-— 

ày  dy 

,        dx  ,da 

dz      ~  d-~ 

dz  dz 


et  elle  exprime  que,  lorsqu'on  se  déplace  suivant  la  direction  dé- 
finie par  les  formules  (12),  la  droite,  dont  les  cosinus  directeurs 

sont  proportionnels  à  -t->  -t-j  -— >  c'est-à-dire  la  normale  à  la  sur- 
^      ^  dx    dy    dz 

face  de  paramètre  a,  engendre  une  surface  développable.  Nous 

pouvons  donc  énoncer  les  deux,  propositions  suivantes,  dont  la 

première  est  due,  comme  l'on  sait,  à  Dupin  : 

Les  surfaces  appartenant  aux  trois  familles  d'un  système 
triple  orthogonal  se  coupent  mutuellement  suivant  leurs  lignes 
de  courbure  ('  ). 


(')  Ce  théorème  célèbre  a  été  énoncé  et  démontré  par  Dupin  dans  les  Dévelop- 
pements de  Géométrie  parus  en  i8i3.  Voir  dans  le  IV°  Mémoire  de  cet  Ouvrage, 
p.  289,  l'énoncé  et  une  première  démonstration  géométrique  de  la  proposition. 
Voir  aussi  dans  le  V*  Mémoire,  p.  826,  une  démonstration  analytique  des  plus 
élégantes  où  Dupin  s'appuie  sur  sa  théorie  des  tangentes  conjuguées. 

Nous  pouvons  également  renvoyer  le  lecteur  à  nos  Leçons  sur  la  théorie  des 
sur/aces  (l"  Partie,  p.  209),  où  la  démonstration  du  théorème  de  Dupin 
s'appuie  sur  une  proposition  générale  relative  aux  systèmes  conjugués. 
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Réciproquement,  si  l'on  a  deux  familles  de  surjaces  se  cou- 
pant à  angle  droit  et  si  les  lignes  d'intersection  des  surfaces 
qui  appartiennent  à  deux  familles  différentes  sont  lignes  de 
courbure  pour  les  surfaces  de  Vune  des  deux  familles,  il  existe 
une  troisième  famille  formée  de  surfaces  coupant  les  précé- 
dentes à  angle  droit. 

Ces  deux  propositions  peuvent  être  réunies  dans  l'énoncé  sui- 
vant : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  familles 
de  surfaces  qui  se  coupent  à  angle  droit  admettent  une  troi- 
sième famille  de  surfaces  trajectoires  orthogonales  est  que  les 
lignes  d' intersection  des  suif  aces  qui  appartiennent  à  deux 
familles  différentes  soient  lignes  de  courbure  pour  les  surfaces 
de  l'une  des  deux  familles. 

Celte  proposition  n'est  pas  autre  chose  que  la  traduction,  en 
langac^e  géométrique,  de  l'équation  de  condition  (i  3).  Il  en  résulte 
implicitement  que,  lorsque  les  lignes  d'intersection  sont  lignes 
de  courbure  pour  les  surfaces  de  l'une  des  familles,  elles  sont 
aussi  lignes  de  courbure  pour  les  surfaces  de  l'autre  famille. 
Nous  rencontrons  ici,  on  le  voit,  une  application  très  particulière 
d'un  théorème  célèbre  de  Joachimsthal  d'après  \e(\uQ^  si  deux  sur- 
faces se  coupent  sous  un  angle  constant,  l'intersection  ne  peut 
être  ligne  de  courbure  de  l'une  des  surfaces  sans  être  ligne 
de  courbure  de  l'autre  (*). 

7,  Les  propositions  de  Géométrie  que  nous  venons  d'établir 
nous  conduisent  directement  au  but  que  nous  avions  en  vue  et 
nous  permettent  d'établir  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
le  paramètre  a  d'une  famille  de  surfaces  pour  que  celte  famille 
fasse  partie  d'un  sjstème  triple  orthogonal. 

Considérons  en  effet  un  point  quelconque  (  x^  y^  5  )  de  l'espace  ; 
il  passe  par  ce  point  une  surface  de  la  famille,  et,  pour  cette  sur- 
face, les  directions  des  lignes  de  courbure  seront  déterminées  par 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (II'  Partie,  p.  SgS). 
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deux  systèmes  tels  que  les  suivants 


(i4) 
(i5) 


dx 

dy        dz 

Zx 

\7  '' 

8jK        ^z 

où  L,  M,  ]N,  L',  M',  N'  désignent  des  fonctions  assez  compliquées 
des  dérivées  premières  et  secondes  de  a,  fonctions  qui  dépendent 
d'ailleurs  d'un  même  radical  carré.  D'après  le  théorème  de  Dupin, 
les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  chaque  système  doivent 
être  les  normales  à  l'une  des  familles  de  surfaces  que  l'on  doit 
associer  à  la  famille  donnée.  Il  doit  donc  exister  des  facteurs  )., 
X',  tels  que  les  deux  expressions 

(i6)  X(L(/.r-+-Md>-HN^^),     \'{h'dx-^m.'dy-\-'^'dz) 

soient  respectivement  des  difTérenlielles  exactes.  Je  dis  que  si 
cette  condition  est  vérifiée  pour  la  première  différentielle,  elle  le 
sera  également  pour  la  seconde. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  un  facteur  \  tel  que  l'on  puisse 
poser 

(17)  \{hdx-^Udy-^'Sdz)  =  d'^: 

alors  les  surfaces  de  paramètres  a  et  ^  se  couperont  mutuellement 
à  angle  droit  et  suivant  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  de  pa- 
ramètre a.  Donc,  d'après  la  réciproque,  énoncée  plus  haut,  du 
théorème  de  Dupin,  il  existera  une  troisième  famille  de  surfaces 
coupant  à  angle  droit  à  la  fois  les  surfaces  de  paramètre  a  et  les 
surfaces  de  paramètre  ^  ;  et  les  normales  aux  surfaces  de  cette 
troisième  famille  seront  évidemment  les  tangentes  aux  lignes  de 
courbure  définies  par  le  système  (i5).  Il  existera  donc  un  fac- 
teur \'  tel  que  l'on  ait 

(18)  \\V  dx-^W  dy-^^' dz)=d^, 

et  Y  sera  le  paramètre  de  la  troisième  famille  qui  complète  le  sys- 
tème orthogonal. 

Les  conditions  pour  qu'il  existe  des  facteurs  ).,  )/  propres  à 
rendre  les  expressions  (16)  des  différentielles  exactes  s'expri- 
ment respectivement,   nous  l'avons  déjà  vu,  par  les   deux  rela- 
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lions 

■^(^■ 

-'i)--{^- 

-^)-^G^ 

^■(f- 

-f)*-(f- 

-^>-(^- 

dM'\ 

Il  résulte  évidemment  du  raisonnement  précédent  que  chacune 
de  ces  équations  est  une  conséquence  de  l'autre,  et,  par  suite, 
qu'elles  se  réduisent  à  une  seule.  Comme  on  passe  de  l'une  à 
l'autre  en  changeant  le  signe  d'un  radical,  on  voit  que  l'équation 
finale  à  laquelle  devra  satisfaire  le  paramètre  a  sera  nécessaire- 
ment rationnelle. 

Cette  équation  unique  en  a  est  évidemment  du  troisième  ordre. 
De  plus,  elle  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  cet  ordre  ;  et 
l'on  peut  déduire,  de  l'analyse  précédente,  que  toute  solution 
particulière  a,  déterminant  une  famille  de  surfaces  sur  lesquelles 
il  existera  deux  séries  distinctes  de  lignes  de  courbure,  fournira 
un  système  triple  orthogonal  dont  on  déterminera  les  deux  autres 
familles  par  l'intégration  de  deux  équations  aux  différentielles 
totales  et  à  trois  variables. 

Pour  rappeler  les  immortels  travaux  de  Lamé  sur  les  coordon- 
nées curvilignes,  nous  désignerons  sous  le  nom  de  familles  de 
Lamé  toutes  les  familles  de  surfaces  qui  feront  partie  d'un  sys- 
tème triple  orthogonal,  c'est-à-dire  toutes  celles  dont  le  paramètre 
satisfera  à  l'équation  du  troisième  ordre  à  laquelle  nous  avons  été 
conduits. 

8.  Les  recherches  que  nous  venons  d'exposer,  et  par  lesquelles 
la  solution  du  problème  des  systèmes  triples  de  surfaces  orthogo- 
nales se  trouve  ramenée  à  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  le  paramètre 
de  chacune  des  familles  qui  composent  le  système  orthogonal,  ont 
été  développées  et  publiées  pour  la  première  fois  en  1866  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  philomatliique  et  dans  la  Thèse  de  doc- 
torat de  l'auteur  (').  Cette  réduction  du  problème  à  l'intégration 


(')  Sur  les  surfaces  orthogonales  {Bullclin  de  la  Société  philomatliique, 
p.  16;  1866). 

Sur  les  surfaces  orthogonales  {Annales  de  l'École  Normale,  1"  série,  t.  III, 
p.  97;  1866). 
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d'une  seule  équation  offrait  l'avantage  de  donner  des  notions  pré- 
cises sur  l'ordre  de  difficulté  de  la  détermination  des  systèmes 
orthogonaux.  Ce  problème,  exigeant  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  à  trois  vai'iables  indé- 
pendantes, apparaissait  ainsi  comme  étant  beaucoup  plus  difficile 
que  la  plupart  des  autres  questions  de  la  Géométrie  infinitési- 
male, dont  la  solution  se  ramène  en  général  à  l'intégration  d'une 
équation  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

Il  convient  de  rappeler  ici  que,  déjà  dans  un  Mémoire  publié 
en  1862,  M.  O.  Bonnet  avait  obtenu,  par  une  voie  toute  diffé- 
rente, la  réduction  du  problème  que  nous  étudions  à  l'intégration 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  ('). 


(')  Bonnet  (0.)»  Mémoire  sur  les  sur/aces  orthogonales  (  Comptes  rendus, 
t.  LIV,  p.  554  et  655;  mars  1862).  Dans  ce  Mémoire  sur  lequel  nous  aurons  à  re- 
venir, M.  Bonnet  propose  une  méthode  de  recherche  des  systèmes  orthogonaux 
reposant  sur  les  considérations  suivantes  :  Décomposant  le  problème  en  deux, 
M.  Bonnet  cherche  d'abord  les  directions  des  normales  aux  surfaces  qui  font 
partie  du  système  triple  orthogonal.  A  cet  eflet,  il  exprime  les  neuf  cosinus  déter- 
minant les  directions  des  normales  aux  trois  suifaces  qui  se  coupent  en  un  point 
au  moyen  des  trois  angles  d'Euler  0,  cp,  4*;  et  il  trouve  que  ces  angles  doivent 
satisfaire  aux  trois  équations 

sinu>sinO^  +  cosu^--  =  o, 
dp  ^  dp 


(a)  <   cosv  sinO  -  -  —  sindi^-— =  o, 

1  op,  dp, 

cos  8 -r-^ -)- -,—  =  o, 
apj        C/pj 

où  p,  p,,  Pj  désignent  les  paramètres  des  trois  familles  de  surfaces  qui  composent 
le  système  orthogonal. 

Le  système  d'équations  précédent  est  assurément  très  simple.  M.  Bonnet  prouve 
que,  si  l'on  choisit  comme  variables  indépendantes  »,  p,  p,,  la  fonction  (^  satisfera 
à  une  équation  du  troisième  ordre  dont  l'intégration  entraînerait  celle  du  sys- 
tème (i).  Il  ne  restera  plus  alors  qu'à  chercher  les  quantités  désignées  par  Lamé 
sous  le  nom  de  H,  H,,  H^.  Chacune  d'elles  doit  satisfaire  à  trois  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  dont  l'intégration  amènera  trois  fonctions 
arbitraires  d'une  variable.  Cette  intégration  sera  nécessaire  à  la  solution  com- 
plète du  problème  proposé;  elle  ne  sera  pas  toujours  possible,  mais,  il  faut  le 
reconnaître,  elle  sera  incomparablement  plus  facile  que  celle  du  système  (a),  qui 
doit  introduire  trois  fonctions  arbitraires  de  deux  variables  indépendantes. 

On  le  voit,  la  méthode  de  réduction  exposée  dans  le  texte  est  tout  à  fait  diffé- 
rente de  celle  de  M.  Bonnet,  avec  laquelle  on  l'a  trop  souvent  confondue;  il  est 
même  intéressant,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  de  remarquer  qu'elle  n'en  était  nullement  le  corollaire.  Un  système 
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L'équation  du  troisième  ordre,  dont  nous  avons  démontré 
l'existence  et  indiqué  le  mode  de  formation,  a  été,  pour  la  pre- 
mière fois,  développée  et  calculée  par  Cajlej  (').  Les  recherches 
de  l'illustre  géomètre  ont  donné  naissance  à  vine  série  de  tra- 
vaux, que  nous  allons  maintenant  exposer  (-).  Voici  d'abord 
comment  on  peut  former  et  présenter,  sous  une  forme  élégante, 
l'équation  du  troisième  ordre,  qui  définit  les  familles  de  Lamé. 
Nous  commencerons  par  étendre  un  peu  une  notation  déjà  em- 
ployée en  définissant  une  opération  différentielle  et  en  indiquant 
quelques  formules  qui  s'j  rapportent. 

9.  Considérons  des  fonctions  u,  v,  w,  a,  p,  ...  de  n  variables 
indépendantes  ;r,,  x^,  ...,  Xn\  je  désignerai  par  le  symbole  8« 
l'opération  suivante 

^  du      ()  du      d  du       d 

^  ■^'  "~"  dxi  dxi        àx-i  dxi  '^ "  '       dx,i  àxn^ 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme  plus  simple 

d  d  d 

( 20)  0„ 


d'équations  aux  dérivées  partielles,  servant  à  déterminer  plusieurs  fonctions,  ne 
conduit  pas  nécessairement,  par  l'élimination  de  toutes  les  fonctions  moins  une, 
à  une  seule  équation.  Il  aurait  pu  se  faire  que  le  paramètre  p  de  l'une  des  fa- 
milles, considéré  comme  fonction  de  x^  y,  z,  dût  satisfaire  à  un  certain  nombre 
d'équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  troisième. 

Pour  rendre  plus  sensible,  par  un  exemple  emprunté  à  cette  théorie,  la 
remarque  précédente,  supposons  que,  considérant  x,  y,  z  comme  des  fonctions 
de  p,  p,,  p„  on  se  propose  d'éliminer  jk,  -s  et  de  déterminer  x.  C'est  un  problème 
très  intéressant  et  qui  n'a  pas  encore  été  résolu;  mais,  précisément  parce  qu'il 
n'a  pas  été  traité,  on  ne  peut  afflrmer  a  priori  que  a;,  considérée  comme  fonc- 
tion de  p,  p„  p„  sera  déterminée  par  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles. 
On  peut  même  affirmer  qu'il  en  sera  autrement. 

(')  Cayley  (A.),  Sur  la  condition  pour  qu'une  famille  de  surfaces  donnée 
puisse  faire  partie  d'un  système  triple  orthogonal  {Comptes  rendus,  a"  se- 
mestre 1872,  t.  LXXV,  p.  116,  177,  246,  3i>4,  3Si  et  1800  ;  et  Collected  mathematical 
Paper  s,  vol.  VIII). 

(M  Darboux  (G.),  Sur  l'équation  du  troisième  ordre  dont  dépend  le  pro- 
blème des  surfaces  orthogonales  {Comptes  rendus,  1873,  t.  LXXVI,  p.  [\i, 
83,  160). 

LÉVY  (Maurice),  Sur  une  réduction  de  l'équation  à  différences  partielles 
du  troisième  ordre  qui  régit  les  familles  de  suif  aces  susceptibles  de  faire 
partie  d'un  système  orthogonal  {Comptes  rendus,  1870,  t.  LXXVII,  p.  i435). 
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en  convenant  d'adopter  les  notations  suivantes,  qui  seront  em- 
ployées dans  la  suite, 

du  d^u  d^  u 

dxi  dxidxk  dxidxkdxi 

11  résulte  immédiatement  de  là  que  l'on  a 


(22) 


8    -  ^- 
^'~  dxi^ 

8„  ç»  =  «1  p,  -H  ^2  P2  +  •  •  •  -i-  Un  Va  =  Of  U, 

8„(aP)  =  ao„p-+-  po„a, 


et,  plus  généralement, 

(23)  5„n(a,p,Y,...)=  ^û"='-^^°"P  +  ^°«Y-*----- 

Remarquons    encore    l'identité    suivante,    qui    nous    sera    très 
utile, 

^    sj  s  -> 

(24)  -—SuV  =  6uVi-\-  O^Ui. 
OXi 

f^ette  formule   contient  des  dérivées  secondes  :  en  voici   une, 
plus  générale  et  du  même  genre.  Posons 


r:)  HT) -1.1^ 


i       k 

on  trouvera  par  un  calcul  facile 


(  26  )  Oi,  Oiv  M  =  Ot,  Ou  W  =   1 

cl  de  même 

0^^,OuV 
(20)' 


U,  V 


lui  d( 


ce  qui  ûonne 

(27)         8^  Ou.  M -H  Ovv  8^  «<  —  0,^0^  fV  =  2  f      '         ]   ^---Î^^ViWkUa-. 


i        A- 


10.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  ces  formules  tout  à 
fait  générales,  lorsqu'on  fait  des  hypothèses  particulières. 
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Supposons  que  les  fonctions  p,  w  satisfassent  aux  équations 

(28)  o,iV  =  o,  o„«'  =  o; 

alors  nous  allons  établir  que,  si  l'on  a  une  relation  quelconque 
entre  les  fonctions  ç,  w,  leurs  dérivées  premières  et  d'autres 
fonctions  quelconques,  a,  [3,  ..., 

(•29)  Il  (i>i,  ...,  wk,  ...,  t»,  tv,  a,  p,  ...)  =  0, 

on  pourra  toujours,  par  la  différentiation,  en  déduire  une  relation 
du  même  genre,  c'est-à-dire  ne  contenant  que  les  dérivées  pre- 
mières de  v^  w.  On  déduit,  en  appliquant  la  formule  (aS)  à 
l'équation  précédente, 


(3o) 


o  =  8„n  =  2^.«"--i: 


-\ —  û„  Wk 
dwk 


Les  deux  premiers  termes  du  second  membre  contiennent  seuls 
des  dérivées  secondes  de  ç,  w;  mais,  en  tenant  compte  des  con- 
ditions (28)  et  appliquant  la  formule  (24)?  on  a 


Oui'i- 

=  —  Oi,Ui, 

0;, 

i  Wk  —  - 

-  < 

La  formu 

le  (3o)  devient  donc 

(3i)     0  = 

2à  dwk  °" 

>Uk 

du  , 

dv 

.V 

du  ^        V  <?n  , 

et,  sous  cette  forme,  toutes  les  dérivées  secondes  de  t',  w  sont 
éliminées.  C'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

En  appliquant  le  même  procédé  à  la  nouvelle  équation,  on  voit 
que,  par  des  différentiations  successives,  on  pourra  obtenir 
autant  d'équations  qu'on  le  voudra,  contenant  seulement  t^,  w  et 
leurs  dérivées  premières  :  par  suite,  on  pourra  éliminer  ces  fonc- 
tions et  leurs  dérivées  par  la  combinaison  des  équations  ainsi 
obtenues. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  il  existe  entre  v^  w  une  rela- 
tion de  la  forme 

(32)  ^^^\ikviWk=0, 
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OÙ  les  coefficients  A'*  sont  des  fonctions  quelconques  no  conte- 
nant pas  v,iv;  nous  obtiendrons,  en  appliquant  la  formule  (3i), 
la  nouvelle  relation 

(33)  22  "'"'^^-  f^u^''-^  A'V^„,.,,_2  ^'^'uih 


k  \  Il  h 

de  forme  semblable  à  celle  d'où  on  l'a  déduite. 

11.  Nous  allons  appliquer  ces  remarques  générales  au  problème 
que  nous  avons  en  vue.  Pour  cela,  nous  supposerons  les  axes  rec- 
tangulaires ;  nous  mettrons x, y,  z  à  la  place  de  Xt,  x^,  X3,  et  nous 
désignerons  par  u,  ç,  w  les  paramètres  des  trois  familles  qui  com- 
posent le  système  orthogonal.  On  aura  ici 

(34)  0(;tP  =  O,  0,t,W=:O,  OuV  =  O. 

Les  fonctions  ç,  w  satisfont  donc  aux  deux  conditions  que  nous 
avons  admises  précédemment 

(35)  Ouf'  =  o,         o„w  =  o, 
et  il  V  a  entre  leurs  dérivées  la  relation 

(36)  Oi,W   =  i'iWi-h  ÇiW.2-\-  V3W3=:  o, 

tout  à  fait  semblable  à  celle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  (82). 
Il  suffit  de  supposer 

En  appliquant  alors,  avec  ces  hypothèses  particulières,  la  for- 
mule (33),  nous  aurons 


(3:,  22 


Cette  formule  résulterait  aussi  de  l'identité  (27),  où  le  premier 
membre  devient  nul  en  vertu  des  relations  d'orthogonalité. 

Les  équations  (35),  (36),  (87)  permettent  de  déterminer,  en 
fonction  des  dérivées  premières  et  secondes  de  u,  les  rapports  mu- 
tuels des  dérivées  premières  de  ç,  w  ;  et  elles  expriment,  comme 
on  l'a  vu,  que  les  surfaces  de  paramètres  v,  w  coupent  les  surfaces 
de  paramètre  u  suivant  des  lignes  de  courbure. 

D.  2 
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De  l'équation  (3^)  déduisons  encore  une  nouvelle  équation  ne 
contenant  que  les  dérivées  premières  de  v,  w.  L'équation  (Sa) 
devient  identique  à  la  précédente  (3^)  si  l'on  pose 

L'application  de  la  formule  (33)  nous  donnera  donc  la  nou- 
velle équation 


(38) 


Les  équations  (35)  à  (38)  suffisent  maintenant  à  l'élimination  des 
dérivées  premières  de  c,  w.  Elles  vont  ainsi  nous  conduire  à  une 
équation  du  troisième  ordre  à  laquelle  devra  satisfaire  le  para- 
mètre 11^  considéré  comme  fonction  de  oc^y^  z;  mais  auparavant, 
pour  montrer  que  cette  équation,  évidemment  nécessaire,  est 
aussi  suffisante,  nous  substituerons  au  raisonnement  donné  plus 
haut  (n°  7)  le  suivant,  qui  est  moins  élémentaire,  mais  qui  s'ap- 
pliquera à  des  cas  plus  généraux. 

Les  équations  (35)et(37)  déterminent  complètement  les  rap- 
ports des  dérivées  premières  de  v  et  de  w.  Si  on  les  supposait 
résolues,  elles  nous  donneraient,  par  exemple,  pour  c  un  système 

de  la  forme 

dv  dv  dv 

dx         dy         dz 

L,  M,  N  étant  des  fonctions  des  dérivées  des  deux  premiers 
ordres  de  u.  On  peut  dire  qu'il  faut  et  il  suffît,  pour  que  le  sys- 
tème précédent  ne  soit  pas  impossible,  que  la  relation,  obtenue 
en  différentiant  les  équations  qui  le  composent  par  rapport  à  ^, 
y,  5,  et  en  éliminant  les  dérivées  secondes  de  c,  soit  une  consé- 
quence du  système  lui-même.  Mais,  à  cette  remarque  évidente 
on  doit  ajouter  la  suivante  :  les  six  relations  que  l'on  obtient  en 
différentiant  le  système  ne  suffisent  pas  à  déterminer  les  déri- 
vées secondes  de  v  en  fonction  des  dérivées  premières.  En  élimi- 
nant ces  dérivées  secondes,  on  obtiendra  la  condition  bien  connue 
d'intégrabilité 
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et  il  restera  seulement  cinq  équations  distinctes  entre  les  dérivées 
secondes  de  p,  qui  feront  connaître  toutes  ces  dérivées  si  l'on  se 
donne  arbitrairement  l'une  d'elles.  Il  était  clair  d'ailleurs,  a  priori, 
que  l'on  ne  pouvait  déterminer  toutes  les  dérivées  secondes 
puisque  le  système  (Sp)  ne  change  pas  si  l'on  remplace  v  par  ç(r), 
ce  qui  permet,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x,  y,  z,  de 
donner  telle  valeur  que  l'on  voudra  à  l'une  des  dérivées  secondes 
de  la  fonction  ç. 

Ce  point  étant  admis,  il  est  inutile,  pour  trouver  les  conditions 
d'intégrabilité  des  équations  qui  déterminent  les  rapports  des  dé- 
rivées de  ç,  w,  de  résoudre  les  équations  (35)  à  (37),  comme 
nous  venons  de  le  supposer.  Il  suffira  de  diflférentier  successive- 
ment, par  rapport  à  x,  y,  z,  ces  quatre  équations,  et  d'éliminer 
ensuite  les  dérivées  secondes  de  ç  et  de  w.  Il  devra  y  avoir  dix 
équations  distinctes  contenant  ces  dérivées  secondes;  les  autres, 
d'où  l'on  aura  chassé  les  dérivées  secondes,  devront  être  toutes 
vérifiées  en  vertu  des  équations  (35)  k^Sj).  Or,  en  différenliant 
ces  quatre  équations,  on  obtient  douze  relations  dont  la  combi- 
naison nous  a  déjà  donné  les  formules  (3^)  et  (38  ).  Les  dix  équa- 
tions restantes  seront  celles  d'oii  l'on  ne  peut  plus  faire  disparaître 
les  dérivées  secondes;  cela  résulte  des  remarques  précédentes. 
Ainsi,  les  conditions  d'intégrabilité  seront  données  par  les  deux 
équations  (37)  et  (38).  L'une  d'elles  (37),  faisant  partie  du  sys- 
tème proposé,  sera  toujours  vérifiée,  et  il  suffit  que  l'équation 
(38)  soit  une  conséquence  du  système  des  équations  (35)  à  (37). 

Cette  méthode  montre  bien  pourquoi  les  deux  conditions  d'in- 
tégrabilité relatives  aux  fonctions  ç,  w  se  réduisent  à  une  seule. 
L'une  d'elles  fait  partie  du  système  même  qui  sert  à  la  définition 
de  ces  deux  fonctions. 

12.  Après  avoir  ainsi  établi,  par  un  nouveau  raisonnement,  la 
réduction  du  problème  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre,  voyons  comment  on  peut  obtenir  cette  équation 
et  éliminer  les  dérivées  de  v,  w  entre  les  équations  précé- 
dentes (35)  à  (38).  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(  A^.  =  o„  lia'  —  2  o„,.  uj, 
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on  aura  d'abord  les  trois  équations 


(40 


VlWiUii  -^.  ..-+-  (ViWz-+-  V-2Wi)Ui2  -+■...=  O, 
ÇiWlAii-h.  .  .-+-(VlW2-^  ('2tVi)Ai2-f-.  .  .  —  O. 


Ces  équations  sont  symétriques  par  rapport  à  p  et  à  w  et  ne  con- 
tiennent que  les  six  combinaisons  ViWi^  t'/W/^-h  Pyt(V/.  Nous  pou- 
vons en  former  trois  autres  toutes  semblables.  Pour  cela,  nous 
emploierons  les  deux  équations 


U3C3 


et  nous  les  ajouterons  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  Wi,  vi,  î  recevant  les  valeurs  i,  2,  3,  Nous  obtenons  ainsi  le 
système 

[  2  Cl  WiMi  -+-■  (Vi  (V2  -+■  i>zlVi)Ui-h  (i^i  W3-{-V3Wi)U3  =  O, 

(42)    (    {l>iW2-\-V2Wi)Ui-+-  IV^W^Ui^  {Vz^V3-{-  V3W2)U3  —  O, 

{    {ViW3-+-V3Wi)Ui-h{i>-2W3  +  V3W2)Ui-+'  Q,V^W3U3=  O. 

Éliminons  maintenant  les  combinaisons  ViWi,  t'tf'P'A  +  c^W/, 
considérées  comme  des  inconnues  indépendantes,  entre  ces  trois 
équations  et  les  précédentes  (4')'  iioi's  aurons  l'équation  finale 


(43; 


S- 


A22 

A33 

A23 

A3, 

A,2 

"22 

U33 

"23 

«31 

«12 

1 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«3 

«2 

2  «2 

0 

"3 

0 

«1 

0 

2  II3 

«2 

«1 

0 

Cette  équation,  rationnelle  et  entière,  est  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  du  troisième  ordre  de  n,  du  troisième  degré  par  rap- 
port à  celles  du  second,  du  quatrième  par  rapport  à  celles  du  pre- 
mier. Elle  ne  contient  ni  la  fonction  ni  les  variables  indépen- 
dantes. Si  l'on  écrit  à  part  et  si  l'on  désigne  par  K  l'ensemble  des 
termes  qui  contiennent  les  dérivées  du  troisième  ordre,  elle  est  de 
la  forme 


(44) 


K  — Û 
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OÙ  K  n'est  plus  que  du  premier  degré  par  rapport  aux  dérivées  du 
second  ordre  et  où  ù  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  celles 
du  premier  ou  du  second  ordre.  Elle  se  reproduira  évidemment 
lorsqu'on  cliangera  les  axes  coordonnés.  L'emploi  des  substitu- 
tions élémentaires  auxquelles  se  ramène  toute  transformation  de 
coordonnées  rectangulaires  permet,  en  effet,  de  reconnaître  que 
le  déterminant  S  conserve  dans  tous  les  cas  sa  valeur  absolue,  et 
qu'il  change  de  signe  seulement  si  l'orientation  n'est  pas  la  même 
dans  l'ancien  système  d'axes  et  dans  le  nouveau. 

13.  Comme  vérification,  nous  allons  retrouver  d'abord  une 
équation  donnée  en  1846  par  M.  Bouquet  (*).  Supposons  que 
l'on  cherche  les  solutions  de  la  forme 

(45)  u  =  X-h-Y  -hZ, 

où  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  respectivement;  A,;t,  Uik 
seront  nuls  lorsque  i  et  A"  seront  différents.  On  aura 

Ah  =X'X"'— 2X"2,         ...,         "11  =X", 
et  l'équation  se  réduira  à  la  suivante 


(46)     S  =  2X'Y'Z' 


X'X'"—  2X"2       Y'Y'"—  2Y"2       Z'Z'"—  2Z"2 

X"  Y"  Z" 

I  I  I 


ce  qui  est  conforme  au  résultat  de  M.  Bouquet. 

14.  Comme  nouvelle  vérification,  supposons  que,  considérant 
un  point  de  l'espace,  on  choisisse  un  système  d'axes  formé  par 
les  directions  principales  et  la  normale  à  la  surface  de  paramètre  u 
qui  passe  en  ce  point.  On  aura,  en  ce  point, 

(47)  «2=0,  «3=0,  «23  =  0- 

Il  restera 

(48)  S   =  2MÎ(a22—  "33)("l«123— 2"12"13)7 


(')  Bouquet  (J.),  Note  sur  les  surfaces  orthogonales  {Journal  de  Liouville, 
I"  série,  t.  XI,  p.  416;  décembre  ié46).  C'est  dans  ce  Mémoire  qu'a  été  établi, 
pour  la  première  fois,  le  fait  important  qu'une  famille  quelconque  de  surfaces  ne 
saurait  faire  partie  d'un  système  triple  orthogonal. 


LIVRE    I.   —    CHAPITRE    I. 


ce  qui  est  conforme  à  un  résultat  obtenu  en  i863  par  M.   Pui- 
seux  ('  ). 

L'expression  précédente  donne  la  forme  la  plus  simple  à 
laquelle  on  puisse,  par  un  choix  convenable  des  axes  et  à  l'égard 
d'un  point  déterminé  de  l'espace,  réduire  l'équation  proposée. 
Les  deux  fonctions  que  nous  avons  appelées  K  et  Q  deviennent  ici 

.  j    K  =  2Mt(a22—  W33)"l23, 

I     û  =  4«l("22—  M33)«12«13. 

Sous  cette  forme  réduite,  on  voit  qu'elles  ont  une  existence 
indépendante  et  que,  si  l'on  remplace  u  par  ^{u)i  en  tenant  compte 
des  conditions  (47)5  elles  se  reproduisent  multipliées  par  o'^{u). 
Elles  sont  nulles  toutes  les  deux  si  la  famille  de  paramètre  u  est 
composée,  soit  de  sphères  ou  de  plans,  soit  de  surfaces  parallèles. 
Dans  le  premier  cas,  en  effet,  on  a 


Dans  le  second,  on  peut  écrire  d'une  manière  générale 

En  différentiant  et  tenant  compte  des  relations  (47),  il  viendra, 
pour  l'origine  des  coordonnées, 

«12=0,  M,3=0,  «123=  o; 

et,  par  suite 

K  =  0,        il  =  o. 

Il  serait  facile  de  déterminer  toutes  les  familles  satisfaisant  à  la 
fois  à  ces  deux  équations;  mais  je  négligerai  l'examen  de  celte 
question  pour  m'allacher  à  une  conséquence  plus  importante 
qu'on  peut  déduire  de  l'existence  de  la  forme  réduite  (48). 

15.   Posons 

(5o)  jj  =  ^ui^uj-i-  m|. 


L' 


expression 


JJ 


(')  PuiSEUx  (V.  )>  Note  sur  les  systèmes  de  sur/aces  orthogonales  {Journal 
de  Liouville,  2"  série,  t.  VIII,  p.  335;  i863). 


LES    FAMILLES    DE    LAMÉ.  ^3 

se  reproduit  quand  on  change  les  axes  coordonnés.  Cela  résulte  de 

l'expression  (27)  du  symbole  (    '      j  en  fonction  des  0  qui  sont 

évidemment  des  invariants.  Remplaçons  ViWi,  vnvk-h  wn'k  par 
les  quantités  qui  leur  sont  proportionnelles,  obtenues  au  moyen 
des  formules  (42)  et  des  deux  premières  (40>  ^^  nous  obtiendrons 
un  déterminant 


(52) 


qui  se  reproduira  au  signe  près  et  de  la  même  manière  que  S, 
quand  on  changera  les  axes  coordonnés.  Au  reste,  on  peut  re- 
reconnaître directement  cette  propriété  en  remarquant  que  les 
trois  premières  lignes  du  déterminant  sont  formées  avec  les  six 
dérivées  secondes  des  trois  fonctions 


H.i 

H22 

H33 

H23 

H.3 

H,2 

Un 

«22 

«33 

«23 

«13 

«12 

I 

I 

1 

0 

0 

0 

2Kl 

0 

0 

0 

«3 

«2 

0 

2  «2 

0 

«3 

0 

«1 

0 

0 

■ilh 

i/2 

«1 

0 

H,     u, 


■y'- 


et  que  les  trois  dernières,  si  on  leur  ajoutait  la  seconde  ligne 
multipliée  soit  par  x,  soit  par  y,  soit  par  ;;,  seraient  formées  de 
même  avec  les  six  dérivées  secondes  des  fonctions 


ux,     uy,     uz. 


Voyons  ce  que  devient  ce  déterminant  lorsqu'on  choisit  le 
système  d'axes  indiqué  plus  haut  et  pour  lequel  on  a  les  condi- 
tions (47)-  On  trouve  alors 

T  =  '2  «5  («22—  «33)H23=  2ii3({f22—  M33)(2«12«13—  «1«123)H*- 


On  a  donc  l'identité 

(53) 


SH3, 


qui,  une  fois  établie  dans  ce  cas  particulier,  subsiste  d'une  ma- 
nière générale;  et  l'on  voit  que  l'équation  du  problème  peut  aussi 


s  écrire 

(54) 


T  =0. 
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L'inlroduction  des  dérivées  secondes  de  la  fonction  H,  à  la 
place  des  quantités  A,/,,  est  due  à  Gajlej. 

16.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  examinant  une  question 
essentielle,  et  nous  nous  proposerons  de  déterminer  les  caracté- 
ristiques, soit  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre  (ôa),  soit  du  système  fondamental  (i).  Commençons  par 
l'équation  du  troisième  ordre,  que  nous  écrirons  sous  la  forme  (38). 
Pour  obtenir  les  caractéristiques,  il  suffît  de  se  borner  aux  termes 
qui  contiennent  les  dérivées  du  troisième  ordre  de  u  et  d'y  rem- 
placer chaque  dérivée  Uiki  par  le  produit  pip^p^  pi,  p^^  pi  dési- 
gnant les  dérivées  premières  d'une  certaine  fonction  8  qui,  égalée 
à  une  constante,  définira  les  surfaces  caractéristiques. 

En  eifectuant  cette  substitution,  on  trouvera  sans  peine  que 
Ton  a 

et  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  détermine  les  caractéris- 
tiques sera 

S„G  Op0ov^6  =  o. 

Elle  se  décomposera  ainsi  en  trois  facteurs,  et  l'on  reconnaît 
immédiatement  que  les  trois  séries  correspondantes  de  caractéris- 
tiques sont  formées  de  surfaces  assujetties  à  l'unique  condition 
d'être  trajectoires  orthogonales  de  l'une  des  familles  qui  com- 
posent le  système  orthogonal. 

On  aurait  pu  prévoir  ce  résultat  à  l'aide  de  la  proposition 
énoncée  au  n°  3.  Quand  on  essaye  de  déterminer  les  intégrales 
d'une  équation  ou  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles par  les  conditions  initiales  qui  figurent  dans  le  théorème 
de  Cauchy,  les  caractéristiques  sont  les  ensembles  pour  lesquels 
le  problème  devient  indéterminé.  Or  nous  avons  vu  (n°  3)  qu'un 
système  triple  est  déterminé  lorsqu'on  se  donne  les  courbes  sui- 
vant lesquelles  les  trois  familles  de  surfaces  coupent  une  surface 
donnée  (S),  à  moins  que  deux  des  trois  familles  de  courbes 
tracées  sur  (2)  ne  soient  rectangulaires.  Cette  condition  restrictive 
définit  évidemment  les  caractéristiques  et  conduit  par  une  autre 
voie  au  résultat  obtenu  plus  haut.  En  efiet,  d'après  les  propriétés 
élémentaires    du    trièdre    trirectangle,    les    seules    surfaces    qui 
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puissent  être  coupées  suivant  deux  familles  de  courbes  rectangu- 
laires par  les  surfaces  appartenant  à  deux  familles  du  système 
orthogonal  sont  celles  qui  sont  orthogonales  aux  surfaces  qui 
composent  l'une  ou  l'autre  des  trois  familles  du  système. 

La  proposition  relative  aux  caractéristiques  de  l'équation  du 
troisième  ordre  conduit  au  résultat  suivant  :  on  peut  toujours 
déterminer  un  système  triple  orthogonal  par  la  condition  que  les 
surfaces  (A)  qui  composent  une  de  ses  trois  familles  coupent  une 
surface  (S)  suivant  les  courbes  (G)  d'une  famille  donnée,  et  aient, 
suivant  ces  courbes  (G),  un  contact  du  second  ordre  avec  certaines 
surfaces  (S)  contenant  ces  courbes,  à  moins  que  les  surfaces  (S) 
ne  soient  orthogonales  à  (S),  ou  bien  que  les  courbes  (G)  ne 
soient  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  (S)  sur  lesquelles  elles 
sont  tracées.  Dans  ces  derniers  cas,  le  problème  est,  en  général, 
impossible,  mais  il  peut  être  indéterminé. 

Des  considérations  géométriques  très  simples  permettent  de 
confirmer  ces  résultats.  Pour  fixer  les  idées,  prenons  le  premier 
cas  d'exception  et  supposons  que  les  surfaces  (S)  soient  normales 
à  (S)  suivant  les  courbes  (G).  Les  trajectoires  orthogonales  (G') 
des  courbes  (G)  sur  la  surface  (S)  seront  évidemment  des  trajec- 
toires orthogonales  des  surfaces  (S);  et,  par  suite,  chaque  courbe 
(G')  sera  ligne  de  courbure  pour  une  surface  appartenant  à  l'une 
ou  à  l'autre  des  deux  familles  qui  doivent  compléter  le  système 
triple  cherché.  Il  suit  de  là  que  si,  en  chaque  point  d'une  courbe 
(G'),  on  construit  les  tangentes  principales  de  la  surface  (S)  qui 
est,  en  ce  point,  orthogonale  à  (G'),  ces  droites,  étant  aussi  les 
tangentes  principales  de  la  surface  (A)  tangente  à  (S),  devront 
envelopper  deux  développées  de  la  courbe  (G')  et,  par  suite, 
engendrer  deux  surfaces  développables.  Si  cette  condition  n'est 
pas  remplie,  le  problème  sera  impossible;  si  elle  l'est,  il  sera 
indéterminé. 

Si  l'on  envisage  ensuite  le  second  cas  d'exception,  celui  oii  les 
courbes  (G)  sont  lignes  de  courbure  des  surfaces  (S)  sur  les- 
quelles elles  sont  placées,  on  sera  conduit  à  des  conclusions  ana- 
logues, mais  moins  simples.  Le  lecteur  pourra  s'en  rendre  compte 
en  supposant  que  la  surface  (S)  se  réduise  à  un  plan. 


CHAPITRE  II. 


SYSTEMES    TRIPLES    COMPRENANT    UNE    FAMILLE    DE    PLANS 
OU    UNE    FAMILLE    DE    SPHERES. 

Reclierche  des  systèmes  triples  orthogonaux  qui  comprennent  une  famille  de  plans. 

—  On  les  obtient  en  traçant  dans  un  plan  deux  familles  de  courbes  rectangulaires 
et  en  faisant  rouler  ce  plan  sur  une  développable  quelconque.  —  On  peut  aussi 
éviter  toute  considération  de  roulement  et  construire  les  systèmes  sans  aucune 
intégration.  —  Définition  des  coordonnées  curvilignes.  —  Forme  de  l'élément 
linéaire  de  l'espace  dans  le  système  précédent.  —  Équations  qui  permettent  de 
définir  ce  système,  débarrassées  de  tout  signe  de  quadrature.  —  Si  la  famille 
de  plans  est  donnée  a  priori,  la  détermination  des  trajectoires  orthogonales  et, 
par  suite,  celle  des  systèmes  triples  correspondants  dépend  de  trois  quadra- 
tures. —  Systèmes  orthogonaux  comprenant  une  famille  de  sphères.  —  Défini- 
tion des  familles  similaires  de  sphères;  ce  sont  celles  pour  lesquelles  le  pro- 
blème des  trajectoires  orthogonales  conduit  aux  mêmes  équations  différentielles. 

—  Quand  on  connaît  une  famille  de  sphères  on  peut,  sans  aucune  intégration, 
construire  les  familles  similaires.  Parmi  les  familles  ainsi  déterminées,  il  y  en 
a  une  infinité  composées  de  sphères  passant  par  un  point  fixe;  une  simple 
quadrature  permet  de  construire  ces  familles  particulières  si  l'on  connaît  une 
trajectoire  orthogonale  des  sphères  primitives.  —  Grâce  aux  théorèmes  précé- 
dents on  peut,  sans  aucune  intégration,  passer  des  systèmes  triples  contenant 
une  famille  de  plans  à  ceux  qui  contiennent  uïie  famille  de  sphères.  —  Pro- 

/ds 
—  peut  être  explici- 
tement calculée.  —  Détermination  des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
donnée  de  sphères;  elle  se  ramène  à  l'intégration  de  deux  équations  de  Riccati 
dont  chaque  trajectoire  fournit  une  solution  particulière.  —  Construction  des 
systèmes  triples  qui  comprennent  une  famille  de  sphères.  —  Extension  des 
résultats  précédents  à  l'espace  à  n  dimensions.  En  donnant  une  forme  conve- 
nable aux  fonctions  a;,  aj,  . . .,  a„  et  /•,  on  peut,  sous  forme  réelle  et  sans  aucun 
signe  de  quadrature,  assigner  les  intégrales  générales  du  système 


a,,  ...,  a„,  /•  étant  des  fonctions  d'un   paramètre  t  liées  à  ^,,   •■•,  -r„  par  la 
relation 

{x^  —  a^)--\-{x.^ —  a.,)- -h . . .  +  {x ,,  —  a ^y  =  /•-. 

Rappel    des    résultats    déjà    obtenus    sur   ce    sujet   par    MM.    J.-A.     Serrct   et 
O.  Bonnet. 


17.   Parmi  les  propositions  contenues  dans  le  Chapitre  précé- 
dent, nous  nous  attacherons  d'abord  à  la  suivante  :  Toute  famille 
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de  plans  ou  de  sphères  peut  faire  partie  d'un  système  triple 
orthogonal.  Nous  allons,  en  premier  lieu,  déterminer  et  étudier 
tous  les  systèmes  orthogonaux  que  l'on  peut  ainsi  obtenir,  c'est- 
à-dire  tous  ceux  qui  comprennent  une  famille  de  plans  ou  de 
sphères  donnée  a  priori. 

Commençons  par  le  cas  le  plus  simple  et  considérons  tout 
d'abord  un  plan  mobile  dont  les  positions  successives  déterminent 
la  famille  de  plans  que  nous  supposons  donnée.  Si  nous  construi- 
sons les  courbes  qui  sont  les  trajectoires  orthogonales  du  plan 
mobile,  deux  quelconques  de  ces  trajectoires  couperont  chaque 
position  du  plan  en  deux  points  dont  la  distance  demeurera  inva- 
riable; car  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  normale  aux 
courbes  décrites  par  ses  extrémités.  Donc,  dans  chaque  position 
du  plan  mobile,  les  points  qui  décrivent  les  di<>erses  trajec- 
toires forment  une  figure  plane  invariable. 

Le  plan  de  cette  ligure  roule  évidemment  sur  la  développable 
qu'il  enveloppe^  car  tous  les  points  de  la  figure  ont  leurs  vitesses 
nulles  ou  normales  au  plan;  et,  par  suite,  les  points  situés  sur  la 
caractéristique  du  plan  ne  peuvent  avoir  qu'une  vitesse  nulle.  On 
est  donc  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Pour  obtenir  tous  les  systèmes  orthogonaux  considérés,  on 
fait  rouler  un  plan  mobile  (P)  sur  la  développable  qu'il  enve- 
loppe. Si  l'on  a  tracé  dans  la  position  initiale  du  plan  deux 
familles  quelconques  de  courbes  orthogonales  (C)  et  (C(),  cha- 
cune de  ces  courbes,  entraînée  dans  le  mouvement  du  plan, 
engendre  une  des  surfaces  cjui  composent  le  système  ortho- 
gonal. 

Les  surfaces  ainsi  obtenues  on  té  té  déjà  considérées  par  Monge('); 
nous  leur  donnerons  le  nom  de  surfaces-moulures  générales, 
réservant  le  nom  de  surfaces-moulures  cylindriques  pour  le  cas 
où  la  développable  enveloppée  par  le  plan  (P)  se  réduit  à  un 
cylindre.  Ainsi  le  système  triple  précédent  se  compose  d'une  fa- 


(')  MoNGE,  De  la  surface  courbe  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes  à 
une  même  surface  développable  quelconque  {Application  de  l'Analyse  à  la 
Géométrie,  5*  édition,  p.  822). 
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mille  de  plans  et  de  deux  familles  de  surfaces-moulures,  engen- 
drées respectivement  par  les  courbes  (C)  et  les  courbes  (C,). 

Un  cas  particulier  de  ce  système  est  souvent  employé  en  Phy- 
sique mathématique  :  c'est  celui  dans  lequel  les  plans  (P)  passent 
par  une  droite  (D).  Alors  les  surfaces-moulures  deviennent  des 
surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  axe  commun  la  droite  (D). 

18.  La  construction  géométrique  précédente  repose  sur  la 
considération  du  roulement  d'un  plan  sur  une  surface  dévelop- 
pable.  11  semble  au  premier  abord  qu'elle  est  de  nature  transcen- 
dante et  ne  pourrait  être  traduite  analjtiquement  que  grâce  à 
l'emploi  de  relations  différentielles  ou  de  quadratures.  11  ne  sera 
donc  pas  inutile  de  montrer  comment,  par  une  suite  d'opérations 
qui  ne  comporte  aucune  intégration,  on  peut  former  le  système 
triple  le  plus  général  répondant  à  la  définition  qui  vient  d'être 
donnée. 

Etant  donné  un  plan  mobile  (P),  ceux  de  ses  points  M,  M', 
M",  .  .  .  qui  décrivent  des  trajectoires  orthogonales  du  plan 
forment,  nous  l'avons  vu,  une  figure  invariable,  et  leurs  vitesses, 
toutes  normales  au  plan,  sont  à  chaque  instant  parallèles.  D'après 
cela,  si  l'on  mène,  par  un  point  fixe  O,  des  droites  Om',  Om",  .  . . 
respectivement  parallèles  et  égales  à  MM',  MM",  ...  la  figure 
formée  par  m',  m",  . . .  sera  dans  un  plan  (P')  passant  en  O  et 
parallèle  au  plan  (P);  et,  de  plus,  les  vitesses  de  m',  m",  .  . .  étant 
évidemment  parallèles  à  celles  de  M',  M",  ...  ('),  les  différents 
points  m',  m",  .  .  .  décriront  des  trajectoires  orthogonales  du 
plan  (P').  Donnons-nous  a  priori  l'une  de  ces  trajectoires  (y'), 
décrite  par  le  point  m';  il  suffira,  pour  cela,  de  prendre  une 
courbe  sphérique  quelconque  tracée  sur  une  sphère  de  centre  O 
et  de  rayon  Om'.  Le  plan  (P')  sera  normal  à  la  courbe;  et,  pour 
obtenir  une  quelconque  de  ses  trajectoires  orthogonales,  il  faudra 
construire,  dans  ce  plan,  le  point  m"  formant  avec  O  et  m'  un 
triangle  invariable;  m"  décrira  la  trajectoire  demandée.  On  aura 
ainsi  construit  sans  intégration  l'ensemble  formé  par  le  plan  (P') 
et  ses  trajectoires.  Pour  passer  de  là  au  plan  (P),  on  remarquera 


(')  En  effet,  la  vitesse  de  m',  par  exemple,  est  la  différence  géométrique  des 
vitesses  de  M'  et  de  M,  qui  sont  parallèles. 
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que  la  courbe  (F)  décrite  par  le  point  M  de  ce  plan  a,  à  chaque 
instant,  sa  tangente  parallèle  à  celle  de  (y').  Les  deux  courbes  ont 
donc  aussi,  à  chaque  instant,  leurs  plans  osculateurs  parallèles  et, 
pour  obtenir  (F),  il  suffira  de  prendre  l'arête  de  rebroussement  d'une 
développable  dont  les  plans  tangents  seront  assujettis  à  l'unique 
condition  d'être  parallèles  aux  plans  osculateurs  de  (y').  Si  main- 
tenant on  mène  par  chaque  point  de  (F)  des  droites  égales  et 
parallèles  aux  lignes  Om',  Om!',  ...,  on  obtiendra  les  points 
M',  M",  ...  qui  sont  dans  le  plan  (P)  normal  à  (F)  et  qui  décrivent 
les  trajectoires  de  ce  plan.  Ainsi  se  trouvera  réalisé,  sans  qua- 
drature, l'ensemble  formé  par  un  plan  mobile  et  par  ses  trajec- 
toires orthogonales. 

19.  On  peut  vérifier  très  simplement  les  résultats  que  nous 
venons  d'établir  et  déterminer  la  forme  de  l'élément  linéaire  de 
l'espace  quand  on  emploie  les  coordonnées  curvilignes  corres- 
pondantes aux  systèmes  orthogonaux  précédents.  Rappelons 
d'abord  quelques  propositions  élémentaires,  mais  essentielles. 
Supposons  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  l'espace, 
X,  y,  z,  exprimées  d'une  manière  quelconque  en  fonction  de  trois 
variables  indépendantes  p,  p,,  pa,  par  les  formules 

(     ^=/   (?,PI'P2). 

(')  r  =/i(p,pbp2), 

(    -    =/2(p,  P1,P2)- 

Les  variables  p,  p),  p.y  constituent  ce  que  Lamé  a  appelé  un 
système  de  coordonnées  curvilignes  des  points  de  l'espace.  Les 
surfaces  de  paramètres  p,  pi,  p2  se  coupent  généralement  sous  des 
angles  variables;  si  l'on  veut  qu'elles  se  coupent  à  angle. droit, 
il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

dx    dx         dy    dy        dz    dz   _ 

,    ,  ,    dx  dx         dy   dy         dz    dz 

dp   dp2         dp   dpî         dp   dpi 
dx   dx         dv    dy         dz    dz 

—  —  -^ — ±-  -^  -j . — .  z=  o. 

dpi   dp  dpi    dp         dpi    dp 

Ces  trois  équations  fondamentales  pourraient  remplacer  le  sys- 
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Lème  (i)  du  Chapitre  précédent.  Elles  conduisent  évidemment  à 
la  conséquence  suivante  : 

Pour  que  le  système  de  coordonnées  curvilignes  déjlni  par 
les  formules  (i)  soit  entièrement  orthogonal,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace 

exprimé  en  fonction  des  différentielles  <ip,  â?p,,  c/po,  ne  con- 
tienne pas  les  rectangles  de  ces  différentielles,  c" est-à-dire  soit 
réductible  à  la  forme 

Ce  point  étant  rappelé,  considérons  un  plan  mobile  (P)  qui 
roule  sur  une  développable  et  supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  ce  plan  mobile  soit  le  plan  des  xy  d'un  trièdre  mobile  (T)  (*). 
Si  la  position  de  ce  trièdre  dépend  d'une  variable  p,  qui  joue  le 
rôle  du  temps,  et  si  l'on  désigne,  suivant  l'usage,  par  \,  i],  (^  les 
translations,  par /?^  q^  ries  rotations  du  trièdre  mobile,  un  point 
invariable  du  plan  des  xy  aura  un  déplacement  dont  les  compo- 
santes seront 

(?  —  ry)  dp,     (T,-i-rx)dp,     (K -^ py  —  qx)dp. 

Pour  que  le  plan  roule  sur  une  développable,  il  faut  que  les 
vitesses  de  tous  ses  points  soient  normales  au  plan.  Il  faut  donc 
que  l'on  ait 

ï  =  Y)  =  /•  =  O. 

Alors  un  point  variable  du  plan  des  xy  aura  pour  composantes 
de  son  déplacement 

dx,     dy,     {X^+py  —  qx)dp\ 

de  sorte  que  l'élément  linéaire  de  l'espace  sera  donné  par  la  for- 
mule 

(4)  ds'>-=dx''-'-^dy^-^(X+py—qx)'>-dp'>'. 

Si  maintenant  on  substitue  k  x  el  y  des  coordonnées  curvi- 


(')  Pour  la  théorie  du  trièdre  mobile,  voir  le  Livre  I"  de  nos  Leçons  sur  la 
théorie  des  sur/aces.  Nous  y  reviendrons  d'ailleurs  plus  loin. 
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lignes  orthogonales  quelconques  dans  le  plan,  p,  et  pa,  on  aura 


et  l'expression  de  l'élément  linéaire  prendra  la  forme 

(6)  ds^=  El  dpi  ^  ni  dpi  +  {1^  +  p^^—  q <fiy  dp\ 

qui  met  en  évidence  la  proposition  établie  plus  haut  par  des  con- 
sidérations géométriques. 

20.  Proposons-nous  maintenant  d'écrire  les  équations  qui  dé- 
terminent tous  les  systèmes  orthogonaux  précédents  et  commen- 
çons par  écarter  le  cas  où  le  plan  (P)  demeurerait  parallèle  à  un 
plan  fixe.  Les  deux  familles  qui  complètent  le  système  triple 
seraient  alors  composées  de  cylindres  orthogonaux  ayant  toutes 
leurs  génératrices  rectilignes  perpendiculaires  au  plan  fixe. 

Si  le  plan  (P)  enveloppe  un  cylindre,  on  pourra,  en  supposant 
ce  cylindre  parallèle  à  l'axe  des  :;,  employer  les  formules  sui- 
vantes : 

Si  l'équation  du  plan  est  mise  sous  la  forme 

(7)  — X  sinp -H  Y  cosp  =  F'(p), 

les  trajectoires  orthogonales  du  plan  s'obtiendront  en  adjoignant  à 
cette  équation  les  deux  suivantes  : 

X  cosp  H-  Y  sinp  =  F(p)  -4-  A, 


(8) 

où  A  et  B  désigneront  deux  constantes  arbitraires.  Si  l'on  fait 
varier  ces  constantes  en  même  temps  que  p,  on  trouvera 

(9)  f/X2-+-rfY2-^^Z2  =  ^A2+rfB2-|-[F(p)  +  F''(p)  +  A]2^p2. 

Il  suffira  ensuite,  pour  obtenir  le  système  triple  le  plus  général 
comprenant  la  famille  des  plans  (P),  de  remplacer  A  et  B  par  deux 
coordonnées  curvilignes  orthogonales  telles  que  l'on  ait 

(10)  dk^ -\- dB^^Uldpl -h  lil  dpi. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  (P)  enveloppe  une  dévelop- 
pable  non  cylindrique.  Alors,  si  l'on  mène  par  un  point  fixe  O 
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un  plan  (F)  parallèle  au  plan  (P),  ce  plan  (P')  coupera  la  sphère 
de  rayon  i  et  de  centre  O  suivant  un  grand  cercle  variable  qui 
demeurera  orthogonal  à  une  famille  de  courbes  sphériques  paral- 
lèles. 

Ces  courbes  ne  pourront  certainement  être  planes  ;  soit  (y')  l'une 
d'elles. 

Si  l'on  suppose  que  l'origine  des  coordonnées  ait  été  placée  en  O, 
et  si  l'on  désigne  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  (y')? 
on  aura  ici 

(II)  a72+j2_|_   -2=:  ,. 

Désignons,  suivant  l'usage,  par  s  l'arc  de  cette  courbe,  par 
«,  a\  a",  6,  b\  h" ,  c,  c',  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente, de  la  normale  principale  et  de  la  binormale  à  cette  courbe, 

par  -  et  -  la  courbure  et  la  torsion.  On  aura,  comme  on  sait, 

^     ^     ds  '  p  Vt         p/  z 

et  les  équations  analogues  en  «',  b',  c',  a\  h" ,  c" .  En  différentiant 
successivement  l'équation  (i  i)  et  tenant  compte  des  formules  (12), 
on  obtiendra  les  équations 


(i3) 


Comme  on  a  l'identité  suivante  : 

{ax  -{-  a'y  -\-  a" z)^-^  {bx  -^  b'y  -\-  b"zy--{-  {cx-i-c'y  -^  c" zf  =  i, 

dans  laquelle  le  premier  carré  est  nul,  on  peut  toujours  intro- 
duire une  variable  auxiliaire  vi  telle  que  l'on  ait 

(   b X -^  b' y -^  b" z  =  —  ?,\nr,^ 

{  ex  -^  c  y  -t-  c  s  =  cosï), 

c'est-à-dire,  en  comparant  aux  deux  dernières  (i3), 

ds 
(l5)  p  =  siniQ,  rfr]=— -. 


ax 

-^a'y 

■+ 

a  z 

= 

o> 

bx^b'y 

-h 

b"z 

= 

-p> 

ex 

-\-c'y 

-i- 

c"  z 

= 

T  dp 
ds 

SYSTÈMES    TRIPLES    COMPRENANT    UNE    FAMILLE    DE    PLANS.        33 

Il  suit  de  là  que,  dans  toute  courbe  sphérique,  on  peut  évaluer 

/ds 
—  L'explication  de  ce  résultat  est 

très  simple  :  la  courbe  décrite  sur  la  sphère  par  le  pôle  du  plan 

ds 
osculateur,  courbe  dont  l'arc  a  pour  différentielle  — >  est  précisé- 
ment la  développée  sphérique  de  (y). 

21.  Revenons  au  plan  (P)  et  remarquons  que,  par  construc- 
tion, il  est,  à  chaque  instant,  normal  à  la  tangente  correspondante 
de  (y').  Son  équation  peut  donc  s'écrire 

(i6)  aX  +  a'Y  -^a"Z  =  ii, 

u  dépendant  de  la  même  variable  que  a,  a',  a", ....  Pour  chaque 
trajectoire  orthogonale  on  doit  avoir 

dX  _d\  _dZ 
a  a'         a" 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

cdX-\-c'dr{ -^c"dZ  =o. 


^'~'*  '  bdX  +  b'dY  -i-b"dZ  =  o. 

Posons,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  9, 

(18)  cX  +  c'Y4-c"Z  =  0, 

Nous  aurons,  en  différentiant,  tenant  compte  des  relations  (11), 
(i5)  et  des  équations  différentielles  (17)'  de  la  trajectoire, 

(19)  bX  +  b'Y  +  b"Z=^, 

(20)  aX-\-a'Y-^a"Z=—^(o-^4-^ 

En  comparant  cette  dernière  équation  à  la  première  (16)  et  pre- 
nant 'f\  comme  variable  indépendante,    on   voit   que    l'on  devra 


et  celte  équation  différentielle  déterminera  9.  Elle  pourra  s'intc- 
D.  3 
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grer  si  l'on  a  mis  u  sous  la  forme 

(22)  a=—  £[cp(7))-!-(p"(7i)], 

et  nous  donnera,  avec  deux  constantes, 

(23)  6  =  Asinr) -h  B  cosTf)  +  ^(ï)). 

Ainsi  la  trajectoire  la  plus  générale  sera  donnée  par  les  formules 
suivantes 

cX  -+-  c'y  -t-  c"Z  =  a  sinY)  -+-  Bcost)  -f-  cp(r,), 

.    ,.  ,  6X-I- 6'Y  +  ^'"Z  =  AcosTQ  —  B  sinvj  +  cp'(rj), 

(24)  ] 

«X  +  a'Y  +  a"Z  =—  -  [<î>(Tr))-4-  «)"(vj)]=  m, 

qui  ne  contiennent  aucune  quadrature  et  qui  conduisent,  si  l'on 
fait  varier  A,  B,  •/;,  à  la  relation 


f/X2  4-  ^2  +  dZ^  =  dA^  -f-  dB^' 


(25) 


\— [ç'(y))-i- Acosï)  —  Bsinï)]      dr^^. 


Ici  encore,  pour  obtenir  le  système  triple  le  plus  général,  il  faudra 
substituer  à  A,  B  des  coordonnées  curvilignes  orthogonales  pi 
et  P2,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut. 

Si  l'on  regarde,  dans  les  équations  (24),  A  et  B  comme  des  con- 
stantes, elles  représentent  respectivement  :  la  première,  le  plan 
osculateur  de  la  trajectoire  orthogonale,  la  seconde  le  plan  passant 
par  la  tangente  et  la  binormale,  la  troisième  le  plan  mobile  lui- 
même. 

Si  la  courbe  (y')  et  la  fonction  <^{t])  sont  algébriques,  il  en  sera 
de  même  de  toutes  les  trajectoires  orthogonales. 

22.  Les  développements  précédents  nous  permettent  de  rame- 
ner à  de  simples  quadratures  la  solution  du  problème  suivant  : 

Etant  donnée  a  priori  une  famille  quelconque  de  plans,  déter- 
miner les  trajectoires  orthogonales  de  ces  plans  et,  par  suite,  les 
systèmes  triples  orthogonaux  dont  fait  partie  cette  famille  de 
plans. 

On  peut,  en  effet,  prendre  l'équation  d'un  plan  quelconque  de 
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la  famille  sous  la  forme 

(26)  ax -^  a! y -\- a!' z  =  u^ 

OÙ  a,  a\  a!'  et  u  seront  des  fonctions  d'un  paramètre  variable, 
assujetties  à  vérifier  la  relation 

(27)  «2  _|_  ^'2  _|_  ct"2  =  I  ; 

si  maintenant  l'on  construit  les  grands  cercles  intersections  de  la 
sphère,  de  rajon  i,  concentrique  à  l'origine,  par  les  plans 


on  devra  prendre  pour  la  courbe  (y')  une  quelconque  de  leurs 
trajectoires  orthogonales.  Or  la  détermination  de  ces  trajectoires 
orthogonales  dépend  d'une  quadrature,  celle  qui  détermine  l'arc 
de  la  courbe  sphérique  enveloppe  de  tous  les  grands  cercles.  Une 
fois  connue  la  courbe  (y'),  il  restera  à  intégrer  l'équation  (21),  où  a 
sera  donnée;  et  cette  nouvelle  intégration  exigera  encore  deux 
quadratures.  Ainsi  : 

On  peut  toujours  déterminer  par  trois  quadratures  les 
trajectoires  orthogonales  d'un  plan  mobile  ou,  ce  qui  revient 
au  même^  les  systèmes  triples  orthogonaux  dont  fait  partie 
une  famille  donnée  de  plans. 

23.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  tous  les  systèmes 
orthogonaux  qui  comprennent  une  famille  de  sphères.  Il  faudra 
évidemment  commencer  par  rechercher  les  trajectoires  orthogo- 
nales d'une  famille  de  sphères. 

Soit,  en  coordonnées  rectangulaires, 

(28)  (x  —  ay-+{y  —  by+{z  —  cY—r'i=o 

Téquation  d'une  sphère  mobile,  a,  b,  c,  /'  étant  des  fonctions  d'un 
paramètre  u.  Les  courbes  trajectoires  orthogonales  seront  définies 
par  les  équations  différentielles 

d.v  dv  dz 

(29)  =-J—.  =  , 

X  —  a       y  —  0        z  —  c 

jointes  à  l'équation  précédente  (28). 
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Si  nous  efTectiions  la  subslitiilion  définie  par  les  formules 
(3o)  x—a  =  rX,        y  —  b  =  rY,         z  —  c  =  rZ, 

les  équations  différentielles  deviendront 

da         ,^         db  de         ,„ 

\-  dX. \-  d\ \-d7. 

/o    \  ^  f  ^ 

(3.)  -_^^_-  =  __^^_=_^_, 

avec  la  condition 

(32)  X2+Y2-4-Z2=I. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  première  transformation  qu'il  j 
a  une  infinité  de  familles  de  sphères  pour  lesquelles  la  solution 
dépendra  des  mêmes  équations  différentielles  en  X,  Y,  Z;  ce  sont 
celles  pour  lesquelles  les  fonctions 

I   da  \   db  \  de 

v  du  r  du  r  du 

auront  la  même  valeur.  Nous  dirons  que  toutes  ces  familles  sont 
similaires  ('  ). 

Ainsi,  si  «<,  ^,,  C),  r,  désignent  les  valeurs  que  prennent  a, 
b,  c,  r  pour  une  autre  famille  de  sphères,  celle-ci  sera,  similaire  de 
la  première  si  l'on  a 

da        dax  db        dbx  de  __  dey 

^      '  r  i\  r  /"i  /■  Ti 

Étant  données  deux  familles  similaires,  on  passe  des  trajectoires 
de  la  première  famille  à  celles  de  la  seconde  par  la  substitution 

^   ^'        r  n       '  r  /•,       '  /■  ri      ' 

et  l'on  peut,  en  effet,  vérifier  par  un  calcul  direct  que  si  l'on 
effectue  cette  substitution  en  tenant  compte  des  conditions  (33), 
les  équations  différentielles  (29)   se  transforment  dans  les    sui- 


(')  Celte  définition  est  empruntée  à  M.  V.  Rouquet.  Voir  à  ce  sujet  les  Leçons 
sur  la  théorie  des  sur/aces  {1"  Partie,  Note  de  la  page  ii4). 
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vantes  : 

/35)  tf.r.      ^      dy,      ^      dz, 

xi  —  ai       yi—bi        zi—ci 

OÙ  l'on  a 

(36)  ^oc^-  a,y-+{y,-b,Y-^{zy-  c,Y=  r\. 

Étant  donnée  une  famille  dont  on  connaît  les  trajectoires 
orthogonales,  on  peut  employer  la  construction  suivante  pour 
trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  toute  famille  similaire  : 

Sur  deux  sphères  correspondantes  des  deux  familles  on  associe 
les  points  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  relations  (34), 
c'est-à-dire  les  points  pour  lesquels  les  rayons  des  deux  sphères 
sont  parallèles.  La  correspondance  ainsi  établie  entre  les  doux 
sphères  est  une  homothétie,  qui  est  directe  si  /'  et  r,  sont  de  même 
signe,  inverse  s'ils  sont  de  signes  différents.  Au  reste,  on  peut 
obtenir  très  aisément  le  centre  de  cette  homothétie. 

Désignons  par  (F),  (F,)  les  courbes  lieux  des  centres  des 
sphères  appartenant  à  deux  familles  similaires.  D'après  les  for- 
mules (33),  les  tangentes  à  ces  deux  courbes  sont  à  chaque 
instant  parallèles;  par  suite,  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères 
demeure  tangente  à  une  courbe  (K.).  Comme  on  a,  d'après  les 
formules  (33), 

ri  _  dSy 

ds  et  ds^  désignant  les  arcs  élémentaires  de  (F)  et  de  (F,  ),  on  voit 
que  le  point  de  contact  de  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères 
avec  son  enveloppe  (K)  sera  précisément  le  centre  d'homothétie 
cherché.  On  peut  encore  remarquer  que  ce  centre  d'homothétie 
sera  à  l'intersection  de  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères  et  de 
la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  de  (F)  et  de  (F,). 

Quand  on  connaît  une  famille  particulière  de  sphères,  on 
peut^  sans  aucune  intégration,  déterminer  V ensemble  des  fa- 
milles similaires. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  connaisse  la  courbe  (F);  la 
courbe  (F,)  pourra  être  construite  sans  difficulté;  ce  sera  l'arête 
de   rebroussement  d'une  développable   dont  les   plans   tangents 
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seront  assujettis  à  l'unique  condition  d'être  parallèles  aux  plans 
osculateurs  de  (F).  Connaissant  (T,),  nous  aurons  aussi,  grâce  à 
l'une  des  propriétés  précédentes, le  centre  d'homothétie  des  deux 
sphères  correspondantes,  et,  par  suite,  nous  pourrons  construire 
les  sphères  ayant  leur  centre  sur  (F,).  Analytiquement,  on  peut 
encore  employer  la  formule 

/'i  _  dai 
r         da 

qui  fait  connaître  r^ ,  en  grandeur  et  en  signe,  lorsqu'on  connaît  r 
et  les  courbes  (F),  (F,). 

24.  Parmi  les  familles  similaires  à  une  famille  donnée,  il  y  en 
a  toujours  une  infinité  qui  sont  composées  de  sphères  passant  par 
un  point  fixe. 

Si  l'on  considère,  en  effet,  dans  les  équations  (33)  «,  6,  c,  r 
comme  données,  et  a,,  Z>),  C),  r,  comme  des  inconnues,  on  aura 
seulement  trois  équations  auxquelles  on  pourra  toujours  ajouter 
la  suivante  : 

(38)  af+èf-f-cf  —  rf  =  o, 

qui  exprime  que  la  sphère  passe  à  l'origine  des  coordonnées.  On 
aura  alors  quatre  équations  pour  quatre  inconnues. 

La  démonstration  suivante  est  plus  précise. 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  trajectoire  orthogonale  de  la 
famille  donnée,  c'est-à-dire  des  fonctions  ^o?  ^oj  -^o  satisfaisant 
aux  équations 

/      dx^  dyo  dzo 


(3g)  )xo—a       y^— b        z^—c 

(  (a7o— a)2-<-(jKo— ^')2-f-(^o— c)2  =  r2; 

et  voyons  si,  dans  la  famille  similaire,  la  trajectoire  correspon- 
dante peut  se  réduire  à  un  point,  l'origine  des  coordonnées.  Il 
faudra,  d'après  les  formules  (34),  que  l'on  ait 

l  Xq— a  _       ai  J'o— ^__6i  -Zo — c_        Ci 

(4o)     I        l~~'~yx'  r        "        n'  r  7[' 

{  ri  =  af -H  6f -4-c|. 
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On  tire  de  là 
(41)  dX(,  —  da  —  ai  d dax  ■ 

En  portant  cette  valeur  de  cIxq  et  les  valeurs  analogues  de  dy,^, 
dzo  dans  les  premières  équations  (Sg),  il  viendra 

da        dai        db        db^        de        dci 
r  ^1    _    '■  ''i    _    ''  ''1 

«1  ~  61  Cl 

Comme  les  rapports  seuls  de  «, ,  1 1 ,  <^t  ?  '"<  sont  déterminés  par  les 
formules  (40)5  on  pourra  supposer  que  le  numérateur  du  premier 
rapport  soit  nul,  ce  qui  entraîne,  comme  il  était  facile  de  le  pré- 
voir, les  relations 


dai        dbi        dci        r^ 
da   "  db         de         r  ' 

lira. 

,  par  exemple, 

dai 
ai 

da           d(a  —  Xq)    ^       dxo 
a  —  Xq           a  —  Xq           a  —  x^ 

(43) 

En  intégrant,  il  viendra 

I  \  1    x^  —  a 

ai={a  —  Xo)e  ^  , 

de  sorte  que  la  solution  complète  s'obtiendra  par  les  formules 

(44)  ^  =  _^i_  =  ^  =  _£i-  =  r/^. 

/•        a  —  x^        b—yo        e  —  Zq 

Ainsi,  dès  que  l'on  connaît  une  trajectoire  orthogonale 
d'une  famille  de  sphères,  une  simple  quadrature  permet  de 
déterminer  la  famille  similaire  dans  laquelle  cette  trajectoire 
correspond  à  un  point,  qui  est  évidemment  le  point  fixe  par 
lequel  passent  toutes  les  sphères  de  la  nouvelle  famille. 

25.  Les  propositions  précédentes  nous  permettent  de  montrer 
comment  on  pourra,  sans  aucune  quadrature,  construire  les  fa- 
milles de  sphères  les  plus  générales  accompagnées  de  leurs  trajec- 
toires orthogonales. 

En  effet,  toute  famille  de  sphères  passant  par  un  point  fi^je  O 
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peut  toujours,  par  une  inversion  dont  le  pôle  esl  O,  être  trans- 
formée en  une  famille  de  plans.  On  aura  donc  une  telle  famille 
accompagnée  de  ses  trajectoires  orthogonales  en  soumettant  à  une 
inversion  une  famille  de  plans  et  leurs  trajectoires  orthogonales. 
De  cette  famille  on  pourra,  par  les  constructions  indiquées  plus 
haut,  passer  aux  familles  similaires  qui  sont  tout  à  fait  générales. 
Les  calculs  correspondants  sont  tout  indiqués.  On  remplacera 
soit   dans  le  système  (8),  soit   dans  les  équations  (24),  X,  Y,  Z 

respectivement  par —r — ^ -,  — — "^ -,  ■— — '^ -;  ce  qui 

donnera,  si  l'on  se  borne,  par  exemple  au  système  le  plus  gé- 
néral (24), 

[  -i.{ax s^-^ a' yi-\- a" Zi)—  u{x\  ^ y\  -^  z\)  =  o, 

(45)  <  2(6a;i-+-6'jKi-l-6"zi)— [Acosr,  — B  simr) +(f'(T))](a7f-+-_7f-f-zf)=o, 
(  licxi-hc'yi-T-  c" Zi) — [A  sin-rj  -i-B  cosr^-f-  '^{'r\)\{x\-i-y\-^z\)  =  o. 

Puis  on  passera  à  la  famille  la  plus  générale  par  les  relations 

(46)  ud\-\—- — --,  udl  —  )  = L,  udi        *  ' 


(47) 


Le  système  (8),  que  nous  avons  négligé,  donnerait  les  familles 
de  sphères  pour  lesquelles  le  lieu  des  centres  est  une  courbe  plane. 

On  peut  résoudre  les  équations  (4^)  de  deux  manières  diffé- 
rentes, soit  en  se  donnant  arbitrairement  rt  et  déterminant  en- 
suite rt(,  a',,  a'I  par  des  quadratures,  soit  en  remarquant  que  la 
courbe  décrite  par  le  point  de  coordonnées  a,,  a\,  a\  est  l'arête 
de  rebroussernent  d'une  développable  dont  les  plans  tangents  sont 
parallèles  aux  plans  osculaleurs  de  la  courbe  décrite  par  le  point 

de  coordonnées  -■,  —■>  —,  ce  qui  permet  d'écrire  les  valeurs  de 
u    u     u  '       ^ 

<2(,  a',,  a\   sans  aucun  signe  d'intégration.  L'une  quelconque  des 

équations  (46)  fera  ensuite  connaître  r<. 

26.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  indiquer  comment  on  pourra 
déterminer    effectivement    les    trajectoires    orthogonales    d'une 


Xi 

a                 a         _        0! 

Xi 

—  «1       JK2  — «'1   ~  Z2  —  a'[        iiri 
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famille  de  sphères  donnée.  Voici  le  procédé  qui  nous  a  paru  le 
plus  simple.  Soit 

(48)  (X  — a)2-H(Y  — 6)2  +  (Z-c)2  =  ,-2 

l'équation  de  la  sphère  variable  dont  il  s'agit  de  déterminer  les 
trajectoires.  En  introduisant  les  variables  imaginaires  qui  sont  les 
paramètres  des  deux  séries  de  génératrices  rectilignes  ('),  on 
pourra  poser 

X 

(49)  {  Y 


■y 


xy  H-  1 

.y  —  X 

xy  +  I 

^^y-\ 

z  = 

\  xy-\-\ 

En  substituant  ces  expressions  de  X,  Y,  Z  dans  les  équations 
difTéren  lie  lies  des  trajectoires 

^X  dX  dZ 

on  trouvera  que  x  el y  doivent  satisfaire  aux  deux  équations 


(5.) 

dx  —  x'^  d\(i  —-xxd-ri  —  d^c,, 

dy  =  y^d'q  —  -i.y  dq  —  d'^o, 

où  l'on  a  posé 

,  .   ^             da-v-  idh 

da  —  i  dh         ,. 

=  d,,                       _^^            =d,o, 

de 
nr 

de,. 

En  d'autres  termes,  x  et  jk  devront  être  solutions  de  deux  équa- 
tions de  Riccati.  On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  une  seule  tra- 
jectoire orthogonale,  on  aura,  par  cela  même,  une  solution  par- 
ticulière des  deux  équations,  et  la  détermination  des  autres 
trajectoires  orthogonales  sera  ramenée  aux  quadratures. 

Le  résultat  précédent  peut  s'expliquer  par  des  considérations 
analogues  à  celles  que  nous  avons  développées  ailleurs  {■).  Si  l'on 
considère  d'abord  une  famille  de  plans  et  si  l'on  fait  se  corres- 


(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces  (I"  Partie,  p.  87  et  suiv.). 
(-)  Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces  (Livre  I,  Chap.  III). 
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pondre,  sur  deux  quelconques  des  plans,  les  points  où  ils  sont 
rencontrés  par  une  même  trajectoire  orthogonale,  la  correspon- 
dance ainsi  établie  est,  nous  l'avons  vu  (n°  17),  celle  qui  existe 
entre  deux  figures  égales.  Si  nous  transformons  par  inversion, 
nous  aurons  la  famille  la  plus  générale  de  sphères  passant  par  un 
point  fixe;  la  correspondance  établie  entre  deux  des  sphères, 
à  l'aide  des  trajectoires  orthogonales,  sera,  par  suite,  celle  qui 
résulte  d'une  inversion,  d'un  déplacement  et  d'une  inversion, 
c'est-à-dire,  en  définitive,  d'un  nombre  pair  d'inversions.  Cette 
proposition  s'étend  immédiatement  à  une  famille  quelconque  de 
sphères,  puisque,  dans  deux  familles  similaires,  les  pieds  des  tra- 
jectoires orthogonales  dessinent,  sur  les  sphères  correspondantes^ 
deux  figures  homothétiques.  Ainsi  : 

Lorsqu'on  considère  comme  correspondants,  sur  deux  sphères 
d'une  famille  quelconque,  les  points  où  ces  deux  sphères  sont 
rencontrées  par  une  même  trajectoire  orthogonale,  la  correspon- 
dance ainsi  établie  équivaut  à  un  nombre  pair  d'inversions. 

C'est  donc  une  correspondance  avec  similitude  des  éléments 
infiniment  petits  et  il  est  facile  de  voir  que  c'est  aussi  une  homogra- 
phie (*).  Pour  toutes  ces  raisons,  elle  transforme  les  génératrices 
rectilignes  de  l'une  des  sphères  dans  les  génératrices  rectilignes 
de  l'autre,  et  elle  conserve  les  rapports  anharmoniques  de  quatre 
génératrices  quelconques.  Supposons  donc  que  l'on  connaisse  trois 
trajectoires  orthogonales  qui  coupent  une  sphère  déterminée  (So) 
de  la  famille  en  trois  points  «oi  ^o»  <^o  et  une  sphère  variable  (S) 
en  trois  points  a,  6,  c.  Pour  déterminer  la  trajectoire  orthogonale 
qui  coupe  (So)  en  un  point  mo,  il  suffira  de  déterminer  le  point 
m  de  (S)  par  la  double  condition  que  les  rapports  anharmoniques 
des  génératrices  rectilignes  du  premier  et  du  second  système  qui 
passent  en  a,  b^  e,  m  soient  égaux  à  ceux  des  génératrices  du  même 
système  passant  en  «05  ^o?  Co,  Wq,  c'est-à-dire  soient  des  nombres 
constants.  En  éliminant  par  différentiation  les  deux  constantes 
ainsi  introduites  on  doit  trouver,  comme  on  sait,  deux  équations 
de  Riccati. 


(')  Toute  inversion   appliquée  à  une  sphère  peut  être  envisagée  comnne  une 
homographie. 
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27.  L'explication  que  nous  venons  de  développer  nous  per- 
mettra de  donner  rapidement  la  solution  du  problème  principal 
que  nous  avions  en  vue,  c'est-à-dire  la  détermination  de  tous  les 
systèmes  triples  orthogonaux  comprenant  une  famille  de  sphères. 

Après  avoir  construit  l'ensemble  formé  par  ces  sphères  et  leurs 
trajectoires  orthogonales,  il  suffira,  pour  obtenir  les  deux  familles 
qui  complètent  le  système  orthogonal,  de  choisir  une  sphère  par- 
ticulière de  la  famille  (Sq)  et  d'associer  les  trajectoires  de  telle 
manière  qu'elles  rencontrent  sur  cette  sphère  les  courbes  (Co)  et 
(Dp)  qui  appartiennent  respectivement  à  deux  familles  orthogo- 
nales quelconques.  Il  résulte  en  effet  des  remarques  précédentes 
que  la  correspondance  établie  à  l'aide  des  trajectoires  entre  la 
sphère  (Sq)  et  l'une  quelconque  (S)  des  sphères  de  la  famille,  a 
lieu  avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits.  Aux  courbes(Co) 
et  (Dp)  de  (Sq)  correspondront  des  courbes  (C)  et  (D)  de  (S) 
se  coupant  à  angle  droit  et,  par  suite,  les  deux  familles  de  surfaces 
construites  avec  les  trajectoires  qui  rencontrent  respectivement 
les  courbes  (Cq),  (Dq)  se  couperont  partout  à  angle  droit. 

28.  La  question  que  nous  venons  de  rencontrer  et  de  résoudre 
à  propos  des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  sphères 
n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  problème  plus  général  que  nous 
allons  examiner  en  terminant  ce  Chapitre. 

Considérons,  dans  un  espace  à  n  dimensions,  les  sphères  va- 
riables représentées  par  l'équation 

(53)  (a;,  — a,)'^^-(^2— «2)-  +  -  .•  +  (^«— ««)^=  '•^ 

OÙ  rt , ,  «2,  •  '  '  i^rii  f'  sont  des  fonctions  données  d'un  même  para- 
mètre. Si  nous  nous  proposons  de  déterminer  leurs  trajectoires 
orthogonales,  nous  serons  conduit  au  système  d'équations  diffé- 
rentielles 

dxi  dx^  dx,i 


(54) 


Xi «i  372  —  «2 


qui    se    rencontre    dans    différentes    recherches    de    Géométrie. 
M.  J.-A.  Serret  (  '  )  a  eu  à  l'intégrer,  pour  /i  =  4,  dans  la  recherche 


(')  J.-A.  Serret,  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  l'une  des  courbures 
sont  sphériques  (  Comptes  rendus,  t.  XLII,  p.  109  ;  i856). 
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des  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques.  Au  Chapitre  suivant, 
nous  le  rencontrerons  pour  «^  5.  Dans  une  Note  publiée  en  i86i, 
M.  O.  Bonnet  (')  a  montré  que  l'on  peut  mettre  les  fonctions 
tti,  «2,  . .  .,  a„,  r  sous  une  forme  telle  que  l'intégration  du  sys- 
tème puisse  s'effectuer  par  de  simples  quadratures.  Nous  allons 
compléter  ce  résultat  en  montrant  que  l'on  peut  obtenir  le  même 
résultat  sans  aucun  signe  d'intégration  et  sans  introduire  des 
imaginaires,  comme  l'a  fait  M.  Bonnet. 

Notre  méthode  est  identique  au  début  à  celle  que  nous  avons 
suivie  pour  les  sphères  aux  n"*  23  et  suiv.;  si  l'on  pose  ici 

(55)  fiZlii'^x,, 

le  système  des  équations  (53),  (54)  prend  la  forme 

(56)  l^-^dX,       ^+dX,  ^+dX,. 


l  X,  X2  Xn 

de  sorte  que  l'on  pourra,  ici  encore,  introduire  la  notion  des  fa- 
milles similaires.  Deux  familles  qui  correspondront  respective- 
ment aux  fonctions  «/,  /•  et  a'^  r',  et  pour  lesquelles  on  aura 

,      ,  dai        da'i 

(57)  _-_=___  (i=:l,2,  ...,n), 

conduiront  au  même  système  (56);  et,  par  suite,  les  trajectoires 
orthogonales  de  l'une  des  familles  se  rattacheront  à  celles  de 
l'autre,  à  l'aide  des  formules 

(58)  xj-oj^  ^x\-_cH         (,-^,^2,  ...,n). 

Toutes  les  propositions  établies  plus  haut  pour  les  familles  simi- 
laires subsistent  ici  sans  modification.  Si  l'on  connaît  une  famille 
de  sphères  caractérisée  par  les  fonctions  «/,  r,  il  sera  possible  de 
déterminer,  sans  intégration,  toutes  les  familles  similaires.  Il  suf- 


(')  O.   Bonnet,   Note  sur  l'intégration  d'une  certaine  classe  d'équations 
différentielles  simultanées  {Comptes  rendus,  t.  LUI,  p.  g-ji;  1861). 
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fira  d'introduire  n  fonctions  A,  dont  les  rapports  seront  déter- 
minés par  les  équations 


a/  =  o, 
1 


(59)  vA,c?ai=o,  VA/<i2a,=  o,  V  A^i^'î 

1  1  1 

puis  de  déterminer  les  a'i  enjoignant  à  l'équation 

n 

(60)  gA,a;  =  0, 

où  0  est  une  fonction  arbitraire,  les  n  —  i  équations 

n 

(61)  ^aidkki  =  dk^        (^  =  1,2,  ...,n  — 1). 

1 

La  comparaison  de  toutes  ces  équations  et  de  celles  qui  s'en  dé- 
duisent par  différentiation  nous  donnera  les  relations 

,„    ,  dox   _  da-î   _       dan 

da\  ~  da'.^       '  '  '       da'^  ' 

auxquelles  il  faudra  joindre,   pour  déterminer  ;',   une  relation 
telle  que  la  suivante 

(63)  ^•  =  ^. 

dai       r 

En  appliquant  sans  modification  les  raisonnements  du  n''  24, 
on  démontrera  que,  parmi  les  familles  similaires  d'une  famille 
donnée,  il  y  en  a  une  infinité  composées  de  sphères  passant  par 
un  point  fixe.  De  sorte  que,  si  l'on  peut  écrire  sans  aucun  signe  de 
quadrature  les  équations  qui  déterminent  une  famille  de  plans  et 
l'ensemble  de  ses  trajectoires  orthogonales,  on  pourra  d'abord, 
par  une  simple  inversion,  obtenir,  sans  aucun  signe  de  quadra- 
ture, la  famille  la  plus  générale  composée  de  sphères  passant  par 
un  point  fixe  et  l'ensemble  de  ses  trajectoires  orthogonales,  puis 
passer  de  là  à  une  des  familles  similaires,  c'est-à-dire  à  la  famille 
la  plus  générale  de  sphères  dans  un  espace  à  n  dimensions.  Ainsi, 
nous  sommes  ramené  à  déterminer,  dans  cet  espace,  les  trajec- 
toires orthogonales  d'un  plan  mobile. 
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Soit 

(64)  biXY-^  .  .  .-^  bnXn—  U 

l'équation  de  ce  plan  (P).  Les  trajectoires  orthogonales  devront 
satisfaire  aux  équations  différentielles 

(65)  ?;^j=...=  ^. 

«1  b,i 

Ici  encore,  on  pourra  reproduire  la  méthode  employée  pour  le 
cas  de  trois  variables.  Si  l'on  a  résolu  le  problème  pour  la  famille 
de  plans  (P'),  parallèles  aux  proposés  et  passant  par  l'origine, 
définis  par  conséquent  par  l'équation 

(66)  èia:*! -I-.  .  .-f- 6,jar;j  =  o, 

on  pourra,  en  mettant  u  sous  une  forme  appropriée,  le  résoudre 
aussi  pour  la  famille  définie  par  l'équation  (64).  Car  soient  ^", 
x\^  ...,  x"  les  valeurs  correspondantes  à  une  trajectoire  du 
plan  précédent  (P')',  on  pourra  toujours,  comme  nous  venons 
de  le  faire,  déterminer,  avec  une  fonction  arbitraire  et  sans  aucun 
signe  d'intégration,  les  solutions  du  système 


(67) 

dx^,        dx\ 

_  dy„ 
dx^„ 

et  en  prenant 

(68) 

a  =  6iji  +  .. 

.-+-  b/ifri, 

on  voit  qu'une  solution  du  système  des  équations  (64),  (65)  sera 
fournie  par  les  valeurs 

Xi=J'i 

des  inconnues  Xi.  Il  ne  restera  plus  qu'à  effectuer  la  substitution 

(69)  Xi  =  7i+a^'i, 

pour  être  ramené  aux  plans  (P'). 

Dans  ce  cas,  les  équations  (65),  jointes  à  celle  du  plan,  nous 
donnent 

S  Xi  dxi  =  o, 
et,  par  suite, 

Sx,-  =  consl. 
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Toules  les  trajectoires  sont  donc  sphériques,  et  elles  sont  homo- 
ihétiques  à  celles  qui  sont  situées  sur  la  sphère  de  rayon  i,  et 
qu'il  suffira  de  déterminer. 

Il  suffira  donc  de  supposer  la  constante  égale  à  i,  et  l'on  aura 
à  la  fois 

(70)  Sxf=i,         SbiXi=o. 

Pour  continuer,  effectuons  une  inversion  dont  le  pôle  sera  sur 
cette  sphère  et  qui,  par  conséquent,  la  transformera  en  un  plan. 
On  verra  facilement  que  cela  revient  à  employer  les  formules  sui- 
vantes : 


(71) 


(t  =  i,  2,  . . .,  n  —  i), 


de  sorte  que  la  première  des  deux  équations  (70)  sera  vérifiée 
identiquement,  et  que  la  seconde  deviendra 

(72)  rl-^jl-^----^yh-i-i  —  '^^Y^ri=o. 

Quant  aux  équations  différentielles  (65),  elles  se  transforment 
dans  celles  qui  définissent  les  trajectoires  orthogonales  de  la  fa- 
mille de  sphères  représentée  par  l'équation  précédente  dans 
l'espace  k  n  —  i  dimensions. 

29.  Nous  pourrions  nous  arrêter  là  si  cette  famille  était  la  plus 
générale  dans  l'espace  k  n  —  i  dimensions.  Mais  il  n'en  est  pas 
ainsi;  car,  pour  continuer  à  employer  le  langage  géométrique,  la 
puissance  de  l'origine  des  coordonnées,  par  rapport  à  toutes  les 
sphères  précédentes,  est  constante  et  égale  à  — i.  En  d'autres 
termes,  elles  sont  orthogonales  à  une  sphère  fixe,  ayant  pour 
centre  l'origine  et  pour  rayon  y/ — i.  Pour  continuer  notre  re- 
cherche, nous  allons  démontrer  la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours,  sans  aucune  intégration,  déterminer 
dans  un  espace  donné  la  famille  la  plus  générale  formée  de 
sphères  (S)  orthogonales  à  une  sphère  fixe  donnée  (S),  et  si- 


48  LIVRE    I.  —    CHAPITRE    II. 

milaire  d'une  famille  de  sphères  (S')  passant  par  un  point 
fixe. 

Soit  n  —  I  le  nombre  de  dimensions  de  l'espace  donné,  et  soit 

(73)  a:f  +  rr|  +  ...  +  a72_i  =  7^2 

l'équation  de  la  sphère  (S),  k'^  pouvant  être  positif  ou  négatif. 
Soit,  de  même, 

(74)  (^1  — a,)2-H...+  (^„_i-a„_,)2=/-2 

l'équation  de  la  sphère  variable  (S),  «1,  «2?  •  •  «5  ^n-{  et  r  étant 
des  fonctions  d'un  paramètre.  Pour  que  la  sphère  (S)  soit  ortho- 
gonale à  (S),  il  faudra  que  l'on  ait 

(75)  a\-^al-^...+  al_,  —  r'-=k\ 
Soit,  d'autre  part, 

(76)  (a^i  — a',)2  +  ...+  (^„-i  — a;,_i)2=  j-'^ 

l'équation  de  la  sphère  (S')  similaire  à  (S).  On  petit  supposer  que 
le  point  fixe  par  lequelelle  passe  soit  l'origine  des  coordonnées, 
ce  qui  donnera 

(77)  '  a'j- +.  .  .+ a^f_i  — 7-'2=  o. 

Désignons  par  ^",  .  .  .,  57))_,,  les  coordonnées  du  point  de  (S) 
qui,  dans  la  correspondance  entre  (S)  et  (S'),  est  homologue  à 
l'origine  des  coordonnées.  On  aura 

^?  —  di        —  a'i  ,  . 

(78)  ^___'=__^  (.  =  [, •.,...,«-!); 

et,  à  ces  équations,  il  faudra  joindre  les  suivantes  : 

,      ,  dai        da'i  . 

(79)  ~T^1^        (t  =  i,  2,  ...,  «  — I), 

par  lesquelles  on  exprime  que  les  deux  familles  sont  similaires. 
En  tirant  de  l'équation  (78)  la  valeur  de  x\  et  en  différenliant, 
on  déduira  des  relations  précédentes  les  suivantes 

(80)  dxl  =  —  a'idi-, 
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On  déduit  encore  de  la  comparaison  des  équations  (78),  (^9), 
la  relation 

da'i  _      dat      _  d{oi — a;")  dx\ 


ai        ai—x}  ai—xl  ai  —  x} 

qui  donne  par  l'intégration 


(8.) 


ai—xi 


La  quadrature  qui  figure  dans  cette  formule  demeure  évidem- 
ment la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  i\  remarquons  qu'elle 
peut  ici  s'effectuer,  car  on  a 

dx\  dxl_^  ^x\  dx\ 


a^  —  x\         •         aa-v  —  x%_^        Siai-xf)x1 
OU  encore,  en  tenant  compte  des  équations  (78)  et  (75), 
dx'^  o^Sx^dxJ 


ai  —  x'i        A-î— S(a;?)2 


«?Log[S(^o)2_A'.]. 


En  effectuant  l'intégration  et  portant  dans  la  formule  (81),  il 
viendra  donc 


x9  —  ai  >•        S(a70)2— /v2        S:rV  (ar?  —  a,) 

C  désignant  une  constante  introduite  par  l'intégration  et  que  l'on 
pourrait  d'ailleurs  réduire  à  l'unité. 
On  déduit  de  l'équation  précédente 

(83)  Sa'iX^  =  C. 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (80), 

dx^  _dx\  _       _  dxl^^ 
a\  «2        •  • .—    ^^,^^^ 

on  voit  que  la  courbe  (G)  lieu  du  point  {x\^  . .  . ,  ^"_,)  sera  l'une 
des  trajectoires  orthogonales  du  plan  (P),  défini  par  l'équation 
(83),  plan  qui  est  l'inverse  de  la  sphère  (S')  par  rapport  à  l'ori- 
gine des  coordonnées.  Admettons  qu'il  soit  possible  d'écrire,  sans 
aucun  signe  d'intégration,  les  formules  qui  déterminent,  daus 
D.  4 
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l'espace  considéré,  un  plan  mobile  et  toutes  ses  trajectoires  or- 
thogonales. On  voit  qu'alors  il  sera  possible  d'écrire,  sans  signe 
de  quadrature,  l'ensemble  des  valeurs  des  ;r*)  et  des  a\.  Cela  posé, 
on  passera  du  plan  (P)  à  la  sphère  (S')  par  une  inversion,  puis 
de  la  sphère  (S')  à  la  sphère  similaire  (S)  à  l'aide  des  formules 
précédentes  qui  nous  donnent 

(84) 


Ainsi,  il  sera  possible,  comme  nous  l'avons  énoncé,  d'écrire,  sans 
aucun  signe  d'intégration,  les  formules  qui  déterminent  la  sphère 
mobile  (S),  orthogonale  à  (S),  et  ses  trajectoires  orthogonales. 

Toutes  les  opérations  que  nous  avons  successivement  effectuées 
sont  réversibles  et  purement  algébriques;  de  sorte  que  l'on  saura 
résoudre  le  problème  proposé  pour  un  espace  à  n  dimensions  dès 
qu'on  saura  le  résoudre  pour  un  espace  k  n  —  i  dimensions.  Nous 
avons  d'ailleurs  donné  la  solution  pour  le  cas  de  trois  dimensions  ; 
nous  pourrons  donc  l'étendre  progressivement  aux  espaces  d'un 
nombre  de  dimensions  aussi  grand  qu'on  le  voudra. 

Gomme  nous  l'avons  déjà  indiqué  plus  haut,  nous  aurons  à  ap- 
pliquer, dans  le  prochain  Chapitre,  la  proposition  générale  que 
nous  venons  d'établir.  Elle  permet  aussi,  il  est  facile  de  le  re- 
connaître, de  déterminer,  sans  aucun  signe  d'intégration,  toutes 
les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  système, 
quel  que  soit  le  nombre  de  dimensions  de  l'espace  auquel  appar- 
tiennent ces  surfaces. 


CHAPITRE  III. 

ÉTUDE    d'une    intégrale    PARTICULIERE    DE    l'ÉQUATION 
DU    TROISIÈME    ORDRE. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  qui  détermine  les  familles 
de  Lamé  admet  des  solutions  particulières  définies  par  l'équation  du  premier 
ordre 

(a)     H  =  '^,(M)(a;2  +  y2+z=)+  cp,(M)a;  +  cp2(M)j)'  +  93(«)^  +  cp4(jO- 

Le  Chapitre  actuel  est  consacré  à  l'étude  de  ces  solutions.  —  L'équation  précé- 
dente comprend  d'abord,  comme  cas  particuliers,  celle  qui  caractérise  les  sur- 
faces parallèles  et  aussi  celle  qui  caractérise  les  familles  dérivées  par  inversion 
d'une  famille  de  surfaces  parallèles.  —  Les  trajectoires  orthogonales  des  sur- 
faces sont,  dans  le  premier  cas,  des  droites,  et,  dans  le  second  cas,  des  cercles 
passant  par  un  point  fixe.  —  Pour  éclairer  la  discussion  du  cas  général,  on 
commence  par  étudier  celui  où  les  rapports  mutuels  des  5  fonctions  v-{u)  se  ré- 
duisent à  des  constantes.  —  Les  familles  de  Lamé  correspondantes  sont  alors 
définies  par  la  construction  suivante  :  on  construit  les  cercles  normaux  à  une 
surface  quelconque  (S)  et  à  une  sphère  fixe  (S);  tous  ces  cercles  sont  nor- 
maux aux  surfaces  (S')  qui  composent  la  famille  cherchée.  —  On  construit 
par  points  chaque  surface  (S'),  en  déterminant  sur  chaque  cercle  le  point  où 
il  est  normal  à  (S),  les  deux  points  où  il  est  normal  à  (S),  et  en  construisant 
le  quatrième  point  qui  forme,  avec  les  précédents,  pris  toujours  dans  le  même 
ordre,  un  rapport  anharmonique  constant.  —  Les  deux  autres  familles  qui  com- 
plètent le  système  sont  évidemment  formées  de  surfaces  à  lignes  de  courbure 
circulaires  dans  un  système.  —  En  appliquant  cette  construction  à  une  cyclide 
de  Dupin,  on  obtient  un  système  triple  exclusivement  composé  de  cyclides.  — 
Etude  géométrique  du  cas  particulier  signalé  par  M.  W.  Roberts,  où  les  cyclides 
sont  toutes  du  troisième  degré.  —  La  construction  générale  précédente  donne  une 
transformation  de  contact  des  surfaces  avec  conservation  des  lignes  de  cour- 
bure. Détermination  de  toutes  les  transformations  de  ce  genre  ;  analytique^ 
ment  elles  équivalent  à  une  substitution  linéaire  orthogonale  effectuée  sur  les  six 
coordonnées  d'une  sphère.  —  Retour  à  l'étude  de  l'équation  (a)  dans  le  cas  le  plus 
général.  —  On  peut  en  donner  l'intégrale  générale  sans  introduire  aucun  signe  de 
quadrature.  —  Pour  interpréter  géométriquement  la  solution,  on  donne  quelques 
propriétés  fondamentales  de  la  fonction  H  qui,  multipliée  par  du,  représente  la 
plus  courte  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voisines,  dans  une  famille  quel- 
conque. Il  revient  au  même  de  se  donner  H  en  chaque  point  d'une  surface,  ou  de 
se  donner  en  ces  points  les  cercles  osculateurs  des  courbes  trajectoires  orthogo- 
nales de  la  famille.  —  Relation  entre  H  et  les  cercles  osculateurs.  —  Propriété 
caractéristique  des  familles  étudiées  dans  ce  Chapitre  :  les  cercles  osculateurs  des 
trajectoires  orthogonales  aux  points  où  elles  rencontrent  une  des  surfaces  sont 
orthogonaux  à  une  même  sphère,  qui  varie  d'ailleurs  avec  la  surface.  —  Énoncé 
de  la  génération  de  ces  familles  à  l'aide  de  transformations  infinitésimales. 
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30.  Après  avoir  donné  la  conslruclion  générale  des  familles  de 
Lamé  composées  de  sphères  ou  de  plans,  et  avant  de  commencer 
l'étude  de  l'équation  du  troisième  ordre  à  laquelle  nous  avons 
ramené  la  solution  du  problème  que  nous  nous  étions  proposé, 
il  nous  resle  encore  à  indiquer  et  à  définir  certaines  solutions  par- 
ticulières de  celle  équation,  que  met  presque  immédiatement  en 
évidence  la  forme  sous  laquelle  elle  s'est  présentée  au  Chapitre  I. 

Nous  avons  vu  en  effet  (n"  15)  qu'on  peut  l'obtenir  en  égalant 
à  zéro  le  déterminant  formé  avec  les  six  dérivées  secondes  par  rap- 
port à  X,  y^  z  des  six  fonctions 

u,     II,    x- -\- y- -}- z^ ,     iix,     uy,     uz. 

Un  calcul  facile  montrera  que  l'on  peut  substituera  l'une  quel- 
conque de  ces  fonctions  la  suivante 

m  =  ll—{x^--hy^-^z^-)^(u)  —  x(fi(u)  —  y<i^2{ii)  —  z(f3(u)—(f:,(u), 

de  sorte  que  toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 

H  = 


<■)         V/U)  -^{ry)  -fc) 

appartiendront  aussi  à  l'équation  du  troisième  ordre  et  feront,  par 
suite,  connaître  des  familles  de  Lamé.  En  remplaçant  le  para- 
mètre u  par  une  fonction-  convenablement  choisie  de  ce  paramètre, 
on  pourra  réduire  à  l'unité  une  des  fonctions  o  qui  figurent  dans 
le  second  membre.  Par  conséquent,  l'équation  précédente  ne  con- 
tient, en  réalité,  que  quatre  fonctions  arbitraires  de  u.  Elles 
figureront  dans  l'intégrale,  à  côté  de  la  fonction  arbitraire  de  âfewx 
variables,  inlroduite  par  rintégralion. 

31.  Un  premier  cas  particulier  de  l'équation  précédente  est 
connu  depuis  longtemps  :  c  est  celui  qui  correspond  à  l'équalion 

et  pour  lequel  les  surfaces  de  paramètre  u  sont  parallèles  entre 
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elles.  On  sait  que,  pour  compléter  le  système  triple,  il  faut 
adjoindre  aux  surfaces  parallèles  les  deux  familles  de  surfaces 
développables  entre  lesquelles  on  peut  distribuer  les  normales 
communes  à  toutes  ces  surfaces.  On  obtient  ainsi  un  premier  sys- 
tème triple  dont  peut  toujours  faire  partie  une  surface  quelconque 
donnée  à  l'avance.  On  démontrera  sans  difficulté  que  ce  système 
est  le  seul  pour  lequel  une  des  trois  familles  orthogonales  soit 
composée  de  surfaces  développables. 

En  transformant  par  l'inversion  le  système  précédent,  on  en 
obtient  un  autre  qu'il  est  aisé  de  définir.  A  la  famille  de  surfaces 
parallèles,  l'inversion  fait  correspondre  une  famille  de  surfaces 
dont  les  trajectoires  orthogonales  sont  des  cercles  passant  par  le 
pôle  de  l'inversion,  c'est-à-dire  par  un  point  fixe  de  l'espace.  Si 
ce  point  fixe  a  pour  coordonnées  <2,  b,  c,  un  calcul  facile  montre 
que  le  paramètre  «de  la  famille  doit  satisfaire  à  une  équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  forme  suivante  : 

(3)  \l  =  'o{u)\{^x-~aY  +  (y-by-M^-cy-\. 

Cette  équation  est  encore  un  cas  particulier  de  celle  (i)  que  nous 
nous  proposons  d'étudier.  Ici  encore,  on  pourrait  réduire  la  fonc- 
tion ^{u)  à  une  constante,  par  exemple  à  l'unité. 

32.  Les  deux  hypothèses  que  nous  venons  d'envisager  rentrent 
évidemment  dans  la  suivante  :  on  peut  supposer  que,  dans  l'équa- 
tion (i),  les  rapports  mutuels  des  fonctions  ^i{u)  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  ces  fonctions  elles-mêmes  se  réduisent  à 
des  constantes.  Nous  allons  d'abord  faire  l'étude  de  ce  cas  parti- 
culier ;  elle  est  extrêmement  intéressante  en  elle-même;  et,  d'ail- 
leurs, les  résultats  qu'elle  nous  fournira  nous  sont  indispensables 
dans  la  discussion  du  cas  le  plus  général. 

Soit  donc  l'équation 

(4)  Il  =  ao{x'^-^ y^  +  z^)+aLix  -\-  oc^y  -{-  %zz  -+-  tx^, 

OÙ  y.Q,  a,,  ao,  ag,  a,  sont  des  constantes.  Effectuons  une  inversion 
dont  le  pôle  soit  sur  la  sphère  obtenue  en  égalant  le  second 
membre  à  zéro  ;  puis  choisissons  comme  plan  des  xy  le  plan 
dans  lequel  a  été  transformée  cette  sphère.  On  pourra  ainsi,  le 
lecteur  le   vérifiera  aisément,  réduire  l'équation  précédente  à  la 
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forme  simple 

H  =  ;;, 

ou,  en  remplaçant  H  par  sa  valeur, 

...  /duy    /duy    /duy      i 

Celle  équation  admet  évidemment  l'intégrale  complète 


(6)  a  =  aa7  +  PjKH-   /i/^  —  a'-  P^c?^, 

OÙ  figurent  trois  constantes,  à  savoir  a,  ^  et  celle  qui  sera  intro- 
duite par  la  quadrature.  Les  équations  des  caractéristiques  seront 


ï-^+P^ 


Xo,  jKo  étant  deux  nouvelles  constantes.  Comme  on  peut  les  rem- 
placer par  les  deux  suivantes 

(8)      ^^^  =  ^^^,  (—-0)^-^(7 -70 )^ 


on  voit  que  ce  sont  des  cercles  assujettis  à  couper  à  angle  droit  le 
plan  des  xy  ('). 

D'autre  part,  pour  l'équation  générale  (i),  comme  pour  toutes 
les  équations  particulières  (2),  (3)  et  (4)  que  nous  en  avons  dé- 
duites, les  caractéristiques  sont,  d'après  les  théories  générales, 
définies  par  les  équations  différentielles 

dx  _   dy   _    dz 

dx  dy  àz 

et  représentent,  par  suite,  les  trajectoires  orthogonales  des  familles 
de  paramètre  u. 

En  rapprochant  cette  remarque  de  la  construction  que  nous 


(  '  )  Pour  avoir  la  représentation  complète  de  la  caractéristique,  il  faut  adjoindre 
à  chaque  point  du  cercle  les  valeurs  de  u  et  de  ses  dérivées. 
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venons  de  donner  pour  les  caractéristiques,  dans  le  cas  particulier 
de  l'équation  (5),  on  peut  évidemment  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Pour  construire  les  familles  de  Lamé  définies  par  V équa- 
tion (5),  on  se  donnera  une  surface  quelconque  (S),  et  l'on 
construira  les  cercles  normaux  à  la  fois  à  cette  suif  ace  et  à 
un  plan  {le  plan  des  xy).  Tous  ces  cercles  seront  normaux  à 
des  surfaces  qui  formeront  une  famille  de  Lamé. 

Au  reste,  on  peut  construire  individuellement  les  surfaces  qu'il 
faut  associer  à  (S).  En  effet,  en  retranchant  de  l'équation  (6)  les 
équations  (7)  respectivement  multipliées  par  a  et  3,  on  verra  que, 
sur  chaque  caractéristique,  on  a,  en  désignant  par  y  une  con- 
stante nouvelle, 

__d(l\  

(10)  «  =  ax,-^ P/o+y— =     ^^'        =  Y  +  LogU  -  é/-^^  -  «2  — 


l/i 


Désignons  par  u^  le  paramètre  de  (S),  par  u'  le  paramètre  d'une 
des  surfaces  associées  à  (S),  par  Zq  et  z'  les  z  des  points  d'inter- 
section Mq  et  M'  de  ces  deux  surfaces  par  le  cercle  qui  est  la  carac- 
téristique ;  nous  aurons,  d'après  la  formule  précédente, 


(II)  e«-«o=   ^  =:' 

Soient  P  et  Q  les  points  où  le  cercle  coupe  le  plan  des  xy,  en 
introduisant  (fig.  i)  les  angles 

MoOP  =  6o,        M'OP  =  0' 

des  rayons  OMq,  OM'  avec  le  plan  des  xy  et  se  rappelant  que 
=  est  le  rajon  du  cercle,  on  aura 


(12) 


v/a2  H-  p2  "         t/a2-4-  ^2 
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et  il  viendra 


tang- 


Le  second  membre  représente  sur  le  cercle  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  points  M',  Mq,  P,  Q  et  l'on  voit  qu'il  est  tout  à 


fait  indépendant  de  la  caractéristique  considérée.  On  obtiendra 
donc  toutes  les  surfaces  (S')  en  construisant,  sur  chacun  des 
cercles  orthogonaux  à  (S),  le  point  M'  qui,  avec  Mq,  P,  Q,  pris 
toujours  dans  le  même  ordre,  donne  un  rapport  anharmonique 
constant. 

En  transformant  par  inversion  et  en  se  souvenant  que  le  rap- 
port anharmonique  de  quatre  points  sur  un  cercle  n'est  pas  changé 
par  cette  ti-ansformation,  on  est  conduit  à  la  proposition  suivante, 
qui  est  due  à  Ribaucour  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  {^)et  une  sphère  (S), 
réelle  ou  imaginaire,  on  construit  tous  les  cercles  normaux  à 
(S)  et  à  (S).  Tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  à  une  famille 
de  surfaces  (S'),  dont  (11)  fera  évidemment  partie,  et  qui  sera 
une  famille  de  Lamé.  On  peut  construire  par  points  chaque 
suif  ace  (S')  en  déterminant  sur  chaque  cercle  le  point  où  il  est 
normal  à  (S),  les  deux  points  oii  il  est  normal  à  (S)  et  en  con- 
struisant le  quatrième  point  qui  forme  avec  les  trois  précé- 
dents, pris  toujours  dans  le  même  ordre,  un  rapport  anhar- 
monique constant. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  construction  que  le  rapport 
anharmonique  des  points  où  quatre  surfaces  déterminées  de  la 
famille  sont  normales  à  un  même  cercle  est   toujours  constant. 
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33.  La  proposition  précédente  nous  montre  que,  soit  par  des 
constructions  géométriques,  soit  par  des  calculs  purement  algé- 
briques, on  pourra  obtenir  une  infinité  de  familles  de  Lamé  dont 
fera  partie  une  surface  donnée  à  l'avance.  Nous  venons  de  donner 
la  construction  des  surfaces  (S');  pour  engendrer  les  deux  autres 
familles  qui  complètent  le  système  triple  orthogonal,  il  faudra 
évidemment  associer  tous  les  cercles  normaux  à  (S)  et  à  (S)  qui 
rencontrent  une  même  ligne  de  courbure  de  (2).  Aux  deux  familles 
de  lignes  de  courbure  correspondent  évidemment  deux  familles  de 
surfaces  qui  compléteront  le  système  orthogonal.  Ces  surfaces, 
qui  auront  leurs  lignes  de  courbure  circulaires  au  moins  dans  un 
système,  seront  les  enveloppes  des  sphères  assujetties  à  la  triple 
condition  d'être  tangentes  à  une  même  ligne  de  courbure  de  (S)  et 
de  couper  à  angle  droit  à  la  fois  la  surface  (S)  et  la  sphère  (S). 

Lorsque  le  rayon  de  la  sphère  fixe  (S)  grandit  indéfiniment,  les 
surfaces  (S')  se  réduisent  à  des  surfaces  parallèles  les  unes  aux 
autres.  Lorsque  ce  rayon  est  nul,  les  surfaces  (S')  deviennent  les 
inverses,  par  rapport  au  centre  de  la  sphère,  d'une  famille  de 
surfaces  parallèles. 

34.  La  proposition  de  Ribaucour  conduit  évidemment  à  une 
méthode  de  transformation  des  surfaces  avec  conservation  des 
lignes  de  courbure.  Cette  transformation  appartient  à  la  classe  de 
celles  que  M,  Lie  a  nommées  transformations  de  contact.  Repre- 
nons en  effet  la  relation  définie  plus  haut  entre  les  surfaces  (2), 
(2').  Si  l'on  se  donne  un  point  M  de  (S)  et  le  plan  tangent  en  ce 
point,  on  pourra  construire  le  cercle  (C)  normal  à  (S)  en  M  et 
orthogonal  à  la  sphère  fixe  (S),  puis  prendre  sur  ce  cercle  le  point 
M'  qui  forme  avec  M  et  les  deux  points  d'intersection  de  (C)  et 
de  (S)  un  rapport  anharmonique  donné.  On  pourra  donc,  con- 
naissant le  point  et  le  plan  tangent  de  (S),  construire  le  point 
correspondant  M'  de  (S');  mais  on  aura  aussi  en  M'  le  plan  tan- 
gent à  (S'),  puisque  ce  plan  tangent  est  normal  à  (S').  Ainsi,  les 
éléments  qui  déterminent  le  point  et  le  plan  tangent  de  l'une  des 
surfaces  dépendent  des  éléments  analogues  de  la  surface  corres- 
pondante. C'est  cette  propriété  qui  caractérise  les  transformations 
de  contact. 

On  voit  d'ailleurs  immédiatement  que  la  transformation  précé- 
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dente  fait  correspondre  aux  lignes  de  courbure  de  (S)  les  lignes 
de  courbure  de  (S').  En  d'autres  termes,  elle  conserve  les  lignes 
de  courbure. 

Nous  l'avons  étudiée  ailleurs  avec  les  détails  nécessaires  (*); 
nous  nous  contenterons  ici  de  faire  remarquer  que,  puisqu'elle 
conserve  les  lignes  de  courbure,  elle  doit  nécessairement  faire 
correspondre  aux  sphères  et  aux  plans,  surfaces  dont  les  lignes 
de  courbure  sont  indéterminées,  des  sphères  ou  des  plans.  C'est 
ce  que  l'on  peut  d'ailleurs  vérifier  par  un  calcul  direct  {^). 

35.  On  sait  que  la  cjciide  de  Dupin  est  la  seule  surface  dont 
toutes  les  lignes  de  courbure  soient  circulaires,  ou  qui  puisse  être 
regardée  de  deux  manières  différentes  comme  une  enveloppe  de 
sphères  dépendant  d'un  seul  paramètre.  La  transformation  de 
Ribaucour,  étant  une  transformation  de  contact  et  conservant  les 
sphères,  fera  nécessairement  correspondre  une  cjclide  à  une 
cjclide. 

D'après  cela,  si  l'on  suppose  que  la  surface  (S)  soit  une  cjclide 
de  Dupin,  et  si  l'on  emploie  une  sphère  quelconque  (S),  on  en 
déduira,  par  la  construction  du  n°  32,  une  famille  de  Lamé  com- 
posée de  cjciides  de  Dupin;  mais  nous  voyons  de  plus  que  les 
deux  autres  familles  de  Lamé  qui  composent  le  système  orthogonal 
auront  toutes  leurs  lignes  de  courbure  circulaires  et  seront,  par 
suite,  elles  aussi,  des  cjciides  de  Dupin. 

On  obtiendra  donc  ainsi  un  système  triple  orthogonal  exclusi- 
vement formé  de  cjciides  de  Dupin.  Nous  laisserons  au  lecteur  le 
soin  de  rechercher  s'il  est  le  plus  général  qui  possède  cette  pro- 
priété, et  nous  ferons  connaître  un  cas  spécial  très  intéressant 
signalé  par  M.  William  Roberls  (').  Nos  démonstrations  seront 
entièrement  géométriques. 


(  '  )  Leçons  sw  la  Théorie  des  surfaces  (Livre  II,  Ch.  VIII,  et  Livre  IV,  Ch.  XV). 

(^)  On  pourrait  objecter  au  raisonnement  qu'il  y  a,  en  dehors  des  sphères  et 
des  plans,  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  indéterminées  :  ce  sont  les  dévelop- 
pables  circonscrites  au  cercle  de  l'infini.  Le  lecteur  fera  disparaître  aisément 
cette  difficulté  en  tenant  compte  du  degré  de  généralité  de  chacune  de  ces  sur- 
faces. 

(')  W.  RoBERTS,  Application  des  coordonnées  elliptiques  à  la  recherche  des 
surfaces  orthogonales  {Journal  de  Crelle,  t.  LXII,  p.  67;  i863). 
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36.  Considérons  un  système  de  quadriques  liomofocales  défini 
par  l'équalion 


(i4) 


X       ù  —  \ 


On  sait  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  à  toutes  ces 
quadriques  est  une  droite  perpendiculaire  au  plan;  cette  droite 
coupe  les  plans  principaux  aux  points  qui  sont  les  pôles  du  plan 
par  rapport  aux  trois  focales  des  surfaces.  Une  seule  des  qua- 
driques liomofocales  est  tangente  au  plan,  et  cela  au  point  où  il 
est  rencontré  par  la  droite  précédente. 

D'après  cela,  considérons  un  plan  quelconque  ABC  (Jig-  2),  et 

Fig.  2. 


supposons  qu'il  tourne  autour  de  son  intersection  par  un  des  plans 
principaux,  autour  de  AB,  par  exemple.  Dans  chacune  de  ses  posi- 
tions il  louchera  une  des  quadriques  liomofocales.  Nous  allons 
montrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  sera  un  cercle  situé 
dans  un  plan  normal  à  AB. 

Soit,  en  effet,  P  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la  focale  ab  située 
dans  le  plan  des  xy.  Le  point  de  contact  M  du  plan  ABC  avec  la 
quadrique  qui  lui  est  tangente  sera  au  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  P  sur  le  plan  ;  et,  si  l'on  abaisse  du  peint  P  la  perpen- 
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diculaire  PQ  sur  AB,  l'angle  PMQ  sera  droit.  Par  suite,  lorsque 
le  plan  tournera  autour  de  AB,  le  point  M  décrira  un  cercle  ayant 
PQ  pour  diamètre  et  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  AB. 

Il  est  aisé  d'ailleurs  de  déterminer  par  une  construction  les  deux 
points  que  ce  cercle  a  dans  le  plan  principal  des  xz  par  exemple. 
Si  l'une  des  surfaces  homofocales  se  réduit  à  la  focale  située  dans 
le  plan  des  xz,  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par 
AB  à  la  quadrique  se  réduisent  évidemment  aux  deux  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  A  dans  le  plan  des  xz  à  la  focale 
située  dans  ce  plan.  Ces  deux  points  de  contact  ne  dépendent 
que  de  A  et  demeurent  invariables  quand  la  droite  AB  tourne 
autour  de  A  dans  le  plan  des  xy. 

Cela  posé,  prenons  un  point  fixe  sur  l'un  des  trois  axes  de 
symétrie  et  menons  de  ce  point  des  plans  tangents  à  toutes  les 
surfaces  homofocales.  Nous  allons  démontrer  que  le  lieu  des 
points  de  contact  est  une  cyclide  de  Dupin. 

Prenons,  par  exemple,  le  point  A  sur  Ox  et  considérons  tous 
les  plans  ABC  passant  par  A.  Si  l'on  considère  tous  les  plans  pas- 
sant par  une  même  droite  AB  du  plan  des  xy^  leurs  points  de 
contact  sont  sur  un  cercle  qui  coupe  le  plan  des  xz  en  deux 
points  toujours  les  mêmes,  puisqu'ils  ne  dépendent  que  de  A. 
Ainsi,  la  surface  est  engendrée  par  un  cercle  dont  le  plan  est 
normal  au  plan  des  xy  et  qui  passe  par  deux  points  fixes.  Elle  est 
donc  l'enveloppe  d'une  famille  de  sphères  à  un  paramètre,  les 
centres  de  ces  sphères  étant  situés  dans  le  plan  des  xy. 

Comme  les  mêmes  raisonnements  s'étendent  au  plan  des  xz,  on 
reconnaît  immédiatement  que  la  surface  est,  de  deux  manières  dif- 
férentes, l'enveloppe  d'une  sphère,  et,  par  suite,  qu'elle  est  une 
cyclide  de  Dupin. 

Au  reste,  il  est  très  aisé  de  trouver  son  équation.  Soit  a;'  Vx  du 
point  A,  et  désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
quadrique  homofocale  de  paramètre  p.  Pour  que  le  plan  tangent  à 
la  quadrique  homofocale  en  ce  point  vienne  passer  par  le  point  A, 
il  faut  que  l'on  ait 

{\'j  )  xx  =  a  —  p  ; 

joignant  cette  équation  à  celle  de  la  quadrique 

T-  r2  z- 

(  i6)  -^—  -T-  7-^—  +  ~ I  =  o, 

a  —  p        6  —  p        c  —  1^ 
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et  éliminant  p,  il  vient 

(.7)  j—^ .-^ ' ;+"=!. 

o  —  a  -\-  XX        c  —  a  ^  xx        x 

C'est  l'équation  d'une  cjclide  du  troisième  degré. 

Cela  posé,  on  a  évidemment  trois  familles  de  cyclides  qui  cor- 
respondent respectivement  aux  points  situés  sur  les  trois  axes 
de  sjmétrie.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  les  trois  familles  de  sur- 
faces ainsi  obtenues  se  coupent  mutuellement  à  angle  droit.  Con- 
sidérons en  effet  i^fig.  2)  les  cyclides  relatives  aux  trois  points 
A,  B,  G.  Elles  ont  en  commun  le  point  de  contact  du  plan  ABC 
avec  la  quadrique  qui  lui  est  tangente.  Les  cjciides  dérivées  de 
deux  de  ces  points,  par  exemple  de  A  et  de  B,  se  coupent  suivant 
le  cercle  lieu  des  points  de  contact  des  plans  passant  par  AB. 
Ainsi  les  trois  cyclides  se  couperont  mutuellement  suivant  des 
lignes  de  courbure  communes;  donc  elles  seront  orthogonales  les 
unes  aux  autres  en  tous  les  points  de  ces  lignes  communes. 

Il  résulte  de  la  formule  (i  5)  que  si  p,  p(,  p2  sont  les  coordonnées 
elliptiques,  et  a:,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
de  l'espace,  les  paramètres  des  trois  familles  de  cyclides  sont 

a  —  p       h  —  p       c  —  p 
X     '        y     '         z     ' 

On  vérifie  ce  résultat  par  un  calcul  direct.  Si  l'on  ne  veut  intro- 
duire que  les  coordonnées  elliptiques,  on  aura,  pour  les  para- 
mètres des  trois  familles,  les  expressions  suivantes  : 

i,Q\        (n  —  pi)(a  —  pi)       (b  —  pi)(6  — p.2)       (c  — pi)(c  — P2) 

(10)  ) j • 

a  —  p  o  —  p  c  —  p 

On  voit  que  l'on  aura  trois  systèmes  orthogonaux  différents 
suivant  que  p  désignera  le  paramètre  des  ellipsoïdes,  des  hyperbo- 
loïdes  à  une  nappe,  ou  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  du  système 
homofocal. 

37.  Revenons  à  la  transformation  de  Ribaucour.  On  connaissait 
déjà  diff'érentes  transformations  qui  conservent  les  lignes  de 
courbure,  l'inversion,  la  dilatation,  c'est-à-dire  l'opération  par 
laquelle  on  passe  d'une  surface  à  la  surface  parallèle,  une  trans- 
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formation  due  à  O.  Bonnet  (').  M.  Lie  s'est  proposé  de  déter- 
miner toutes  les  transformations  de  contact  qui  conservent  les 
lignes  de  courbure.  Nous  allons  indiquer  rapidement  les  résultats 
obtenus  par  l'éminent  géomètre,  parce  qu'ils  éclaireront  la  discus- 
sion dans  la  suite  de  ce  Chapitre. 

Remarquons  d'abord  que  toute  transformation  de  ce  genre  doit 
faire  correspondre  à  une  surface  dont  les  lignes  de  courbure  sont 
indéterminées  une  surface  dont  les  lignes  de  courbure  soient 
aussi  indéterminées.  Or  on  ne  connaît  que  deux  classes  bien  dis- 
tinctes de  telles  surfaces  :  la  première  comprend  les  sphères  et  les 
plans  qui  dépendent  au  plus  de  quatre  constantes  ;  la  seconde 
comprend  les  développables  isotropes,  développables  qui  dé- 
pendent d'une  fonction  arbitraire.  Donc  la  transformation  cher- 
chée doit  nécessairement  transformer  une  développable  isotrope 
en  une  développable  isotrope  et  faire  correspondre  une  sphère  à 
une  sphère  (en  considérant  le  plan  comme  une  sphère  de  rayon 
infini).  Comme  la  transformation  est  une  transformation  de  con- 
tact, elle  doit  faire  coi-respondre  à  deux  sphères  qui  se  touchent 
deux  autres  sphères  qui  se  touchent  également.  Par  suite,  si  nous 
employons  la  transformation  de  M.  Lie,  qui  fait  correspondre  à 
une  sphère  une  ligne  droite  (-),  et  si  nous  soumettons  la  figure 
tout  entière  à  cette  transformation,  on  voit  que,  dans  l'espace  qui 
contiendra  les  droites,  les  transformations  cherchées  feront  cor- 
respondre une  droite  à  une  droite,  et  deux  droites  qui  se  coupent 
à  deux  droites  qui  se  coupent.  Cette  double  propriété  permet  de 
les  définir  sans  calcul;  car,  si  l'on  considère  toutes  les  droites  qui 
passent  en  un  point  quelconque,  ces  droites  doivent  être  trans- 
formées en  droites  se  coupant  mutuellement,  c'esl-à-dire  en  droites 
passant  par  un  point  ou  situées  dans  un  plan.  Il  y  a  donc  deux  cas 
à  distinguer  :  dans  le  premier,  aux  droites  passant  par  un  point 
correspondront  des  droites  passant  par  un  autre  point;  la  trans- 
formation sera  donc  ponctuelle,  elle  fera  nécessairement  corres- 
pondre un  plan  à  un  plan,  une  droite  à  une  droite,  et  sera,  par 
suite,  la  transformation  ho nio graphique  la  plus  générale. 
Dans  le  second  cas,  un  plan  correspondra  à  un  point,  mais  on 


(')  Voix-  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (I"  Partie,  Livre  II,  Cli.  VIII). 
(-)  Voir  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (n°'  157,  168,  978  et  suiv.). 
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ramènera  ce  cas  au  premier,  en  effectuant  une  transformation 
quelconque  par  polaires  réciproques.  On  n'obtient  donc,  en  ré- 
sumé, que  deux  transformations  :  l'homographie  ou  la  corrélation 
la  plus  générale. 

Dans  l'une  et  dans  l'autre,  les  coordonnées  de  la  ligne  droite  (  '  ) 
subissent  la  transformation  linéaire  la  plus  générale  qui  respecte 
la  relation  quadratique  entre  les  coordonnées  ;  elles  se  distinguent 
seulement  par  le  signe  du  déterminant  de  la  substitution. 

Si  nous  revenons  maintenant  à  l'espace  qui  contient  les  sphères, 
nous  savons  que  les  coordonnées  de  chaque  sphère  sont  égales  à 
celles  de  la  ligne  droite  correspondante  (2).  Nous  pouvons  donc 
énoncer  le  résultat  suivant,  qui  résume  les  recherches  de  M.  Lie. 

Les  transformations  de  contact  les  plus  générales  qui  conservent 
les  lignes  de  courbure  sont  celles  qui  soumettent  les  six  coor- 
données homogènes  d'une  sphère  à  la  transformation  linéaire  la 
plus  générale  qui  conserve  la  relation  quadratique  entre  les  coor- 
données. 

Supposons,  par  exemple,  que,  .r,,  .. .,  ^5  désignant  des  coor- 
données pentasphériques  (^)  d'un  point,  on  prenne  l'équation  de 
la  sphère  sous  la  forme 

(19)  »? I a?!  -4-  m j 0^2 -H  ms 373 -t-  «14 Xi,-i-  m^Xs  =  o. 

La  sixième  coordonnée  de  cette  sphère  sera  définie  par  la  rela- 
tion 

(20)  m\-\- m\->r  ml-\- nil-^  m\-^  ml=o; 

et  les  transformations  avec  conservation  des  lignes  de  courbure  se 
réduiront  à  des  substitutions  linéaires  orthogonales  effectuées  sur 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (I"  Partie,  n"  139). 

(^)  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  n"'  156,  157.  Pour  que  la  relation 
énoncée  dans  le  texte  soit  tout  à  fait  exacte,  il  faut  prendre  les  coordonnées  de  la 
droite  employées  par  M.  F.  Klein,  c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  la  relation 
quadratique  entre  les  coordonnées  est  ramenée  à  la  forme 

(')  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (I"  Partie,  n°'  150  et  suiv.). 
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les  six  coordonnées.  On  voit  que,  dans  l'étude  de  la  Géométrie  des 
sphères,  elles  doivent  jouer  le  même  rôle  que  les  rotations  et  les 
transformations  par  sjmétrie  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

38.   Ces  résultats  étant  rappelés,  revenons  à  l'équation  (i)  et 
mettons-la  sous  la  forme 

,        ,         „  ^2_4_^2^_^2_^R2  3,2^_y2_f-c2— R2 

(21)        H=ai ^-. h  «2  •^-+-'^3^ +  «4  •2-+- «5 K ' 

•Ztil  2  I\ 

ce  qui  revient  à  employer  un  système  de  coordonnées  pentasphé- 
riques  spéciales.  R  désigne  une  constante,  «j,  «2?  •••>  ^5  des  fonc- 
tions de  u.  Pour  intégrer  cette  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  nous  allons  en  chercher  une  intégrale  complète; 
et,  pour  cela,  nous  allons  examiner  si  l'on  pourrait  la  vérifier  en 
prenant  une  famille  de  sphères  dont  nous  écrirons  l'équation  sous 
la  forme 

(•^2)         ^1  ^^—^. h  ^2^7  +  ^37  +  ^4- +  b  -^^ =  0, 

Çi,  . . .,  ^5  désignant  des  fonctions  de  u. 

Si  l'on  introduit  la  sixième  coordonnée  de  la  sphère  précédente 
définie  par  la  relation 

(23)  ^2+f|_^_...^^2^0, 

un  calcul  facile  montre  que  la  famille  de  sphères  satisfait  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

iç6  \_du  iRi  du 

d\i  d^  ^       d^  a?2  +  j2-+-^^— Rn 

"^  du^^  du^~^  du  2R  J' 

et  cette  équation  se  réduira  à  la  proposée,  si  l'on  a,  pour  A-  =  i, 

2,  ...,  5, 

(24)  |7  =  ^-?e«- 

En  différentiant  la  relation  identique  (23),  on  reconnaîtra  que 
l'on  peut  joindre  à  ces  équations  la  suivante 
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de  sorte  que  les  équations  (24),  (20)  constituent  maintenant  un 
système  linéaire  admettant  l'intégrale  quadratique 

(26)  ^î  + ^l-l-..  .4-?^  =  consl. 

La  solution  générale  de  ce  système  sera  donnée,  comme  on  sait, 
par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

(•27)  ^^,  =  G,a-t-C2a  +  .-.+  G6a-        (A  =  i,  2,  ...,6), 

où  C,,  Go,  ...,  Ce  désignent  six  constantes  arbitraires.  En  por- 
tant ces  expressions  dans  l'équation  (26),  nous  aurons  la  relation 

qui  devra  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  des   constantes   C,-. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évidemment  que  l'on  ait 

k 

ai^i'  désignant  une  constante.  On  aura  donc,  si  l'on  veut  satisfaire 
à  l'équation  (aS),  la  condition 

(29)  ^<Xi,,CiCr  =  o. 

i,  i' 

Cette  relation  entre  les  constantes  peut  toujours  être  ramenée, 
par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  constants,  qui  ne  change 
pas  la  forme  de  la  solution  générale,  à  une  somme  de  carrés.  Nous 
pourrons  donc  supposer  que  l'on  ait 

(3o)  ^m=o,    i^i', 

k 
et 

de  sorte  que  la  relation  entre  les  constantes  deviendra 

(32)  G2  +  CI+...+G2  =0. 

Ainsi,  la  solution  générale  du  système  des  équations  (aS),  (24) 
D.  5 
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et  (20)  sera  définie  par  les  formules  (27),  où  C,,  Go,  •  •  -,  Ce  seront 
des  constantes  liées  par  la  relation  précédente.  Nous  pouvons 
remarquer  que  les  fonctions  ^^  sont,  d'après  les  formules  (3o) 
et  (3i),  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale,  et,  par 
suite,  satisfont  aussi  aux  relations 

(33)  ^^'-o,      J^{V,y  =  ^- 

Si  nous  portons  maintenant  les  expressions  générales  de 
^,,  . . .,  ^5  dans  l'équation  (22)  de  la  famille  de  sphères  considérée, 
cette  équation  prendra  la  forme 

(34)  GiS,4-C2S2-i-...+  G6S6  =  o, 
oîi  l'on  aura 

(35)  S/,  =  ^t ^-^-R- H^t^  +  ^§7'  +  ^t^  +  ^5 —^ ' 

et  il  résulte  des  relations  (33)  que  l'on  aura  identiquement 

G  fi 

(36)  ^^1  =  0,         2^6  Sa  =  0. 


39.  L'équation  générale  (34)  de  la  famille  de  sphères  qui  satis- 
fait à  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée  contient  six 
constantes  qui  y  entrent  d'une  manière  homogène  et  sont  unique- 
ment assujetties  à  la  condition  (32).  Toute  intégrale  complète  de 
cette  équation  doit  contenir  trois  constantes.  Nous  avons  donc  ici 
une  de  ces  intégrales  à  constantes  surabondantes  qui  se  pré- 
sentent quelquefois  dans  les  intégrations.  On  pourrait,  pour  ren- 
trer dans  la  théorie  ordinaire,  réduire  d'une  unité  le  nombre  de 
ces  constantes,  en  établissant  entre  elles  une  nouvelle  relation 
homogène,  en  annulant  l'une  d'elles,  par  exemple.  Il  nous  paraît 
préférable  de  raisonner  comme  il  suit  : 

Considérons  les  six  constantes  Ca,  liées  par  la  relation  (32), 
comme  les  coordonnées  homogènes  d'une  sphère  (C).  Pour  chaque 
valeur  du  paramètre  m,  les  formules  (27),  qui  font  connaître  les 
coordonnées  ^k  de  la  sphère  (S)  définie  par  l'équation  (34), 
peuvent   être    envisagées    comme    constituant    une    substitution 
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linéaire  orlhogonale  par  laquelle  on  passe  des  coordonnées  C^ 
aux  ^/(.  Elles  définissent  donc,  d'après  ce  que  nous  avons  établi 
plus  haut,  une  transformation  de  contact  avec  conservation  des 
lignes  de  courbure. 

D'après  cela,  procédons  comme  nous  ferions  avec  une  intégrale 
complète  ordinaire.  Exprimons  que  toutes  les  sphères  (Sq)  cor- 
respondantes à  une  valeur  Uq  de  u  sont  tangentes  à  une  surface 
donnée  (So);  nous  obtiendrons  une  certaine  relation 

(36  bis)  o(Gi,  ...,  G6)=o, 

exprimant  que  la  sphère  (C)  définie  plus  haut  est  tangente  à  une 
certaine  surface  (A).  Donc,  en  répétant  le  raisonnement  en  sens 
inverse,  on  verra  que  toutes  les  sphères  correspondantes  à  une 
valeur  quelconque  u'  de  u  sont  tangentes  à  une  surface  (S')  qui 
correspondra,  point  par  point,  à  (A)  ou  à  (Sq)  avec  conservation 
des  lignes  de  courbure.  La  famille  des  surfaces  (S'),  dont  fera 
partie  (Sq),  donnera  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  proposée  (i). 

La  méthode,  on  le  voit,  ne  diff'ère  en  rien  de  celle  que  l'on  au- 
rait à  suivre  avec  une  intégrale  complète  ordinaire.  Ici  seulement 
il  j  a  une  infinité  de  sphères  tangentes  en  chaque  point  des  trois 
surfaces  (A),  (So)>  (^')'  ^^^  exemple,  il  y  a  une  infinité  de 
sphères  (C)  tangentes  en  un  point  de  (A).  Cela  résulte  immédia- 
tement de  ce  que  la  condition  (36  bis)  laisse  encore  subsister  trois 
constantes  arbitraires  dans  l'équation  de  la  sphère  (C). 

En  réunissant  les  résultats  précédents,  on  peut  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  (S),  appliquons-lui  les  transfor- 
mations de  contact  qui  conservent  les  lignes  de  courbure  et  qui 
dépendent  de  quinze  constantes.  En  intégrant  des  systèmes 
d'équations  différentielles,  tels  que  celui  formé  par  les  équa- 
tions (24)  ef  (aS),  on  pourra  former  avec  ces  surfaces  une  infi- 
nité de  familles  de  Lamé,  qui  dépendront  de  quatre  fonctions 
arbitraires  d'une  variable  et  pourront  comprendre  la  surface 
proposée. 

39.  On  peut  compléter  cette  proposition  à  l'aide  des  remarques 
suivantes. 
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Reprenons  le  système  des  équations 


^l  +  îl  +  n  +  H  +  H-^^l  =  o, 

qui  déterminent  les  fonctions  ^/.  En  effectuant  un  changement  de 
notations,  posons 

/■et  hk  désignant  de  nouvelles  fonctions  de  u\  puis  substituons 
aux  fonctions  \k  les  inconnues  y^  définies  par  les  formules 

(39)  r\k=  i^^bk—yk),         (A- =  i,  2,  . . .,  5). 

En  différentiant,  on  trouvera  que  les  nouvelles  variables  satisfont 
aux  équations  différentielles 

(  r^\  ^Ji      _       dy.^      _        _       dy^ 

^"^  <  y.-b,  ~  y,-b,  JK5-6/ 

qui,  jointes  à   l'équation  en  termes  finis  déduite  de  la  seconde 

(37)," 

(40  (JKl-6,)2  +  ...^-(J5-^'5)2=/■^ 

suffiront  à  la  détermination  des  inconnues  jv*/- 

Nous  sommes  ramené  à  un  problème  que  nous  avons  étudié 
dans  le  Chapitre  précédent,  et  qui  revient  à  déterminer  les  tra- 
jectoires orthogonales  d'une  famille  de  sphères  dans  un  espace  à 
cinq  dimensions.  Nous  savons  que  nous  pouvons  mettre  les  fonc- 
tions bi  et  r  sous  une  forme  telle  que  l'intégrale  générale  puisse 
être  obtenue  sans  aucun  signe  de  quadrature.  Nous  pouvons  donc, 
en  rapprochant  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  énoncé  au  numéro 
précédent,  énoncer  la  conclusion  suivante  de  ces  recherches  : 

On  peut  toujours,  sans  aucun  signe  de  quadrature  et  en 
introduisant  quatre  fonctions  arbitraires  d^une  variable,  dé- 
terminer une  famille  de  Lamé  dont  fera  partie  une  surface 
quelconque  donnée  à  l'avance,  et  déterminer  en  même  temps 
les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  qui  composent  cette 
famille. 
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40.  En  terminant  ce  Chapitre,  nous  donnerons  l'interprétation 
géométrique  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  satis- 
font toutes  les  familles  précédentes.  Cette  interprétation  repose 
sur  la  considération  des  cercles  osculateurs  aux  trajectoires  or- 
thogonales. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  une  famille  quelconque 
de  surfaces  définie  par  l'équation 

(4-î)  it=f{x,y,z), 

et  désignons  encore  par  H  l'invariant  différentiel  du  premier  ordre 

(43)  H 


^  / [duY      /duy      /diiy 


dont  la  signification  géométrique  est  évidente.  Les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface  de  paramètre  u^  prise  dans 
un  sens  convenable,  sont 

(45)  H^,      H^,      H^; 

dx  dy  dz 

et,  si  l'on  se  déplace  suivant  cette  normale,  on  a 

d/i  étant  le  chemin  infiniment  petit  parcouru  sur  la  normale 
quand  u  prend  l'accroissement  du.  H  du  est  donc,  en  chaque 
point,  la  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voisines,  de  para- 
mètres u  et  u  H-  du  respectivement. 

Si  l'on  se  donne  une  surface  (2)  de  la  famille  et,  en  chaque 
point  de  cette  surface,  la  valeur  de  H,  c'est  donc  comme  si  l'on 
se  donnait  la  surface  infiniment  voisine  (S').  On  conçoit  dès  lors 
que  l'on  pourra  déterminer,  en  quelque  sorte,  deux  éléments 
consécutifs  des  courbes  trajectoires  orthogonales  de  la  famille 
sans  introduire  d'autres  quantités  que  les  valeurs  de  H  et  leurs 
dérivées  relatives  à  des  déplacements  effectués  sur  (S).  Il  sera 
donc  inutile  de  connaître  les  dérivées  de  H  suivant  la  normale  à 
(S).  C'est  ce  que  confirme  le  calcul  suivant. 
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En  chaque  point  de  (S),  les  cosinus  directeurs -t^j  ^->  -j^  de 

la  tangente  à  la  trajectoire  orthogonale    seront  définis   par   les 
équations  suivantes  : 

, ,    .  dx  du  dy  du  dz  du 

as  ox  a<!  dy  as  dz 

l'arc  s  étant  compté  dans  un  sens  convenable.  Différentions  ces 

.     d^x     d^y     d'^z     T.J  , 

équations  pour  avoir  -7-^,  -f^^  —r^-  iNous  aurons,  par  exemple, 

(i<i\  d-'x        d    /     du\dx         d   („àu\dy        d   /     du\  dz 

^^^^  -d^-di[^à^)dl-^dj^[^d^)-d-s'^rz[^d^)d-s' 

,  dx    dy    dz  ,  , 

ou,  en  remplaçant  --y-,  -~,  ^  par  leurs  valeurs, 

/,  ,  d^x  I   (JH       ^^  du  ^  ^, 

Cette  formule  met  en  évidence  la  propriété  annoncée.  Si  6,  h\ 
b"  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale,  et  p  le 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  orthogonale,  nous  en  dédui- 
sons les  équations  suivantes  : 


(5o) 


b 

p 

= 

I 

dlî 

dx 

-h 

„du^ 

H, 

b' 

p 

= 

~  iî 

dH 

dy 

4- 

H 

p 

= 

I 

dE 

dz 

■+- 

H^";^ 
"^'" 

H, 

qui  nous  conduisent  à  la  relation 


,^  .                                 b^x -h  h'oy -h  b"ùz  i  ^,, 

(.1)  f =-H°"' 


8.r,  ùy,  ùz  se  rapportant  à  un  déplacement  quelconque  sur  la  sur- 
face (S).  Cette  relation  peut  même  revêtir  une  forme  entièrement 
géométrique  ;  et  si  85  désigne  la  grandeur  du  déplacement,  0  l'angle 
qu'il  fait  avec  la  normale  principale  de  la  trajectoire  orthogonale, 
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elle  nous  donne 

(52) 

cos6              I    oH 

p        ~~          H     OS 

7' 


On  voit  ainsi  que  la  normale  principale  des  trajectoires  est  ortho- 
gonale aux  courbes  de  (S)  pour  lesquelles  H  demeure  constante  ; 
et  que,  si  l'on  se  déplace  normalement  à  une  de  ces  courbes,  on  a 

(53)  -  =—  ÏT  "^~' 
^      ^  p  H    os 

Il  est  ainsi  établi  que  les  éléments  du  second  ordre  dépendent 
exclusivement  des  valeurs  que  prend  H  sur  (S),  et  nullement  de 
la  dérivée  de  H  suivant  la  normale. 

41.  Inversement,  si  l'on  connaît  les  cercles  osculateurs  des 
trajectoires,  H  sera  défini  à  un  facteur  constant  près.  Car  il  ré- 
sulte de  la  formule  (5i)  que  l'expression 

_    ^  b  dx  -+-  b'  dv  ^  b"  dz 

(54)  ^ 

devra  être  une  différentielle  exacte  lorsqu'on  se  déplacera  sur 
(S)  et  que  l'on  aura 

_   r^^bd.r-\-b-dy  +  h"dz. 

(55)  H  =  Hoe   -^M"  ^ 

l'intégrale  étant  prise  entre  deux  points  Mq,  M  de  (S),  suivant 
une  courbe  quelconque  reliant  ces  deux  points,  et  Ho  étant  la 
valeur  de  H  pour  le  point  Mq. 

On  voit  même  que  les  cercles  osculateurs  ne  sauraient  être 
pris  arbitrairement;  ils  doivent  satisfaire  à  la  condition  que  l'ex- 
pression (54)  soit  une  différentielle  exacte,  relativement  aux  dé- 
placements qui  se  font  sur  (S).  L'interprétation  géométrique  de 
cette  condition  ressort  des  formules  précédentes. 

42.  Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  résultats.  Si  nous  les  ap- 
pliquons, dès  à  présent,  à  la  question  que  nous  avons  étudiée 
dans  ce  Chapitre,  nous  voyons  que  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (i),  qui  définit  une  famille  de  surfaces  (S),  fait  connaître. 
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pour  chacune  d'elles,  la  plus  courte  dislance  H  du  entre  la  sur- 
face et  la  surface  infiniment  voisine,  et  cette  expression  de  H  du 
est  la  même  que  si  les  fonctions  ^i{u)  étaient  remplacées  par  des 
constantes  égales  aux  valeurs  qu'elles  prennent  respectivement 
pour  la  surface  (S).  Par  suite,  les  cercles  osculateurs  des  trajec- 
toires orthogonales  demeureront  les  mêmes  en  tous  les  points 
de  (S)  après  cette  substitution;  et  comme,  après  cette  substitu- 
tion, les  trajectoires  se  réduisent  à  des  cercles,  qui  sont  orthogo- 
naux à  une  sphère  dont  l'équation  s'obtient  en  égalant  le  second 
membre  de  l'équation  (i)  à  zéro,  on  voit  que  nous  sommes  con- 
duit à  la  proposition  générale  suivante  : 

Les  familles  de  Lamé  étudiées  et  déterminées  dans  ce  Cha- 
pitre sont  caractérisées  par  la  propriété  suivante  :  les  cercles 
osculateurs  des  trajectoires  orthogonales  aux  points  oii  elles 
rencontrent  une  des  surfaces  de  la  famille  sont  orthogonaux 
à  une  même  sphère  qui  peut  varier  d^ ailleurs  quand  on  passe 
de  la  surface  à  toute  autre  de  la  famille,  et  qu^on  obtient  en 
égalant  le  second  membre  de  V équation  (i)  à  zéro. 

Nous  verrons  plus  loin  qu'il  suffirait,  pour  obtenir  les  mêmes 
familles,  d'exiger  que  les  plans  osculateurs  des  trajectoires  aux 
points  où  elles  rencontrent  une  des  surfaces  de  la  famille  aillent 
passer  par  un  même  point,  qui  pourra  varier  d'ailleurs  avec  la  sur- 
face considérée. 

43.  La  notion  des  transformations  infinitésimales  permet  de  se 
représenter  géométriquement  les  opérations  par  lesquelles  nous 
avons  obtenu  tous  les  résultats  établis  dans  ce  Chapitre.  Appe- 
lons, pour  un  instant,  transformation  de  Ribaucour  celle  que 
nous  avons  étudiée  plus  haut  aux  n"^  32  et  suiv.;  elle  se  définit 
entièrement  à  l'aide  d'une  sphère  (S),  que  nous  appellerons  la 
sphère  principale  de  la  transformation,  et  d'un  rapport  anhar- 
monique.  Etant  donnée  une  surface  (S),  on  construit  le  cercle 
normal  en  un  point  M  à  (S)  et  orthogonal  à  (S);  puis  on  fait 
correspondre  à  M  le  point  Mq  tel  que  le  rapport  anharmonique 
des  points  Mq,  M,  et  des  deux  points  oij  le  cercle  rencontre  (S), 
soit  un  nombre  donné.  11  est  clair  que  cette  transformation  de- 
viendra infinitésimale  si  le  rapport  anharmonique  est  infiniment 
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voisin  de  i .  (^e  point  étant  admis,  voici  comment  on  construit 
toutes  les  familles  de  Lamé  précédemment  obtenues.  On  prend 
une  surface  quelconque  (S)  et  une  suite  définie  de  sphères  infi- 
niment voisines  (So),  (S)),  (So),  ....  Cela  posé,  on  effectue,  à 
l'aide  de  la  sphère  principale  (Sq),  une  transformation  infinitési- 
male sur  (S),  ce  qui  donne  une  surface  (S,);  puis,  à  l'aide  de  la 
sphère  (S,  ),  une  transformation  infinitésimale  sur  (S,  )  qui  donne 
une  surface  (S2),  et  ainsi  de  suite.  On  engendre  ainsi  une  série  de 
surfaces  (S),  (S,),  (S2),  .  .  • ,  qui  forment  précisément  la  famille 
de  Lamé  dont  nous  avons  fait  l'étude. 


CHAPITRE  IV. 


FORMES    DIVERSES    DE    L  ÉQUATION    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES 
DU    TROISIÈME    ORDRE. 

On  peut  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  en  exprimant 
que  la  plus  courte  distance  d'une  surface  de  la  famille  à  la  surface  infiniment 
voisine  est  une  solution  particulière  de  l'équalion  ponctuelle  relative  au  système 
conjugué  formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Théorème  de  Ribaucour  :  les  cercles 
osculateurs  des  trajectoires  orthogonales  aux  points  où  elles  rencontrent  une  sur- 
face déterminée  de  la  famille  forment  un  système  cyclique.  —  Démonstration  de 
la  proposition  réciproque.  —  Rappel  des  études  antérieures  sur  les  systèmes 
cycliques  et  étude  de  deux  problèmes  nouveaux  :  i°  détermination  des  familles  de 
Lamé  pour  lesquelles  les  plans  osculateurs  des  trajectoires  orthogonales  aux 
points  où  elles  rencontrent  l'une  des  surfaces  de  la  famille  concourent  en  un 
même  point  ;  2°  détermination  des  systèmes  cycliques  formés  de  cercles  dont  les 
plans  enveloppent  une  développable.  —  Forme  remarquable  de  l'équation  du  troi- 
sième ordre  donnée  par  M.  Maurice  Lévy  ;  on  prend  comme  variables  indépen- 
dantes le  paramètre  u  de  la  famille  et  deux  des  coordonnées  rectangulaires.  — 
Application  de  cette  équation  à  la  détermination  des  surfaces  invariables  de 
forme  qui  peuvent,  en  se  déplaçant,  engendrer  une  famille  de  Lamé.  —  Quand 
le  mouvement  de  la  surface  est  unique  et  déterminé,  il  est  nécessairement  héli- 
coïdal. —  Applications  particulières.  —  Étude  du  cas  où  la  surface  peut,  dans 
plusieurs  mouvements  différents,  engendrer  une  famille  de  Lamé.  —  Indication 
de  divers  résultats.  —  M.  J.  Bertrand  a  montré,  par  la  Géométrie,  que,  si  ces 
mouvements  comprennent  toutes  les  translations,  la  surface  est  une  sphère  ou 
un  cj'lindre.  - —  M.  Adam  a  établi,  par  l'analyse,  que  le  résultat  subsiste  si  les 
mouvements  se  réduisent  à  deux  translations  distinctes.  —  Interprétation 
géométrique  élégante  due  à  M.  Petot.  L'équation  aux  dérivées  partielles  qui 
caractérise  la  surface  cherchée  exprime  la  propriété  suivante  :  la  droite  du  plan 
tangent  qui  joint  les  centres  de  courbure  géodésique  des  deux  lignes  de  cour- 
bure appartient  à  un  complexe  linéaire.  —  Théorème  de  M.  Cosserat.  —  Retour 
à  l'équation  générale  du  troisième  ordre.  —  Formation  de  cette  équation  quand  la 
famille  est  déterminée  par  une  équation  implicite  ff{x,y,z,u)=:o.  Dévelop- 
pement de  l'équation  en  vue  des  applications  ultérieures. 


44.  Après  les  applications  particulières  développées  dans  les 
deux  Chapitres  précédents,  nous  allons  revenir  à  l'équation  du 
troisième  ordre,  à  laquelle  doit  satisfaire  le  paramètre  u  de  toutes 
les  surfaces  faisant  partie  d'une  famille  de  Lamé.  Nous  avons  vu, 
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au  n°  15,  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(1)  ('l  (ViHii-i-C^'i  "'2-+-  P2'*'i)Hi2-!--  •  •  =  o, 
où  H  désigne  la  fonction 

(2)  H=     ^  ' 

\/ u'i -+- ul -]- ul 

Si  donc  nous  nous  rappelons  la  signification  de  t»,,  . .  .,  (v,,  .... 
et  qu'au  lieu  de  ces  dérivées  des  fonctions  v,  w,  nous  introduisions 
des  différentielles  par  les  formules 

dx  _  dy  _  dz  %x  _ùy  _   Zz 

Pj  fj  ^z  ^\  '*^2  '*'3 

dx^  dy^  dz  et  8.r,  Zy,  oz  définiront  respectivement  les  deux  dé- 
placements infiniment  petits  qui  peuvent  se  produire  suivant  les 
deux  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  paramètre  u  ;  et  l'équa- 
tion du  problème  pourra  s'écrire 

Hu  dx  Zx  -f-  \\i2{dx  ùy  -+-  dy  Zx)-\- .  . .  —  o, 
ce  qui  équivaut,  comme  on  sait,  à  la  forme  plus  simple 

(3)  «  oH —dox —-dùv r—d<jz  =  o. 

^    '  dx  dy       -^         dz 

La  signification  géométrique  de  H  est  d'ailleurs  évidente  et  a 
déjà  été  rappelée  :  Wdu  est,  pour  chaque  point,  la  distance  de  deux 
surfaces  infiniment  voisines  admettant  pour  paramètres  u  et 
u  -1-  du. 

4o.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  peut  s'énoncer  sous 
une  forme  différente.  Prenons,  sur  les  surfaces  de  paramètre  u, 
un  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  par  les  lignes  de 
courbure,  et  soient  p,,  p2  les  paramètres  de  ces  deux  familles  de 
lignes.  Nous  savons  que  ;r,  j',  z,  considérées  comme  fonctions  de 
p,,  p2,  seront  des  solutions  particulières  d'une  équation  linéaire 
de  la  forme 

0?i  t^pi  t^pi  d^i 
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qui  admettra  d'ailleurs  aussi  la  solution  particulière 

Avec  ces  variables  p(,  pa,  l'équation  (3)  prendra  évidemment  la 
forme  suivante  : 

rn H  dU     d^x  dli     d-^y     _  dn      à'-z     _ 

àpiâpz        dx  àpidpi        dy  dp^  dp^         dz  dpiàp,  ~ 

bi  1  on  y  remplace  -^ — r-,  -, — 3— »  3 — r—  par  les  valeurs  que  four- 

''  ^  opi  dp2     opi  ap2     dpi  op.2  ^  ^ 

nit  l'équation  (4),  elle  devient 

dni         /du  dx_     m^  dy     m  dz_ 

dpiàp^  \dx   Opi         dy  dpi         dz   dpi 

—  b(——^—^       —  — 

\  dx  dp^    '    dy  dp^         dz   àp2 

c'est-à-dire 

d^U           dE       ,  dH 
(5)  - — a- b-—  =  o. 

dpi  dp2  dpi  dp2 


Don 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qiH une  famille 
de  surfaces  fasse  partie  d'un  système  triple  orthogonal  est 
cjue  la  plus  courte  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voi- 
sines soit  une  solution  particulière  de  V équation  ponctuelle 
relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de  cour- 
bure. 

Rappelons  que  cette  équation  peut  être  formée  (*)  dès  que  l'on 
connaît  l'élément  linéaire  de  la  surface  de  paramètre  u  ;  si  l'on  a 


(6) 

ds'^  =  \{\dp\-^\\\dp\. 

elle  est 

(1^ 

d"-^ 

i_  dHa    t)6          1     c)Hi  ^ 

^''  dpidpi        H2    dpx    dp^        Hi    dpi   dpi 

46.  La  proposition  précédente,  rapprochée  des  résultats  obtenus 
aux  n°*  40  et  41,  doit  nécessairement  conduire  à  une  propriété  de 
l'ensemble  des  cercles  osculateurs  aux  trajectoires   orthogonales 

(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (I"  Partie,  n»  149). 
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des  surfaces  de  la  famille,  aux  points  où  elles  rencontrent  une  de 
ces  surfaces.  Cette  propriété,  qui  est  due  à  Ribaucour,  s'énonce 
comme  il  suit  : 

Si  l'on  construit,  pour  chaque  trajectoire  orthogonale,  le 
cercle  osculateur  au  point  où  elle  rencontre  une  surface  dé- 
terminée (S)  de  la  famille  considéi^ée,  tous  les  cercles  ainsi 
obtenus  forment  un  système  cyclique,  c'est-à-dire  sont  ortho- 
gonaux à  une  nouvelle  famille  de  suif  aces  comprenant  (S)  et 
faisant  aussi  partie  d'un  système  triple  orthogonal. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  proposi- 
tion par  l'analjse,  et  nous  allons  reproduire  ici  les  considérations 
géométriques  très  simples  par  lesquelles  on  l'établit  ('). 

Soit  M  un  point  de  (S);  désignons  par  (S,  ),  (Sg)  les  deux  surfaces 
orthogonales  qui  passent  en  M,  se  coupent  suivant  une  ligne  de 
courbure  commune  (C)  et  coupent  (2)  suivant  deux  lignes  de  cour- 
bure (C,),  (C2).  Soient  P<  et  P2  les  centres  de  courbure  principaux 
de  (S,  )  et  de  (So)  relatifs  à  la  ligne  de  courbure  (C).  La  ligne  P,  Po 
est  l'axe  du  cercle  osculateur  en  M  à  (C),  et  ce  cercle  lui-même 
est,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  l'intersection  des  deux 
sphères  (S)),  (So),  qui  passent  en  M  et  ont  pour  centre  respecti- 
vement P,  etPo.  Déplaçons-nous  à  partir  de  M  suivant  la  ligne  (G, )5 
le  centre  de  courbure  P<  décrira  un  élément  de  courbe  tangent  à 
l'axe  Pi  P2  (");  et,  par  suite,  la  sphère  (Si)  aura  une  enveloppe 
qu'elle  touchera  suivant  un  cercle  passant  en  M  et  situé  dans  un 
plan  normal  à  P,  Po,  c'est-à-dire  suivant  le  cercle  osculateur  de  (C). 
Déplaçons-nous,  de  même,  suivant  la  ligne  de  courbure  (Co);  la 
sphère  (S2)  touchera  aussi  son  enveloppe  suivant  le  cercle  oscu- 
lateur de  (C).  Il  suit  de  là  que  les  cercles  osculateurs  des  trajec- 
toires (C)  appartiennent  à  deux  séries  d'enveloppes  de  sphères 
qui  se  coupent  mutuellement  a  angle  droit,  suivant  ces  cercles. 


(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (IV'  Partie,  n»  972,  p.  i65). 

(^)  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (III'  Partie,  n°  752,  p.  334  )•  La  proposi- 
tion établie  dans  ce  numéro  peut  s'énoncer  aussi  comme  il  suit  :  Construisons,  en 
chaque  point  d'une  surface,  les  cercles  osculateurs  aux  deux  lignes  de  cour- 
bure qui  se  croisent  en  ce  point.  Chacun  d'eux  engendre  une  enveloppe  de 
sphères  lorsqu'on  se  déplace  sur  la  ligne  de  courbure  à  laquelle  il  n'est  pas 
osculateur. 
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Comme  ces  cercles  sont  des  lignes  de  courbure  communes,  il  ré- 
sulte de  la  réciproque  du  théorème  de  Dupin  (n"  6)  qu'ils  admet- 
tront une  famille  de  surfaces  trajectoires  orthogonales.  Cette  troi- 
sième famille,  jointe  aux  deux  précédentes  formées  d'enveloppes 
de  sphères,  complétera  le  système  triple  orthogonal. 

Telle  est  la  démonstration  géométrique  du  théorème  de  Ribau- 
cour  ;  il  convient  maintenant  d'établir  la  réciproque  :  Si  une 
famille  de  surfaces  est  telle  que  les  cercles  osculateurs  des  tra- 
jectoires orthogonales  aux  points  où  elles  rencontrent  une 
quelconque  (S)  des  surfaces  de  la  famille  forment  un  système 
cyclique,  cette  famille  de  surfaces  fera  partie  dhin  système 
triple  orthogonal,  c'est-à-dire  ce  sera  une  famille  de  Lamé. 

Nous  avons  vu,  en  elTet,  que  la  connaissance  des  cercles  oscula- 
teurs des  trajectoires  entraîne  celle  de  la  plus  courte  distance  de 
deux  surfaces  infiniment  voisines  (n°  41).  Cette  plus  courte  dis- 
tance sera  la  même  pour  la  famille  proposée  que  pour  le  système 
cyclique  formé  par  les  cercles  osculateurs  des  trajectoires  ;  et,  par 
suite,  elle  devra  nécessairement  satisfaire  à  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  (7)  ;  ce  qui  montre  bien  que  la  famille  de  surfaces 
proposée  sera  une  famille  de  Lamé. 

47.  Dans  un  Ouvrage  antérievir  (*  ),  nous  avons  longuement 
étudié  les  systèmes  cycliques.  Nous  aurons  l'occasion  d'y  revenir 
encore.  Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  d'étudier  les 
deux  questions  suivantes,  relatives  à  ces  systèmes. 

Proposons-nous  d'abord  de  rechercher  les  familles  de  Lamé 
pour  lesquelles  les  plans  osculateurs  des  trajectoires,  aux  points 
où  elles  rencontrent  l'une  des  surfaces  de  la  famille,  sont  tous  con- 
courants en  un  même  point,  qui  peut  varier  d'ailleurs  avec  la 
surface  que  l'on  considère.  En  d'autres  termes,  proposons-nous 
de  trouver  tous  les  systèmes  cycliques  composés  de  cercles  dont 
les  plans  vont  passer  par  un  point  fixe. 

Pour  résoudre  cette  question,  remarquons  que,  si  l'on  exprime 
que  le  plan  osculateur  d'une  trajectoire  va  passer  par  un  point 


(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (n-  477-482,  761-762,  806-807,  936-953, 
961-970)! 
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fixe  (a,  ,3,  y),  on  sera  conduit  à  l'équation 


(8) 


X  —  'X  JK—  [3  -—Y 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

d^x  d\r  d^z 

ds-  ds-  ds'^ 


dx 


Remplaçons^?  •••,  -j-^»  •  ••  par  les  valeurs  relatives  aux  tra- 
jectoires et  obtenues  au  Chapitre  précédent,  n°  40.  En  conservant 
les  notations  employées,  nous  serons  conduit  à  l'équation 


(9) 


dont  l'intégration  s'eflTectue  immédiatement  et  nous  donne 


x-t 

J-^ 

z  — 

du 

du 

du 

ôx 

ày 

'dz 

(jn 

dn 

dU. 

dx 

dy 

dz 

où  l'on  a  posé 

(10) 


:(^_a)^+(j-P)2+(.-_Y)2 


II  importe  de  remarquer  que,  le  point  (a,  [3,  y)  pouvant  varier 
avec  la  surface  considérée,  il  faut  regarder  a,  jS,  y  comme  des 
fonctions  de  u. 

Si  nous  substituons  la  valeur  de  H  dans  l'équation  [n)  et  si 
nous  remarquons  que  w  est  solution  particulière  de  cette  équa- 
tion, nous  trouverons 

à^f  dhi    dui 

dtx)^  dpz  dpi  ~~    ' 

Si  aucune  des  dérivées  ~,  ^--  n'est  nulle,  il  viendra 

dpi     dpi 

d\f 
ce  qui  donnera 

H  =  8[(x-a)2  +  (^-P)2  +  (2-Y)2]+ô, 
0  et  î  étant  de  nouvelles  fonctions  de  u.  Celte  équation  aux  dé- 
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rivées  partielles  est  précisément  celle  qui  a  été  étudiée  au  Cha- 
pitre précédent. 

Si  l'une  des  dérivées -r— 5  — -  est  nulle,  la  surface  considérée  a 

ses  lignes  de  courbure  d'un  système  situées  sur  des  sphères  ayant 
pour  centre  commun  le  point  (a,  p,  y).  Les  lignes  de  courbure  de 
l'autre  système  seront  donc  situées  dans  des  plans  passant  parle 
centre  commun  des  sphères.  Ces  plans  couperont  la  surface  à 
angle  droit  :  elle  sera  donc  une  sphère  si  les  deux  dérivées  sont 
nulles,  ou  une  surface-moulure  conique  si  une  seule  dérivée  est 
nulle.  Si  elle  est  une  sphère,  il  est  clair  que  les  plans  osculateurs 
des  trajectoires  orthogonales  passeront  tous  par  le  centre  de  la 
sphère  et  satisferont  à  la  condition  posée  ;  si  elle  est  une  surface- 
moulure  conique,  c'est-à-dire  une  surface-moulure  (S)  pour  la- 
quelle le  plan  du  profil  de  la  moulure  enveloppe  un  cône  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  les  plans  osculateurs  des  tra- 
jectoires orthogonales  en  tous  les  points  du  profil  se  confondront 
évidemment  avec  le  plan  de  ce  profil  ;  et,  par  suite,  le  plan  de  ce 
profil  sera  langent  en  lous  les  points  du  profil  à  une  surface  ((^) 
appartenant  à  l'une  des  deux  familles  qui  doivent  compléter  le 
système  triple  orthogonal.  Cette  surface  sera  donc  développable. 
Elle  se  réduira  nécessairement  au  plan  du  profil,  si  ce  profil  est  une 
ligne  courbe  ;  car  une  surface  développable  ne  peut  être  touchée 
que  suivant  une  droite  par  son  plan  tangent.  Le  système  triple 
orthogonal  correspondant  sera  donc  un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  avons  étudié  aux  n"^  17  et  suiv.  On  l'obtiendra  en  tra- 
çant dans  un  plan  (P)  deux  séi^ies  de  courbes  orthogonales  (C) 
et  (C,),  puis  en  faisant  rouler  le  plan  (P)  sur  un  cône.  Dans  ce 
cas,  en  effet,  les  plans  osculateurs  des  trajectoires  orthogonales 
des  surfaces-moulures  engendrées  par  les  courbes  (C)  et  (Cj) 
vont  passer  par  le  sommet  du  cône. 

Si  le  profil  considéré  plus  haut  est  une  ligne  droite,  le  lecteur 
arrivera  aisément  à  la  ntiême  conclusion.  Les  développables  (0) 
seront  alors  engendrées  par  les  normales  à  une  certaine  surface  (U), 
qui  aura  une  famille  de  lignes  de  courbure  sphériques  et  une 
autre  famille  de  lignes  de  courbure  à  la  fois  planes  et  géodésiques  ; 
de  sorte  que  le  système  triple  orthogonal  comprendra  encore  une 
famille  de  plans. 
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En  résumé  : 

Si  une  famille  de  Lamé  est  telle  que  les  plans  osculateurs 
des  trajectoires  aux  points  où  elles  rencontrent  une  des  sur- 
faces de  la  famille  aillent  passer  par  un  même  point,  qui 
pourra  varier  quand  on  changera  de  suif  ace,  cette  famille 
est  une  de  celles  que  nous  avons  étudiées  au  Chapitre  précé- 
dent et  pour  lesquelles  les  cercles  osculateurs  des  trajectoires 
orthogonales  aux  points  oii  elles  rencontrent  une  des  surfaces 
sont  orthogonaux  à  une  même  sphère  ;  ou  bien  c'est  une  famille 
de  surfaces-moulures  pour  lesquelles  les  plans  des  profils  en- 
veloppent un  même  cône. 

De  là  il  résulle  encore  que 

Si  un  système  cyclique  est  formé  de  cercles  dont  les  plans 
passent  par  un  point  fixe,  ces  cercles  sont  orthogonaux  à  une 
sphère  fiixe,  ou  bien  ils  sont  distribués  dans  les  plans  tangents 
d'un  cône. 

48.  Ce  dernier  résultat  nous  amène  à  étudier  maintenant  le 
second  problème  que  nous  voulions  traiter  et  à  chercher  tous 
les  systèmes  cycliques  formés  de  cercles  dont  les  plans,  au  lieu  de 
former  une  suite  doublement  infinie,  enveloppent  une  surface 
développable.  Il  faudra  évidemment,  dans  ce  cas,  qu'il  y  ait  une 
famille  de  cercles  dans  chaque  plan  de  la  développable.  Soit  (U) 
une  des  surfaces  normales  aux  cercles  ;  il  est  clair  que  cette  sur- 
face aura  pour  lignes  de  courbure  ses  sections  par  les  plans  tan- 
gents de  la  développable,  sections  qui  la  couperont  à  angle  droit. 
Ce  sera  donc  une  surface-moulure.  De  là  le  résultat  suivant,  dû  à 
Ribaucour ( ') : 

Pour  obtenir  le  système  cyclique  le  plus  général  formé  de 
cercles  dont  les  plans  enveloppent  une  développable,  on  con- 
struira une  famille  quelconque  de  cercles  dans  un  plan  et  l'on 
fera  rouler  ce  plan  sur  une  développable  quelconque. 


(')  Ribaucour  (A.),  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  courbes 
(Journal  de  Liouville,  4*  série,  t.  VII,  p.  26^  ;  1891). 
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Ce  résultat  complèle  ceux  que  nous  avons  donnés  dans  notre 
Ouvrage  relativement  aux  systèmes  cjcHques. 

49.  Revenons  à  l'équation  générale  (7).  On  peut  en  faire 
d'autres  applications  et  retrouver,  en  particulier,  un  résultat  très 
simple  et  très  élégant,  donné  par  M.  Maurice  Lévj,  au  t.  LXXVJI 
des  Comptes  rendus  (^). 

Supposons  que  l'on  choisisse  comme  variables  indépendantes 
deux  des  coordonnées  rectangulaii-es  x,  y  et  le  paramètre  u  de  la 
famille  considérée.  Voyons  à  quelle  équation  devra  satisfaire  ;;, 
considérée  comme  fonction  de  ces  variables.  On  aura  d'abord 


(II)  H=: 


du 


^l-i-p^-i-g^ 


/>,  q,  /',  s,  t  désignant,  suivant  l'usage,  les  dérivées  de  z  par  rap- 
port à  .27  et  à  jK.  Et  il  restera  à  exprimer  que  cette  fonction  H,  une 
fois  calculée,  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  en  9. 

Cette  équation,  il  est  vrai,  est  écrite  avec  les  variables  indé- 
pendantes p,,  po,  qui  sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure. 
Si  l'on  substitue  ^,jk  à  p,,  pa,  elle  prendra  évidemment  la  forme 

(12)  A  -—  +  B  -^ — --  -;-  C  — -;•  -h  D  —  -f-  K  -y-  =0. 

ox-  (jx  Oy  oy-  ox  oy 

Pour  déterminer  les  rapports  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  nous 
nous  appuierons  sur  sa  propriété  caractéristique,  et  nous  écrirons 
qu'elle  admet  les  solutions  particulières 

Nous  obtiendrons  ainsi  les  conditions  suivantes  : 
D  =  E-^o,         A/-i-Bs-+-C<  =  o, 


(')  LÉVY  (Maurice),  Sur  une  réduction  de  l'équation  à  différences  par- 
tielles du  troisième  ordre  qui  régit  les  familles  de  surfaces  susceptibles  de 
faire  partie  d'un  système  triple  orthogonal   (  Comptes  rendus,  t.  LXXVII, 

p.  i/|35  ;  1S73). 
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qui  permettent  d'écrire  l'équation  sous  la  forme  (*) 


(i3) 


()'-0         .  ,  ..  ,<J2  0 


-^[ii-^P')t-{i'^g')r]j^-r-[pqr-{i  +  p^)s]~  =  o. 


Il  suffira  d'y  remplacer  0  par  la  valeur  (i  i)  de  H,  pour  obtenir  le 
résultat  de  M.  Maurice  Lévy, 

En  désignant,  pour  abréger,  par  AQ  le  premier  membre  de 
l'équation  (i  3),  A  étant  un  symbole  d'opération,  l'équation  du  troi- 
sième ordre  deviendra 

(i4)  AH  =  o. 

50.  Il  importe  de  remarquer  que  l'équation  précédente,  oii 
l'expression  seule  de  H  changera,  s'applique  au  cas  où  x,  y,  z 
seraient  des  coordonnées  relatives  à  des  axes  qui  seraient  les 
mêmes  pour  tous  les  points  d'une  même  surface,  mais  varieraient 
avec  m;  car  ces  coordonnées  relatives  sont  des  fonctions  linéaires 
des  coordonnées  absolues,  dont  les  coefficients  dépendent  simple- 
ment de  u]  et,  par  suite,  elles  conservent  toutes  les  propriétés  des 
coordonnées  absolues  sur  lesquelles  nous  nous  sommes  appuyés. 

Nous  allons  appliquer  cette  remarque  à  la  détermination  des 
surfaces  invariables  de  forme  qui  peuvent,  en  se  déplaçant,  en- 
gendrer une  famille  de  Lamé.  A  cet  effet,  nous  prendrons  des 
axes  mobiles  invariablement  liés  à  la  surface  et  par  rapport  aux- 
quels elle  aura  toujours  la  même  équation,  et  nous  choisirons 
comme  variables  indépendantes  u  et  les  coordonnées  relatives  .r, 
y.  L'équation  du  problème  sera  alors  l'équation  (i4)î  l'expression 
seule  de  H  changera,  et  nous  devons  la  calculer  de  nouveau.  Il 
nous  suffira,  pour  cela,  d'appliquer  la  formule  (46)  du  Chapitre 
précédent  (n"  10),  d'après  laquelle  Wdu  est  égal  à  la  grandeur 
du  déplacement,  quand  ce  déplacement  s'effectue  suivant  la  nor- 
male à  la  surface  considérée. 

Dans  le  cas  actuel,  si  Vxdu^  Vydu^  Vzdu  désignent  les  projec- 
tions sur  les  axes  mobiles  du  déplacement  du  point  de  coordon- 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  n"  108  (I"  Partie,  p.  i37). 
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nées  x^  y^  z,  on  a 

/  v^du  =  dx  -\-  (%o+  ^z  —  -(y)  du, 
(i5)  ^.  Vydu  =  dy-\-('^Q-hyx  —  a.z)du, 

[   (.',  du  —  dz  +  (  Yo  +  ajK  ^  ? ^)  du, 

a,  j3,  y,  ao,  [3o,  yo  désignant  les  composantes  des  trois  rotations 
et  des  trois  translations  par  lesquelles  on  passe  du  système  d'axes 
mobiles  aux  axes  infiniment  voisins.  La  surface  de  paramètre  u 
ne  variant  pas  de  forme,  on  aura  d'abord 

dz  ^  p  dx  -+-  q  dy, 
et  il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  suivantes  : 

par  lesquelles  on  exprime  que  le  déplacement  a  lieu  suivant  la 
normale.  Si  dn  désigne  la  grandeur  de  ce  déplacement,  on  aura 

dn  =  yv%  -f-  t^j.  -t-  v'i  du  =  v-\J i  -h/j^h-  q-  du  =  H  du. 

Cette  équation,  jointe  aux  précédentes,  nous  donne 

(iG)    H  =  yp-'^^p -  i^o'y  ^ '^(y  +  g^) - P(^ -^p^)  - y(g^—P7). 

et  l'équation  (i4)  deviendra 

r,K    y-^it. «A     ^+/^^ A    '1^-py 


PA  --^l^"        _.^A 


\J  \ -\- p'^ -^  q"'  y/i -t-/)2-|-y2  ^i^pt^qï 

(17)  1 

On  peut  l'écrire  sous  une  forme  plus  élégante  en  introduisant 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  définis  par  les  relations 

,  „  c       c'        c"  I 

(18) 


p         q  -I  ^y^pi^qi 

Elle  devient  ainsi 

(   a  A(c"j'  —  c' z')  H-  j3  A(c:;  —  c" x)  -t-  y  A(c':p  —  c^) 
{       -t-  ao  Ac  -i-  Po  ^C  +  Yo  Ac" 
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Comme  elle  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  ii, 
elle  se  décomposera  généralement  en  plusieurs  autres. 

Par  exemple,  si  l'on  veut  une  surface  qui,  dans  un  déplacement 
quelconque,  engendre  une  famille  de  Lamé,  il  faudra  satisfaire 
aux  six  équations  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de 
a,  p,  y,  ao,  j3o,  yo-  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  sphères  et  les 
plans.  Si  Ton  ne  veut  considérer  que  des  translations  quelconques, 
il  suffira  que  l'on  ait 

Ac  =  o,         Ac'=o,         Ac"=o. 

Dans  tous  les  cas,  on  voit  que,  si  l'équation  est  vérifiée  pour  deux 
déplacements,  elle  le  sera  pour  tous  ceux  qui  résultent  de  leur 
composition.  Cela  résulte  de  sa  forme,  linéaire  par  rapport  aux 
rotations  et  aux  translations. 

51.  La  surface  la  plus  générale  sera  évidemment  celle  qui  n'en- 
gendre que  par  un  seul  mouvement  une  famille  de  surfaces  fai- 
sant partie  d'un  système  triple.  Pour  une  telle  surface,  les  rap- 
ports de  ao,  ^oj  Yo>  °c,  ^3,  y  doivent  être  des  constantes.  Le  mouve- 
ment de  la  surface  sera  donc  hélicoïdal.  Supposons  que  l'axe  de 
ce  mouvement  ait  été  pris  pour  axe  des  :;,  on  aura 

«0  =   Po  =  3t  =   P  =  o,  TO  =  —  /^'ï» 

k  désignant  une  constante,  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  de 
la  surface  deviendra 

,      ,  .  qx  —py  -^  k 

(  20  )  A  \         ^       =  o. 

D'ailleurs  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

Ajji  =  o 
admettant  toujours  l'intégrale 

où  «oi  •  •  «j  «4  sont  des  constantes,  on  voit  qu'on  aura  des  solu- 
tions particulières  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troi- 
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sième  ordre  (20)  en  intégrant  l'équation  du  premier  ordre 

(21)  ^  "^  =  ao(a:^^-\-y^-\-  z-) -i-  aix  -^  a^y  -^a^z  +  a-^. 
^  V -f-  p'^ -\-  q'^ 

Si  l'on  se  borne,  en  particulier,  à  l'équation 

(22)  qx — py  +  k  —  a\/i-i-p'^-h  q-, 

on  obtiendra  des  surfaces  remarquables  que  l'on  peut  caracté- 
riser par  la  propriété  suivante  :  elles  sont  superposables  aux  sur- 
faces qui  leur  sont  parallèles  ;  leur  équation  aux  dérivées  partielles 
s'intègre  d'ailleurs  sans  difficulté.  Prenons,  en  effet,  comme  va- 
riables indépendantes  les  coordonnées  semi-polaires 


p  =  ^x--^y'^,         a)  =  arctang  — j 
l'équation  (22)  deviendra 

et  sous  cette  forme  on  aperçoit  immédiatement  qu'elle  admet 
une  intégrale  complète,  somme  d'une  fonction  de  p  et  d'une  fonc- 
tion de  w.  Elle  a  pour  expression 


(^4) 


'-f\^{h-i-ky-a^---'-^d?-^C, 


h  et  C  étant  deux  constantes.  De  cette  intégrale  complète,  qui  re- 
présente un  hélicoïde  développable,  on  pourra  déduire,  par  les 
procédés  connus,  l'intégrale  générale, 

52.  Il  reste  maintenant  à  déterminer  toutes  les  surfaces  qui 
peuvent,  en  prenant  plusieurs  mouvements  différents,  engendrer 
une  famille  de  Lamé.  Cette  question,  qui  avait  été  posée  dans 
notre  Cours  de  1890-91,  a  fait  l'objet  d'un  assez  grand  nombre  de 
travaux;  mais  elle  n'a  pas  encore  été  résolue  d'une  manière  com- 
plète. M.  Lucien  Lévj  a  d'abord  démontré,  en  1891  ('),  le  ré- 
sultat suivant  : 


(')  Lévy  (Lucien),  Noie  sur  le  déplacemenl  d'une  figure  de  forme  inva- 
riable {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  "i' séTie,  t.  XV,  p.  76;  mars  1891) 
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Les  seules  surfaces  qui  puissent,  en  prenant  tous  les  dépla- 
cements parallèles  à  un  plan  donné  (P)^  engendrer  une  fa- 
mille de  Lamé  sont  les  sphères,  les  plans  et  les  cylindres  dont 
les  génératrices  rectilignes  sont  perpendiculaires  au  plan  (P). 

Et  de  là  on  peut  évidemment  déduire  que  : 

Les  sphères  et  les  plans  sont  les  seules  suif  aces  cjui  puissent, 
dans  tous  les  déplacements  possibles,  engendrer  une  famille 
de  Lamé. 

En  1890,  M.  P.  Adam  a  étendu  la  première  proposition  de 
M.  Lévy  au  cas  oii,  parmi  les  déplacements  parallèles  au  plan 
(P),  on  se  borne  à  considérer  les  translations  (*)•  A  cette  occa- 
sion, M.  Goursat  a  publié  une  démonstration  géométrique  très 
simple  par  laquelle  on  peut  établir  que  les  sphères  et  les  plans 
sont  les  seules  surfaces  qui  puissent,  dans  tous  les  déplacements 
possibles,  engendrer  une  famille  de  Lamé  (-).  Enfin,  M.  J.  Ber- 
trand a  montré  de  la  manière  la  plus  simple,  par  la  Géométrie, 
que  la  proposition  précédente  subsiste  encore  lorsque,  au  lieu  de 
tous  les  déplacements  possibles,  on  considère  seulement  des 
translations  (^).  Voici  la  démonstration  de  M.  Bertrand. 

Soit  (S)  la  surface  cherchée  qui,  en  prenant  un  mouvement 
de  translation  quelconque,  fait  naître  une  famille  de  Lamé.  Si 
l'on  prend  un  point  A  sur  cette  surface,  et  si  l'on  imprime  une 
translation  arbitraire  parallèle  à  la  normale  en  A,  cette  normale 
sera  une  trajectoire  orthogonale  de  la  famille  ainsi  engendrée; 
elle  devra  être,  par  conséquent,  l'intersection  de  deux  surfaces 
appartenant  aux  deux  autres  familles  qui  composent  le  système 
triple.  Ces  deux  surfaces  seront  évidemment  des  cylindres  engen- 
drés par  la  translation  des  deux  lignes  de  courbure  de  (S)  qui 
passent  en  A.  Et  de  là,  il  résulte  immédiatement  qu'en  tout 
point  de  chacune  de  ces  lignes  de  courbure  le  plan  principal  de 


(')  P.Adam,  Sur  les  systèmes  orthogonaux  {Comptes  rendus,  t.  CXXI, 
p.  812). 

(^)  E.  GounsAT,  Sur  les  systèmes  orthogonaux  {Comptes  rendus,  l.  GXXI, 
p.  S83). 

(^)  J.  Bertrand,  Note  sur  un  théorème  de  Géométrie  {Comptes  rendus. 
l.  CXXI,  p.  <j2.). 
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la  surface  (S)  est  parallèle  à  la  normale  en  A.  Ainsi  la  surface  (S) 
doit  être  telle  que,  si  l'on  prend  deux  quelconques  de  ses  points 
sur  une  même  ligne  de  courbure,  la  normale  en  l'un  des  points 
doit  être  parallèle  au  plan  principal  relatif  à  l'autre.  Donc  : 

Les  normales  en  tous  les  points  d'une  même  ligne  de  courbure 
de  (S)  sont  parallèles  à  un  même  plan. 

Comme  ces  normales  doivent  former  une  surface  développable, 
il  faudra  nécessairement  que  la  ligne  de  courbure  soit  plane  el 
située  dans  un  plan  normal  à  la  surface. 

La  notion  de  la  représentation  sphérique  montre  immédiate- 
ment que  cette  condition  ne  peut  être  réalisée,  pour  toutes  les 
lignes  de  courbure,  par  avicune  surface  à  lignes  de  courbure  dé- 
terminées. Car  il  n'existe  sur  la  sphère  aucun  sjstème  formé  de 
familles  de  grands  cercles  se  coupant  à  angle  droit.  La  surface, 
si  elle  n'est  pas  développable,  est  donc  nécessairement  une 
sphère. 

Si  elle  est  développable,  on  reconnaît  immédiatement,  en  pre- 
nant une  de  ses  lignes  de  courbure  curvilignes,  qu'elle  se  réduit 
àuncjlindre;  et,  en  effet,  la  translation  d'un  cvlindre  quelconque 
fait  naître  une  famille  de  Lamé.  Mais,  dans  ce  cas,  une  rotation 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre  ne 
donne  plus  naissance  à  une  famille  de  Lamé,  à  moins  que  le  cy- 
lindre ne  se  réduise  à  un  plan. 

On  le  voit,  jusqu'ici  le  résultat  le  plus  étendu  est  celui  que 
l'on  doit  à  M.  Adam,  et  qui  fait  connaître  toutes  les  surfaces  qui, 
pour  deux  translations  différentes,  engendrent  une  famille  de 
Lamé. 

53.  Pour  compléter  ces  indications,  je  signalerai  différentes 
recherches  de  MM.  Lucien  Lévj  et  Petot  (  *  )  relatives  aux  surfaces 


(')  Lucien  L?;vy,  Sur  les  systèmes  triplement  orthogonaux  où  les  surfaces 
d'une  même  famille  sont  égales  entre  elles  {Journal  de  Liouville,  4'  série, 
t.  VIII,  p.  35i;  iSg-i).  —  Sur  les  systèmes  de  surf  aces  triplement  orthogonaux 
(^Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  de  l'Académie 
royale  de  Belgique^  t.  LIV;  1896).  —  Pktot  (A.),  Sur  certains  systèmes  de 
coordonnées  sphérigues  et  sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  correspon- 
dants (Comptes  rendus,  t.  CX.II,  p.  1426;  juin  1891).  —  5m/-  les  surfaces  sus- 
ceptibles d'engendrer,  par  un  déplacement  hélicoïdal,  une  famille  de  Lamé 
{Comptes  rendus,  t.  CWIII,  p.  1409). 
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qui,  par  une  simple  translation  ou  par  un  seul  mouvement  héli- 
coïdal, engendrent  une  famille  de  Lamé.  On  doit  en  particulier  à 
M.  Petot  une  interprétation  géométrique  élégante  de  l'équation 
fondamentale  (17).  Voici  l'énoncé  du  résultat  obtenu  par  M.  Petot  : 

La  congruence  engendrée  par  la  droite  qui,  pour  chaque 
point  de  la  surface  cherchée,  joint  les  deux  centres  de  cour- 
hure  géodésique  des  lignes  de  courbure  appartient  à  un 
complexe  linéaire. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  raisonnerons  comme  il 
suit  : 

Considérons  un  point  particulier  M  de  la  surface  cherchée, 
et  prenons  pour  axes  des  x,  des  y  et  des  s,  les  tangentes  princi- 
pales et  la  normale  en  ce  point.  Le  symbole  AQ  prendra  la  forme 
simple 

'  dxdy 

et  si  l'on  remarque  que  /?,  q,  s  sont  nulles  pour  le  point  M,  on 
verra  facilement  que  l'équation  (17)  se  réduit  à  la  suivante 

/     r  X  ,  .  s  ds  r,     às 

(25)  ^(,_,.)^ao--l-P„^-=o. 

Or,  un  calcul  facile  donne  les  coordonnées  des  centres  de  cour- 
bure géodésique  des  deux  lignes  de  courbure  et,  par  suite,  les 
équations  de  la  droite  qui  réunit  ces  deux  points.  Ces  équations 
sont  les  suivantes  : 

Z  =  o,        X^-Y^=^-/-. 
oy  ox 

La    condition    (aS)    exprime    que    le    point   de    coordonnées 

-)  "j  o  se  trouve  sur  la  droite  précédente.  Or  ce  point,  on 

le  reconnaîtra  aisément,  est  le  foyer  du  plan  tangent  dans  le  mou- 
vement hélicoïdal  qui  engendre  la  famille  de  Lamé.  Ainsi  se 
trouve  établi  le  résultat  de  M.  Petot  : 

Le  foyer  du  plan  tangent  à  la  surface  dont  le  mouvement 
hélicoïdal  engendre  une  famille  de  Lamé  se  trouve  en  ligne 
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droite  avec  les  deux  centres  de  courbure  géodésique  des  deux 
lignes  de  courbure  relatifs  au  point  de  contact  du  plan  tan- 
gent. 

En  d'aiilres  termes, 

Si  une  surface  (S)  engendre,  dans  un  mouvement  hélicoïdal, 
une  famille  de  Lamé^  la  droite  qui,  dans  chacun  de  ses  plans 
tangents,  joint  les  deux  centres  de  courbure  géodésique  des 
lignes  de  courbure  pour  le  point  de  contact  de  ce  plan  appar- 
tient au  complexe  linéaire  des  droites  qui,  dans  le  mouvement 
hélicoïdal  considéré,  sont  normales  aux  vitesses  de  tous  leurs 
points. 

Si  l'on  revient  aux.  axes  primitifs,  on  pourra  énoncer  la  con- 
clusion suivante  :  Les  six  quantités 

Ac,     Ac',     Ac",     A(c"j'  —  c'^),     ti.{cz  —  c"x)^     ù^ic'x  —  cy) 
sont  liées,  dans  tous  les  cas,  par  la  relation  identique 

(26)       Ac  A(c"jK  —  c' z)  -r-  Ac'A(cs  —  c" x)  -H  Ac"A(c'a7  —  cy)  —  o; 

par  suite,  il  existe  une  droite,  déterminée  par  les  trois  équations, 
toujours  compatibles, 


{■>-) 


où  X,  Y,  Z  désignent  les  coordonnées  courantes. 

Cette  droite,  située  dans  le  plan  tangent  de  la  surface,  j  joint 
les  centres  de  courbure  géodésique  des  deux  lignes  de  courbure 
qui  se  croisent  au  point  de  contact  du  plan  tangent.  L'équation 
aux  dérivées  partielles  (19)  exprime  simplement  qu'elle  appar- 
tient à  un  complexe  linéaire  déterminé  ('). 


('  )  Au  moment  où  s'imprime  cette  partie  de  mes  Leçons,  M.  E.  Cosserat  com- 
munique à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  rendus,  t.  CXXIV,  p.  1426; 
juin  1897)  un  élégant  théorème  qui  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

La  cyclide  de  Dupin  peut  engendrer  une  famille  de  Lamé  dans  une  infinité 
de  mouvements  dijD'erents ;  ces  mouvements  résultent  de  la  composition  de 


ZAc' 

-  Y  Ac"  = 

=  A(c'.^- 

-cyi 

XAc" 

-  ZAc  = 

=  ^{c"x- 

-cz), 

YAc  - 

-XAc'. 

-Hcy  - 

-c'x), 
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54.  Dans  les  développements  qui  précèdent,  nous  avons  sup- 
posé que  l'équation  de  la  famille  de  surfaces  était  résolue,  soit  par 
rapport  à  u,  soit  par  rapport  à  z.  Nous  considérerons  maintenant 
le  cas  où  cette  équation  est  de  la  forme  générale 

(28)  ^{x,y,z,u)  =  o 

et  ne  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables  qu'elle 
contient.  La  quantité  que  nous  avons  désignée  par  H  aura  ici 
pour  valeur 

du 

(29) 


\/m-m-m 


deux  rotations  autour  des  droites  D,  A,  par  lesquelles  passent  les  plans  des 
deux  séries  de  lignes  de  courbure  de  la  surface. 

On  peut  rattacher  la  démonstration  de  ce  résultat  aux  remarques  suivantes  : 

Considérons  une  famille  de  sphères  (S)  ayant  leurs  centres  sur  une  ligne 
droite  D.  Leurs  trajectoires  orthogonales  sont  situées  dans  des  plans  passant 
par  D.  Si,  sur  une  des  sphères  (Sj),on  trace  une  courbe  quelconque  (C^),  toutes 
les  trajectoires  orthogonales  qui  rencontrent  (C„)  engendreront  une  surface  (Jo) 
dont  elles  seront  des  lignes  de  courbure  planes.  Les  autres  lignes  de  courbure 
de  (J(,)  seront  situées  sur  les  sphères  (S).  Cette  surface  appartiendra  donc  à  la 
classe  de  celles  qui  ont  été  déterminées  par  Joachimsthal  et  dont  il  est  question 
aux  n°"  92  et  suiv.  des  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (I"  Partie,  Livre  IL 
Chap.  I). 

Faisons  tourner  autour  de  D  la  surface  (  Jo);  ses  positions  successives  (J),  étant 
coupées  à  angle  droit  et  suivant  des  lignes  de  courbure  par  les  sphères  (S), 
engendreront  une  famille  de  Lamé,  en  vertu  de  la  réciproque  du  théorème  do 
Dupin. 

Pour  obtenir  la  troisième  famille  qui,  avec  les  sphères  (S)  et  les  surfaces  (J), 
complète  le  système  triple,  il  faudra  construire  sur  la  sphère  (Sj)  toutes  les 
courbes  (D(,)  qui  coupent  à  angle  droit  les  diverses  positions  de  la  courbe  (Co) 
lorsqu'elle  tourne  autour  de  D.  Les  trajectoires  orthogonales  des  sphères  qui  ren- 
contrent une  même  courbe  (D„)  engendrent  des  surfaces  (K)  qui  formeront  la 
troisième  famille  cherchée. 

Parmi  les  courbes  (D,,),  quelques-unes  se  réduiront  à  des  cercles;  ce  sont  celles 
qui  partent  des  points  où  la  tangente  à  (Cu)  est  située  dans  un  même  plan  avec  D. 
Toutes  les  autres  seront  identiques  de  forme  et  se  déduiront  de  l'une  d'elles  par 
une  simple  rotation  autour  de  D.  On  les  déterminera  par  une  quadrature. 

Il  y  aura  des  propriétés  analogues  pour  les  surfaces  (K).  Quelques-unes  seront 
de  révolution  ;  les  autres  seront  identiques  et  se  déduiront  de  l'une  d'elles  par  une 
rotation  autour  de  D. 

La  cyclide  de  Dupin  pouvant,  de  deux  manières  différentes,  être  regardée 
comme  une  surface  de  Joachimsthal,  on  retrouve  ainsi  la  proposition  de  M.  Cos- 
scrat. 
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OU,  en  posant -ji  =:  cp'  et  conservant  les  notations  précédentes, 

(3o)  H=— =X==. 

s/^l  -^  fl  +  ?^ 

Toutes  les  équations  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ 
(3i)  ^t,u  =  o,        S(vW  =  o,  (      '       )  =  o, 


subsistent  sans  modification  quand  on  y  remplace  u  par  o,  en 
traitant,  dans  les  dérivations,  u  comme  une  constante.  En  effet, 
comme  ces  équations  sont  celles  qui  déterminent  les  directions 
principales,  et  comme  u  demeure  constante  pour  chaque  surface, 
il  importe  peu  que  l'équation  de  la  famille  soit  résolue,  ou  non, 
par  rapport  à  u.  Ainsi  on  aura 

Quant  à  l'équation  du  troisième  ordre,  elle  est  toujours  la  même 
(33)  ^^ff^^A-Hg-^o; 

et  comme  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


(34) 


d  oli  —  Hxd^x  —  112  0?  ^y  —  ïi^doz  =  o, 


qui  ne  contient  que  des  différentielles  prises  en  laissant  u  con- 
stant, on  pourra  supposer  que  les  dérivées  de  H  y  soient  prises 
en  supposant  u  constant.  En  éliminant  vi,  w^,  on  trouvera  comme 
précédemment 


(35) 


!  Hu  H22     H33  H23  Hi3  H12 

Ifll  «?22        933  ?23  fl3  «?12 

I  l              I  O            O  O 

2(pi  00  O  1^3  <f2 

O  2Ç2         O  (fs  O  <pi 

O  O          2©3  Cp2  <?1  O 


mais  ici  toutes  les  dérivées  doivent  être  prises  en  laissant  u  con- 
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stant.  On  voit  qu'en  définitive  l'équation  exprime  une  relation 
entre  les  dérivées  partielles  par  rapport  k  x,  y,  z  des  deux  fonc- 
tions Q  et  z>'=  T  •  D'ailleurs,  cette  relation  n'est  pas  nécessaire- 
^        ^        du  '  ^ 

ment  identique,  et  il  suffît  qu'elle  soit  une  conséquence  de  la 
relation  qui  lie  u  à  x,  y,  :;. 

L'équation  précédente,  étant  mise  sous  forme  irrationnelle,  ne 
peut  toujours  être  employée  utilement.  Aussi  allons-nous  la  cal- 
culer dans  sa  forme  rationnelle  et  entière.  A  cet  effet,  reprenons 
l'équation 

(30)  ^^ViW/cOik  =  o, 

et  appliquons-lui  la  méthode  déjà  suivie  plus  haut  (n"^  10  et  suiv.) . 
Prenons  le  o^  du  premier  memhre;  on  aura  évidemment 

D'autre  part,  la  différenliation  des  deux  équations 

(38)  0-j)f  =  G,  OçH-'^O 

nous  donne  les  relations 

l    OaC/     -+-0(,O/    -+-    W/OoCp'    =  G, 
(    O^ptï'/,  H- 0,vCf/,--f-  iUO<v<?    =  O. 

Remplaçant  w/,  u/,  par  leurs  valeurs,  on  trouve 


f    0:fW/c  H-  0,v?/,  —  -V  Oiv?   =  O. 

On  a,  d'autre  part, 

(40  oç cp,-;t  =  2  ?'' '• ''^■''  "^  '^'i'^  °?  "  ==  2 '^'^  '?''^"''  ~  V  2  '^''* 

Tenant  compte  de  ces  dernières  relations,  on  ramènera  l'équa- 
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tion  du  troisième  ordre  à  la  forme 


(4^0 


où  1  on  aura 


^'^!f^^i'iw^:<»a-  =^^Biki>nvk  =  o, 


Bm-  =  ?' ^  (  ?/'  ?'■/./*  —  2 


Oih  ^/ch  ) 


(43) 


h  h 


On  obtiendra  ainsi  l'équation  final( 


(44) 


Bn      B, 


B23       Bt3       Bj2 


1 

2Cft 


<j'22  933 

l  1 

O  O 

O.Wj  o 

o  2Cp3 


>23 
?23 
O 
O 

?3 
?2 


?12 
O 


qui  n'est  pas  beaucoup  plus  compliquée  que  celle  où  figure  la 
fonction  u.  Ce  résultat  offrira  quelque  intérêt  si  l'on  songe  au 
nombre  de  termes  qu'aurait  pu  introduire  le  calcul  des  dérivées 
secondes  et  troisièmes  de  u,  considérée  comme  fonction  implicite 
de  X,  y,  z. 

En  développant  le  déterminant,  on  trouvera 


(45) 


<?l[B23(?22—  «fsa)  -+-  'Ï'23(B33—  B22)]  "i"  •  • 
[<P2[2Bi2Cp23—  2B23«f21-H  (B22—  B33)cpi3-f- 


???3[2Bi 


2B23?31-+-(B3 


B,,)< 


?l«f2?3[Bii(cp22—  'f33)  -*-  B22((f33 


813(^33  <?22)]  ■ 

Bl2(«?22  —  ^33)]  ■ 
633(^11  —  922)] 


les  termes  non  écrits  se  déduisant  de  ceux   des  trois   premières 
lignes  par  des  permutations  circulaires. 


CHAPITRE  V. 

LES    FAMILLES    DE    LAMÉ    FORMÉES    AVEC    DES    QUADRIQUES. 


On  cherche  d'abord  la  condition  pour  que  des  quadriqucs  à  centre  unique,  ayant 
les  mômes  plans  principaux,  forment  une  famille  de  Lamé,  et  l'on  est  conduit, 
en  appliquant  la  méthode  générale  du  Chapitre  précédent,  à  une  relation  dif- 
férentielle entre  les  axes,  qui  a  été  obtenue  dès  1867  par  M.  Maurice  Lévj'.  — 
On  fait  aussi  connaître  la  méthode  suivie  par  M.  Maurice  Lévy,  ainsi  que  l'in- 
terprétation géométrique  qu'il  en  a  donnée  :  la  relation  diflérenticlle  exprime 
que  l'une  quelconque  des  lignes  ombilicales,  c'est-à-dire  l'une  quelconque  des 
lignes  décrites  par  les  ombilics,  est  normale  aux  surfaces  qui  composent  la  fa- 
mille.—  Il  résulte  de  là  que  les  familles  de  quadriqucs  cherchées  sont  déter- 
minées dès  que  l'on  se  donne  a  priori  une  ligne  plane  quelconque  qui  servira 
de  ligne  ombilicale.  —  C'est  ce  que  permettent  d'ailleurs  d'établir  quelques 
considérations  de  Géométrie  pure  relatives  aux  ombilics  des  quadriqucs,  —  Le 
cas  particulier  où  l'une  des  lignes  ombilicales  se  réduit  à  une  droite  a  été  ren- 
contré par  M.  G.  Humbcrt.  Alors  les  onze  autres  lignes  ombilicales  sont  des 
droites,  et  les  surfaces  qui  composent  la  famille,  tangentes  à  huit  plans  iso- 
tropes, font  aussi  partie  d'un  réseau  ponctuel;  on  peut  déterminer  les  deux 
autres  familles  qui  complètent  le  système  triple.  —  Cas  où  l'une  des  lignes 
ombilicales  est  un  cercle,  une  conique,  etc.  —  Revenant  au  problème  général, 
on  remarque  qu'on  peut  encore  le  résoudre  sans  employer  la  ligne  ombilicale 
et  par  une  méthode  directe  qui  peut  se  rattacher  à  un  principe  général.  — 
Applications  particulières  de  celte  nouvelle  méthode.  — La  proposition  relative 
aux  lignes  ombilicales  ne  s'applique  pas  seulement  aux  familles  composées  de 
surfaces  du  second  degré;  on  peut  établir  qu'elle  est  vraie  pour  des  surfaces 
quelconques  formant  une  famille  de  Lamé;  la  démonstration  repose  sur  la  con- 
sidération de  la  forme  des  lignes  de  courbure  dans  le  voisinage  d'un  ombilic. 
—  Cette  proposition  générale,  une  fois  établie,  conduit  à  la  conséquence  sui- 
vante :  si  des  quadriqucs  à  axes  inégaux  forment  une  famille  de  Lamé,  les  plans 
principaux  de  ces  surfaces  coïncident  nécessairement;  par  suite,  les  recherches 
précédentes  n'ont  pas  un  caractère  aussi  particulier  qu'on  aurait  pu  le  supposer, 
et  elles  font  connaître  toutes  les  familles  de  Lamé  composées  de  quadriqucs  à 
axes  inégaux.  —  D'une  manière  générale,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante :  si  une  famille  de  Lamé  est  composée  de  surfaces  ayant  chacune  des 
plans  de  symétrie,  les  plans  de  symétrie  de  ces  surfaces  doivent  coïncider, 
excepté  dans  certains  cas  particuliers  qui  sont  nettement  indiqués.  —  Démons- 
tration de  cette  proposition  générale;  son  application  aux  surfaces  du  second 
degré;  son  interprétation  géométrique.  Simple  énoncé  d'une  proposition  ana- 
logue relative  aux  surfaces  anallagmatiques.  —  Le  Chapitre  se  termine  par 
l'étude  d'un  problème  qui  doit  conduire  encore  à  des  familles  de  Lamé  formées 
de  quadriqucs  :  on  sait  que  les  surfaces  lieux  des  points  tels  que  la  somme 
ou  la  différence  de  leurs   distances   à  deux  surfaces  fixes  (A),  (B)  soit  con- 
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stante  forment  un  système  double  orthogonal,  c'est-à-dire  se  distribuent  en 
deux  familles  distinctes  de  surfaces  orthogonales  :  on  demande  dans  quel  cas  on 
peut  compléter  le  système  et  adjoindre  aux  deux  familles  différentes  une  troi- 
sième famille  composée  de  surfaces  coupant  les  précédentes  à  angle  droit.  — 
Mise  en  équation  du  problème;  on  démontre  par  la  Géométrie  que,  si  l'on  né- 
glige des  solutions  déjà  étudiées,  cette  troisième  famille  doit  être  composée  de 
surfaces  du  second  degré  dont  les  génératrices  rectiiigncs  seront  les  normales 
aux  surfaces  (A)  et  (B).  —  Les  axes  de  ces  quadriques  doivent  satisfaire  à  des 
équations  différentielles  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  qui  ont  été,  pour  la  première  fois,  intégrées  par  Halphen.  —  Intégra- 
tion nouvelle  de  ces  équations.  —  Cas  particulier  des  surfaces  dépourvues  de 
centre,  traité  par  une  méthode  directe;  les  fonctions  elliptiques  sont  remplacées 
par  des  logarithmes,  sauf  dans  un  cas  spécial  où  la  solution  devient  algébrique 
et  a  déjà  été  donnée  par  M.  J.-.\.  Scrret.  —  Démonstration  géométrique  simple 
relative  à  ce  cas  spécial.  —  Indication  d'un  sujet  de  recherche  relatif  aux 
lignes  de  courbure  de  la  surface  lieu  des  points  pour  lesquels  la  somme  ou  la 
différence  des  dislances  à  deux  droites  fixes  est  constante. 


5o.  Nous  allons  faire  des  applications  de  l'équation  démontrée 
à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  et  nous  chercherons  d'abord  tous 
les  systèmes  orthogonaux  qui  comprennent  une  famille  formée  de 
surfaces  à  centre  du  second  degré,  ajant  toutes  les  mômes  plans 
principaux. 

Soit 

a72  y2  ^2 

l'équation  de  ces  surfaces,  où  A,  B,  G  sont  des  fonctions  inconnues 
du  paramètre  u  de  la  famille.  En  exprimant  que  l'équation  (45) 
du  Chapitre  précédent  est  vérifiée,  on  trouvera 

^J^(^  +  ^-t-  ^V(B  — C)A^A-t-(G-A)B^B+(A~B)C^G]  =  o. 


tion  différentielle 

(2)  (B  — C)A^A+(G  — A)B^B-4-(A-B)G^G  =  o. 

C'est  l'équation  obtenue  par  M.  Maurice  Lévj  en  1867  (')•  Nous 


(')  LÉVY  (Maurice),  Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  orthogonales 
et  en  particulier  sur  celles  qui  comprennent  une  famille  quelconque  de  sur- 
faces du  second  degré  {Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  43'  Cahier,  p.  157). 


FAMILLES  FORMEES  AVEC  DES  QUADRIQUES.  97 

allons  reproduire  d'ailleurs  le  raisonnement  direct  par  lequel 
l'éminent  géomètre  a  établi  cette  condition. 

Les  surfaces  orthogonales  à  la  famille  définie  par  l'équation  (i) 
peuvent  évidemment  être  déterminées  de  la  manière  suivante  : 
comme,  d'après  le  théorème  de  Dupin,  elles  coupent  les  surfaces 
données  suivant  leurs  lignes  de  courbure,  elles  sont  individuelle- 
ment engendrées  par  ces  lignes  de  courbure,  et  l'équation  de 
chacune  d'elles  (S)  résultera  de  l'élimination  de  «  entre  l'équa- 
tion (i)  et  la  suivante 

rp2  y2  ^2 

où  t  sera  une  fonction  de  u  à  déterminer.  D'ailleurs,  pour  une 
valeur  donnée  de  u,  cette  dernière  équation  représente  une  sur- 
face homofocale  et  orthogonale  à  celle  qui  est  définie  par  l'équa- 
tion (i);  il  faudra  donc  que,  lorsqu'on  considérera  à  part  les 
surfaces  représentées  par  l'équation  précédente  (3),  leur  enve- 
loppe coïncide  avec  la  surface  (S).  Donc  l'équation 

(1)  ^(A-0       d(B-n       ^(c-o„_^ 

^■'^  (A-o'     ^  (B-n-^-^      (C-0-^         ' 

obtenue  en  difi'érentiant  par  rapport  à  u  la  précédente  (3),  devra 
être  une  simple  conséquence  des  équations  (i)  et  (3). 

Or,  en  retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on 
obtient  la  suivante 

,5)  -      ■'"  ■  ^'  ■  "         ~~ 


A(A  — O       B(B  — 0        G(G  — O 

qui  est  homogène  et  doit,  par  suite,  se  réduire  à  l'équation  (4). 
En  écrivant  donc  que  les  deux  équations  ont  leurs  coefficients 
proportionnels,  on  trouvera 


(6) 


Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  qua- 

driques  définies  par  l'équation  (i)  forment  une  famille  de  Lamé. 

Ces  conditions  résultent  de   l'élimination  des  fonctions  arbi- 


A(dX- 

-dt) 

B(dB- 
-        B- 

-dt) 
-t 

C(dC- 

-dt) 

A- 

- 1 

-        G- 

- 1 
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traires  m  et  n  entre  les  équations  suivantes 

!A d\  =  (mA.-h  n)du, 
BdB  =  {mB-^-n)du,        t  dt  =  (mt  +  n)  du; 
CdC  =  {mC-^n)du; 

de  sorte  que  A,  B,  G  seront  trois  solutions  particulières  d'une 
équation  difTérentielle  de  la  forme  suivante  : 

(8)  j  dy  =  (my -h  n)du, 

où  m  el  n  désignent  deux  fonctions  arbitrairement  choisies  de  u; 
t  en  sera  la  solution  générale,  et  la  constante  arbitraire  qui  entrera 
dans  cette  solution  sera,  suivant  les  limites  entre  lesquelles  elle  va- 
riera, le  paramètre  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  familles  qui  com- 
plètent le  système  orthogonal. 

En  remplaçant  u  par  une  fonction  convenablement  choisie,  on 
peut  toujours  réduire  à  l'unité  l'une  des  fonctions  m,  n.  Ainsi  la 
solution  précédente  ne  comporte  qu'une  fonction  arbitraire  d'une 
variable. 

56.  Si  l'on  élimine  m  et  n  entre  les  trois  premières  relations  (7), 
on  retrouve,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  la  condition  (2). 
M.  Maurice  Lévy  a  donné  une  interprétation  géométrique  de 
cette  relation  différentielle.  Désignons  sous  le  nom  de  ligne  om- 
bilicale la  ligne  engendrée  par  l'un  des  ombilics  des  surfaces  qui 
composent  la  famille  donnée  :  la  condition  (2)  exprime  que  cette 
ligne  ombilicale  est  norm,ale  à  toutes  les  surfaces. 

On  peut,  comme  il  suit,  confirmer  celte  interprétation.  Consi- 
dérons, par  exemple,  les  ombilics  définis  par  les  équations 

3,2  y1  x^  yi 

(9)  -"^«'  A-^^=''         Â^^-^B^^='- 

Pour  que  la  ligne  ombilicale  soit  normale  à  la  surface,  il  faudra 
que  l'on  ait 

X  dy       y  dx 

(10)  --a"^"B~- 

L'élimination  de  x^^y  entre  ces  équations  conduit  précisément 
à  la  relation  différentielle  (2). 
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Les  équations  (9),  (10)  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  A, 
13,  C  et  nous  donnent 

_  x{x  dx  -I- y  dy  ) 
dx 
,     .  ;  R       yi^dx^ydy) 

(")  \^=  -dy ' 

^  ^  xy{dx-^-\-dy'>-) _ 
dx  dy 

Ces  expressions  de  A,  B,  C  donnent  évidemment  la  solution  de 
l'équation  générale  (2).  On  voit  que  la  famille  de  quadriques  est 
déterminée  dès  que  l'on  connaît  une  de  ses  lignes  ombilicales. 
Quelques  remarques  de  pure  Géométrie  vont  nous  permettre  de 
rendre  compte  de  ce  fait  intéressant. 

57.  Rappelons  d'abord  quelques  résultats  très  simples,  relatifs 
à  la  disposition  des  ombilics  sur  une  quadrique. 

Ces  ombilics  sont  évidemment  les  points  où  se  croisent  deux 
génératrices  rectilignes  isotropes  de  la  surface.  Or,  comme  il  y  a 
quatre  points  d'intersection  de  la  surface  avec  le  cercle  imaginaire 
de  l'infini,  il  y  a  sur  la  surface  huit  génératrices  isotropes,  qui  se 
coupent  d'abord  en  ces  quatre  points,  puis  en  douze  autres  points, 
à  distance  finie,  qui  sont  les  ombilics.  Ces  huit  génératrices  iso- 
tropes forment  six  quadrilatères  gauches  dont  les  sommets  sont 
des  ombilics,  et  chacun  de  ces  quadrilatères  est  situé  sur  une 
sphère,  qui  est  tangente  à  la  quadrique  aux  quatre  sommets  du 
quadrilatère.  On  a  ainsi  trois  couples  de  sphères  qui  ont  leur 
centre  sur  les  axes.  Quatre  au  plus  des  ombilics  sont  réels. 

D'après  cela,  soit  (L)  une  ligne  ombilicale  et  M  un  de  ses  points. 
Construisons  les  deux  droites  isotropes  situées  dans  le  plan 
normal  à  (L)  en  ce  point.  Ces  deux  droites  (f/),  i^d!)  seront  évi- 
demment symétriques  par  rapport  au  plan  de  (L),  et  elles  devront 
appartenir  à  celle  des  quadriques  qui  est  normale  en  M  à  (L). 
Cette  quadrique,  dont  les  plans  de  symétrie  sont  donnés,  sera  évi- 
demment déterminée  par  la  condition  de  contenir  trois  points  de 
((/),  et  alors  elle  contiendra  aussi  (c^')  pour  raison  de  symétrie. 
Donc,  les  axes  A,  B,  C  devaient  s'exprimer,  comme  nous  l'avons 

trouvé,  en  fonction  de  jc,  jk,  -7-- 
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Si  une  sphère  de  rayon  nul  décrit  la  ligne  (L),  elle  a  pour 
enveloppe  une  développable  isotrope  (A)  qu'elle  touche  à  chaque 
instant  suivant  les  droites  (d),  (d').  Comme  ces  droites  sont  des 
génératrices  isotropes  des  quadriques,  on  peut  conclure  : 

i"  Que  la  développable  (A)  est  tangente  à  toutes  les  quadriques 
de  la  famille  qui  admet  (L)  pour  ligne  ombilicale; 

2°  Que  les  sections  de  (A)  par  les  autres  plans  principaux  sont 
des  lignes  ombilicales  situées  dans  ces  plans. 

Cette  proposition  nous  conduit  immédiatement  à  une  intéres- 
sante conséquence,  signalée  par  M.  G.  Humbert  (').  Si  l'une  des 
lignes  ombilicales  est  une  droite,  la  développable  (A)  se  réduit  à 
deux  plans  isotropes;  les  quadriques  sont  tangentes  à  ces  deux 
plans;  et,  par  suite,  elles  sont  aussi  tangentes  à  six  autres  plans, 
symétriques  des  premiers,  soit  par  rapport  au  centre,  soit  par 
rapport  aux  deux  plans  principaux  qui  ne  contiennent  pas  la 
droite  ombilicale.  Les  onze  autres  lignes  ombilicales  sont  donc  des 
droites. 

De  même,  si  l'une  des  lignes  ombilicales  est  un  cercle,  la  dé- 
veloppable isotrope  passant  par  ce  cercle  se  réduit  à  deux  sphères 
de  rayon  nul  ;  toutes  les  autres  lignes  ombilicales  sont  des  cercles 
situés  sur  ces  sphères  de  rayon  nul,  ou  svir  d'autres  sphères  symé- 
triques des  premières,  soit  par  rapport  au  centre,  soit  par  rapport 
à  des  plans  principaux. 

En  particulier,  si  quatre  ombilics  situés  dans  un  même  plan 
principal  sont  fixes,  les  autres  lignes  ombilicales  sont  des  cercles, 
et  les  quadriques  forment  une  famille  de  Lamé. 

Les  surfaces  homofocales  ordinaires  sont  caractérisées  par  cette 
propriété  que  l'une  des  lignes  ombilicales  est  une  conique  admet- 
tant les  axes  de  symétrie  des  surfaces  elles-mêmes. 

58.  Le  cas  signalé  par  M.  Humbert  donne  lieu  à  des  formules 
particulièrement  intéressantes.  Supposons  que  l'un  des  ombilics, 
celui,  par  exemple,  qui  est  donné  par  les  formules  (9),  décrive 


(')  G.  Humbert,  Sur  les  normales  aux  quadriques  {Comptes  rendus,  t.  CXI, 
p.  968;  décembre  1890). 
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la  droite  définie  par  les  équations 

=  (j<  -H  P)  COSCp, 


y  =  (u-i-  et)  Sllicp 

OÙ  a,  1^,  tp  sont  des  constantes  et  u  un  paramètre  variable. 

L'application  des  formules  (ii)  nous  donnera,  pour  les  axes, 
des  expressions  très  élégantes 

(i3)     A=(m+P)(«-4-y),      B=(z<+a)(t<-f-Y),     G  =  (u -\- a)(u-^  ^), 

la  constante  y  étant  déterminée  par  la  relation 

(i4)  a  sin^iy -1- j3  cos^o  =  Y- 

Les  qnadriques  auront  pour  équation 

Elles  feront  partie  à  la  fois  d'un  réseau  ponctuel  et  d'un  réseau 
tangentiel.  Leurs  huit  points  communs  se  confondront,  deux  par 
deux,  avec  les  quatre  points  fixes  où  elles  rencontrent  le  cercle  de 
l'infini,  et  elles  seront  toutes  tangentes  aux  droites  qui  joignent 
ces  quatre  points  au  centre. 

L'équation  qui  déterminerait  les  surfaces  trajectoires  orthogo- 
nales serait  ici  la  suivante 

(i6)  ^^  ==  ^(3ji  + a -t-p  + y) -(«  +  «)(« -^  PX"-^T)- 

On  en  connaît  trois  solutions  particulières  : 

(17)     f  =(„-!- p)(jf-t-Y),       t={u-hx){u-h-y),       t  ={u-{-a)(u-h^). 

M.  Humbert  a  montré  qu'on  peut  l'intégrer  par  l'application 
d'une  méthode  que  j'ai  fait  connaître  autrefois  ('),  et  qui  permet 
d'obtenir  l'intégrale  générale,  quand  on  connaît  un  nombre  suffi- 
sant de  solutions  particulières. 


(')  Voir  différentes  Communications  dans  les   Comptes  rendus  (t.  LXXXVI, 
I"  semestre  1878)  et  le  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  algébriques  du 

dv 
premier  ordre  et  du  premier  degré  en  -—  {Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, 2*  série,  t.  II). 
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L'application  de  celle  mélhode  donne  ici  Tinlégrale  générale 
su  i  va  nie 

(i8)     i  [^  -  («  +  P)(«  +  Y)]P-n^ -("  +  =')( «  +  T)]^-=' 

(  x[<-(«-Ha)(«  +  3)]5«-?  =  const. 

de  l'équalion  (i6). 

59.  Revenons  au  cas  général  ;  la  relation  différenlielle  enlreles 
carrés  des  axes  appartient  à  la  classe  de  celles  qui  ont  été  l'objet 
des  recherches  de  PfafT.  Nous  en  avons  donné  vine  première  solu- 
tion générale  en  employant  le  théorème  de  M.  Maurice  Lévj, 
relatif  à  la  ligne  ombilicale.  On  peut  encore  la  résoudre  de  la 
manière  suivante  : 

Mettons-la  sous  la  forme  (  '  ) 

B(C- A)rf(B  -  A)^  G(B-A)f^(C  — A). 

Si  l'on  pose,  en  excluant  le  système  des  surfaces  homofocales, 

(19)  '         C  —  \  =  u,         B-X  =  ut, 

elle  deviendra 

Bd(ut)=  Ctclu, 


(')  Cette  solution  nouvelle  peut  se  rattacher  à  un  principe  général  : 
Supposons  qu'on  veuille  trouver  les  fonctions  d'une  variable  les  plus  générales 
satisfaisant  à  une  équation  telle  que  la  suivante 

Ldx-+-  M  dy  -h  N  dz  =  0, 

où  L,  M,  N  sont  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z.  Si  l'on  connaît  une  solution 
particulière  fournie  par  les  équations 

t  =  o{x,y,z),        V  =  '^{x,  y,  z), 

oix  t  ci  V  désignent  deux  constantes  arbitraires,  il  suffira  de  substituer  à  deux  des 
variables,  à  x  tl  a  y  par  exemple,  les  fonctions  t  et  v.  L'équation  à  résoudre 
prendra  la  forme 

L'  dt  +  M'  dv  +  N'  dz  =  o; 

mais,  comme  elle  doit  être  vérifiée  par  les  hypothèses  dt  =  o,  dv  =  o,  N'  sera  nul 
et  il  viendra  simplement 

L'  dt  -h  M'  dv  =  o, 

équation  qui  fournira  z  et  permet  de  prendre  pour  v  une  fonction  quelconque  de  t. 
Ici  on  peut  prendre  pour  t  et  v  les  différences  B  —  A,  C  —  A. 
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OU  encore 

Budt  ^(C~B)tdu=  u(i—  t)tdu. 

Cette  équation,  jointe  aux  précédentes,  permet  d'obtenir  les 
valeurs  de  A,  B,  C,  et  l'on  trouve  ainsi 


'5jt«(.-01, 


d 

IH 

(>-o)  /  B=.(i-Oï^' 

Ces  formules  résolvent  la  question  proposée  ;  il  suffira  d'y 
prendre  pour  u  une  fonction  quelconque  de  t.  De  même  que  la 
précédente,  cette  nouvelle  solution  montre  qu'il  y  aura  une  infi- 
nité de  familles  de  Lamé  algébriques,  formées  avec  des  quadriques 
à  plans  principaux  communs. 

Comme  application,  proposons-nous  de  rechercher  si  toutes  les 
quadriques  de  la  famille  peuvent  faire  partie  d'un  réseau  tan- 
gentiel,  c'est-à-dire  sont  tangentes  à  huit  plans  définis  par  des 
équations  telles  que  les  suivantes  : 

±  mx  ±  ny  zhpz  —  q. 
[1  faudra  que  A,  B,  C  satisfassent  à  la  relation 

Si  Ton  substitue  les  valeurs  (20)  de  A,  B,  C  et  si  l'on  pose 

s-  =  m--r-  n--hp'-, 
il  viendra  l'équation 

Si  s-  est  nul.  ou  se  trouve  dans  le  cas  spécial  signalé  par 
M.  Humbert  et  auquel  correspondent  les  expressions  (i3)  de  A, 
B,  G.  Sinon  on  obtient  une  équation  linéaire  dont  l'intégrale  gé- 
nérale sera 

C|  désignant  une  constante  arbitraire. 


I04  LIVRK    I.  —   CHAPITRE    V. 

60.  En  terminant  ce  qui  concerne  les  systèmes  orthogonaux 
précédents,  nous  présenterons  les  deux  remarques  suivantes  : 

D'abord,  la  proposition  relative  à  la  ligne  ombilicale  qui  nous 
a  été  utile  dans  l'élude  de  ces  s^ystèmes  se  rattache  à  la  proposi- 
tion plus  générale  suivante,  que  le  lecteur  trouvera  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité  de  M.  Maurice  Lévy. 

Si  l'on  construit  les  lignes  ombilicales  pour  toutes  les  sur- 
faces qui  forment  une  famille  quelconque  de  Lamé,  chacune 
de  ces  lignes  est  une  trajectoire  orthogonale  pour  toutes  les 
surfaces  dont  elle  contient  un  ombilic. 

Pour  établir  cette  proposition,  il  importe  de  rappeler  une  pro- 
priété caractéristique  des  lignes  de  courbure  dans  le  voisinage 
d'un  ombilic  (').  Si  l'on  prend  d'abord  un  point  ordinaire  M  sur 
une  surface,  il  passe  en  général  deux  lignes  de  courbure  par  ce 
point  5  et  si  l'on  trace  {fig.  3«)  une  petite  courbe  fermée  con- 
vexe (G)  autour  de  M,  les  arcs  de  ces  deux  lignes  de  courbure 
situés  à  l'intérieur  de  (G)  ont,  pour  chacune  d'elles,  des  tangentes 
faisant  un  angle  infiniment  petit  avec  la  tangente  en  M;  ou,  si  l'on 
veut,  les  droites  qui  joignent  chaque  point  d'une  ligne  de  cour- 
bure à  M  font  un  angle  infiniment  petit  avec  la  tangente  en  M, 
tant  que  le  point  considéré  est  à  l'intérieur  de  (G).  Les  trajec- 
toires orthogonales  qui  partent  des  différents  points  de  (G)  forment 
un  tube,  et  ce  tube  est  partagé  en  quatre  cloisons  par  les  trajec- 
toires orthogonales  qui  rencontrent  l'une  ou  l'autre  des  deux 
lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  M. 

Au  contraire,  pour  un  ombilic,  il  y  aura,  à  l'intérieur  de  la 
courbe  (G),  des  parties  de  lignes  de  courbure  jouissant  de  pro- 
priétés toutes  différentes  :  la  tangente  en  chaque  point  de 
l'une  de  ces  lignes  tournera  d'un  angle  fini  quand  le  point  se 
déplacera  sur  la  ligne  elle-même  sans  sortir  de  la  région  limitée 
par  la  courbe  (G)  {fig.  36).  Gette  propriété  se  conservera  évi- 
demment sur  toutes  les  autres  surfaces  de  la  famille,  aux  environs 
du  point  où  elles  sont  coupées  par  la  trajectoire  orthogonale 
issue  de  Mj  et,  par  conséquent,  ce  point  sera  aussi  un  ombilic. 

(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (  IV"  Partie,  Note  VII,  p.  448)- 
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Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposition  de  M.  Maurice  Lévj. 
Dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré,  on  en  déduit  immé- 
diatement le  corollaire  suivant  : 

Si  des  sur/aces  du  second  degré  à  axes  inégaux  forment 
une  famille  de  Lamé,  les  plans  principaux  de  toutes  ces  sur- 
faces coïncident  nécessairement. 

En  eflfet,  soit  (S)  l'une  de  ces  surfaces  et  M  un  de  ses  ombilics, 
situé  dans  un  des  plans  principaux  (P).  Puisque  la  ligne  ombili- 
cale décrite  par  M  est  normale  à  (S),  il  faudra  que  sa  tangente 


Fiff.  3  6. 


en  M  soit  située  dans  le  plan  (P).  Donc,  si  l'on  considère  les  po- 
sitions successives  du  plan  (P),  il  faudra,  ou  bien  qu'elles  coïn- 
cident, ou  bien  que  la  caractéristique  de  (P),  c'est-à-dire  son 
intersection  avec  le  plan  infiniment  voisin,  passe  par  M.  Or,  il  est 
impossible  que  la  caractéristique  de  (P)  passe  par  les  quatre  ombi- 
lics situés  dans  le  plan  (P).  Donc,  ce  plan  de  symétrie  devra 
être  commun  à  toutes  les  surfaces. 


61.  On  voit  ainsi  que  la  recherche  des  familles  de  Lamé 
formées  avec  des  quadriques  à  centre  unique  et  à  axes  inégaux  se 
ramène  à  l'étude  du  cas,  en  apparence  si  particulier,  que  nous  ve- 
nons d'examiner.  A.u  reste,  ce  résultat  peut  se  rattacher  à  une 
proposition  plus  générale  et  plus  large  que  nous  allons  établir. 
Nous  allons  montrer  que,  si  une  famille  de  Lamé  est  composée  de 
surfaces  ayant  chacune  un  plan  de  symétrie,  les  plans  de  symétrie 
de  toutes  ces  surfaces  doivent  coïncider,  excepté  dans  certains 
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cas  particuliers  qui  sont  nettement  indiqués  par  la  démonstration 
elle-même  (  '  ). 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  fex-ons  usage  d'une  pro- 
priété, déjà  signalée  au  n"o4,  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre  qui  définit  le  paramètre  d'une  famille  de 
Lamé.  Cette  équation  peut  être  considérée  comme  établissant  une 

relation  entre  les  dérivées  partielles  de  deux  fonctions  cp  et  cp'  =  -r-^ , 

prises  par  rapport  k  x,  y^  z  seulement.  On  pourra  donc,  dans 
l'étude  du  problème,  rapporter  les  surfaces  à  des  axes  qui  seront 
variables  quand  on  passera  d'une  surface  à  une  autre,  à  la  seule 
condition  de  calculer  exactement  o'. 

Alors  les  coordonnées  x^y,  z  d'un  point  fixe  de  l'espace  seront 
des  fonctions  de  u  dont  les  dérivées  par  rapport  à  cette  variable 
seront  données  par  des  équations  de  la  forme 

(■i4)      ^=ao+[i.-Y^,      -^^  =  Po  +  Y^-a.',      -^^=  ^^,-^  ay  -  ,x, 

a,  j^,  y,  7.0,  ^0,  yo  étant  les  composantes,  changées  de  signe,  des 
trois  rotations  et  des  trois  translations  par  lesquelles  on  passe  du 
système  d'axes  choisi  à  celui  qui  se  rapporte  à  la  surface  infini- 
ment voisine  de  paramètre  u  -\-  du.  Soit  donc 

(25)  ?(^)  JK,  z,  u)=  o 

l'équation  de  la  surface  rapportée  à  des  axes  mobiles.  La  dérivée 
du  premier  membre  par  rapport  à  u  sera 

d(f        àv  dx        do  dy        à-f  dz 
du        dx  du        df  du        dz  du 
OU 

-^  -^-Çl(ao-^  P^  — YJK)-i-<f2(3o-4-T^  — a2)-f-03(Yo-l-aj^—  ^x). 
Telle  est  l'expression  qu'il  faut  mettre  dans  H  à  la  place  de  o'. 


(')  Le  lecteur  reconnaîlra  aisément  que  la  proposilion  subsiste  encore  lorsqu'il 
existe  pour  chaque  surface,  non  plus  un  plan  de  symétrie,  mais  seulement  un  ou 
plusieurs  plans  qui  coupent  partout  la  surface  à  angle  droit. 
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ce  qui  donne 

formule  que  l'on  pourrait  encore  obtenir  en  suivant  la  méthode 
développée  au  n°  50. 

Cela   posé,  reprenons  l'équation   du  troisième  ordre,  sous  la 
Corme  donnée  au  n°  4i, 

(2")  -  -  —  «^  037 -i-. .  .=  o  ; 

^    '  dx^ 

et  supposons  que  les  axes  mobiles  aient  été  choisis  de  telle  ma- 
nière que  le  plan  des  xy  soit  le  plan  de  symétrie  de  la  surface.  Si 
l'on  affecte  le  symbole  cl  à  lu  ligne  de  courbure  suivant  laquelle 
ce  plan  de  symétrie  coupe  la  surface,  on  aura 

dz  =  0,         ùx  —  o,         oj'  =  o  ; 
de  sorte  que  l'équation  précédente  se  réduira  à  la  forme  simple 

oz     ■  dx  -f-  ■ dy)  =  os  rf     — -      =0. 

yOxôz  OyOz-^J  \dz  ! 

On  aura  donc,  en  tous  les  points  de  la  section  (K)  par  le  plan 
de  symétrie, 

(?.8)  ^  =  const. 

Il  reste  à  calculer  -— • 

Oz 
Or  on  peut  évidemment  supposer  que  l'équation  (^5)  de  la 
surface  ne  contienne  que  les  puissances  paires  de  ;:.  Il  en  sera 

donc  de  même  de  ç»,,  cpo,  j- '  ^\',  et,  par  suite,  les  dérivées  de 
ces  fonctions  par  rapport  à  z  s'annuleront  avec  z,  c'est-à-dire 
pour  tous  les  points  du  plan  de  symétrie. 

Cette  remarque  bien  simple  nous  montre  que,  pour  tous  les 
points  de  ce  plan,  l'expression  de  H  donnée  par  la  formule  (26) 
aura  pour  dérivée,  par  rapport  à  z,  l'expression 

^  ^  P?i  —  «?2+  ?33(yo+  «r  —  P^) ^ 

àz  v^(f  2  -1-  cp2 
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de  sorte  que  l'équation  suivante 

(30}  [p<pj_a(p2^cp33(Yo4-a7— P^)]2=C2(ï?  +  ?i), 

où  C  désigne  une  constante,  devra  être  vérifiée  en  tous  les  points 
de  la  section  (K). 

Si  a,  [3,  Yo  et  C  ne  sont  pas  nulles,  cette  équation  ne  se  réduira 
pas  à  une  identité.  Supposons  que  la  forme  des  surfaces  choisies 
la  rende  impossible  :  il  faudra  que  l'on  ait 

(3i)  a  =  p  =  Yo=o,         G  =  o. 

Or  les  trois  premières  équations  expriment  que,  lorsqu'on  passe 
d'une  surface  à  la  surface  infiniment  voisine,  le  mouvement  du 
système  d'axes  choisi  est  tel  que  le  plan  des  xy  glisse  sur  lui- 
même.  Donc  ce  plan  de  symétrie  demeurera  invariable  et  res- 
tera le  même  pour  toutes  les  surfaces. 

62.  Appliquons  ces  remarques  aux  surfaces  du  second  degré. 
La  section  par  le  plan  principal  ayant  pour  équation 

(32)  cp(ar,jK)  =  o, 

on  devra  avoir  la  relation  (3o)  oiî  îpjs  sera  nécessairement  une 
constante.  Si  C  n'est  pas  nulle,  l'équation  (3o)  représentera 
donc  une  conique  qui  devra  être  identique  à  la  section  de  la  sur- 
face par  son  plan  de  symétrie.  On  déduit  de  là,  et  de  la  compa- 
raison des  deux  équations  (3o)  et  (32),  que  les  droites  représen- 
tées par  les  équations 

sont  tangentes  à  la  section  principale;  ce  qui  ne  peut  arriver,  on 
s'en  assure  aisément,  que  dans  le  cas  où  cette  section  se  réduit  à 
un  cercle,  ou  bien  à  deux  droites,  c'est-à-dire  lorsque  la  quadrique 
se  réduit  à  un  cône  ou  à  une  surface  de  révolution.  On  sait,  en 
effet,  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  quadriques  peuvent  faire 
partie  d'une  famille  de  Lamé  sans  que  leurs  plans  de  symétrie 
coïncident.  Laissons  donc  cette  hypothèse  de  côté,  et  faisons 
C  =  o. 

Supposons,  en  outre,  pour  embrasser  tous  les  cas,  la  section 
principale  rapportée  à  un  de  ses  axes  de  symétrie  et  à  la  tangente 
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au  sommet,  de  sorte  que  l'équation  de  la  surface  deviendra 

hx-  -4-  •i\x.x  -\-  ky-  -i-  l::-  —  o. 
Alors  on  devra  avoir,  pour  tous  les  points  de  la  section  principale, 

P(/tar-t-  ii)  —  ixky-+-  l(-(o-^^y—  P^)  =  o, 
ce  qui  entraîne  nécessairement  les  conditions 

^{h—l)  =  o,         a(A  — 0  =  0,         /yo+P[ji  =  o. 

Si  l'une  des  quantités  /,  h  —  l^  k  —  /  est  nulle,  la  surface  est, 
ou  cylindrique,  ou  de  révolution.  Ecartons  ces  deux  hypothèses 
et  nous  retomberons  sur  les  équations  (3i).  Nous  pouvons  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  fois  qu'une  famille  de  Lamé  est  composée  de 
surfaces  du  second  degré  qui  ne  sont  ni  coniques,  ni  cylin- 
driques, ni  de  révolution^  les  plans  principaux  de  toutes  ces 
surfaces  coïncident . 

63.  Revenons  au  cas  général.  On  peut  donner  une  interpréta- 
tion élégante  de  l'équation  (3o).  Considérons  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation 

(33)  ç(a-,jK,-,  «)  =  o, 

et  admettant  le  plan  des  xy  pour  plan  de  symétrie  ;  menons-lui  la 

normale  en  un  point  quelconque  {x,y^  z).  Celte  droite  aura  pour 

équations 

X  — 37  _  Y— y  _  7.  —  Z 

?1  ~  ?2  ~         ?3        ' 

et  le  point  où  elle  coupera  le  plan  de  symétrie  sera  défini  par 
les  formules 

(34)  Z=„,         X=.-ili,         Y=^-iJ. 

Si  le  pied  de  la  normale  se  rapproche  d'un  point  M  de  la  section 
(K)  par  le  plan  de  symétrie,  z  tendra  vers  zéro,  ^  aura  pour 
limite  ©33  et  le  point  (X,  Y),  défini  par  les  équations  précédentes, 


IIO  LIVRE    I.   —    CHAPITRE    V. 

deviendra  le  centre  de  courbure  principal  relatif  à  la  section  nor- 
male en  M  au  plan  de  symétrie. 

En  appelant  x' ,  y'  les  coordonnées  de  ce  centre,  p  le  rayon  de 
courbure  principal  correspondant,  on  aura  donc 

(35)  x=X-  —  ,  y^y-^-,  9  =  -—^ -^ 

<f33  ?33  ^33 

et  la  formule  (3o)  prendra  la  forme  suivante  : 

(3G)  Cp  =  aj''— ^j^'-hyo; 

ce  qui  veut  dire  que  le  rayon  de  courbure  doit,  ou  bien  être  con- 
stant si  a  et  [3  sont  nuls,  ou  bien  être  proportionnel  à  la  distance 
du  centre  de  courbure  à  une  droite  du  plan.  Cette  droite,  repré- 
sentée par  l'équation 

aj— piP  +  Yo  =  o, 

est  d'ailleurs  le  lieu  des  points  du  plan  de  symétrie  dont  la  vitesse 
est  parallèle  au  plan;  c'est-à-dire  c'est  la  caractéristique  du  plan, 
ou  l'intersection  du  plan  avec  sa  position  infiniment  voisine.  Si  C 
devait  être  nul,  le  centre  de  courbure  serait  sur  cette  droite. 

On  peut  encore,  pour  interpréter  la  condition  précédente, 
remarquer  que  la  sphère  admettant  pour  centre  le  centre  de  cour- 
bure et  pour  rayon  le  rayon  de  courbure,  c'est-à-dire  la  sphère 
osculalrice  en  M  à  la  surface  suivant  la  direction  normale  au  plan 
de  symétrie,  doit  couper  sous  un  angle  constant  tout  plan  fixe 
passant  par  la  caractéristique,  ou  bien  avoir  son  rayon  constant 
si  cette  caractéristique  est  rejelée  à  l'infini.  Nous  avons  donc  le 
théorème  suivant  : 

Pour  que  des  surfaces  qui  forment  une  famille  de  Lamé 
et  ont  toutes  des  plans  de  symétrie  soient  disposées  de  telle 
manière  que  ces  plans  de  symétrie  ne  coïncident  pas,  il  est 
nécessaire  que  toutes  les  sphères  osculatrices  à  chacune  de  ces 
sut  faces,  en  tous  les  points  de  la  section  par  un  plan  de  symé- 
trie et  suivant  la  direction  normale  à  ce  plan,  coupent  sous 
un  angle  constant  l'un  quelconque  des  plans  qui  passent  par 
la  caractéristique  du  plan  de  symétrie^  ou  qu'' elles  aient  un 
rayon  constant  si  cette  caractéristique  est  rejetée  à  V infini. 
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Ci.  Appliquons  cette  proposition  à  la  recherche  des  familles 
de  Lamé  composées  de  surfaces  de  révolution.  Alors  tout  plan 
passant  par  l'axe  de  révolution  sera  un  plan  de  symétrie.  Si  l'on 
a  choisi  cet  axe  pour  axe  des  x^  on  aura  ici 


et  p  sera  la  portion  de  la  normale  à  la  section  méridienne  com- 
prise entre  l'axe  et  le  pied  de  la  normale.  L'équation  (36)  de- 
viendra donc  ici 

(3-)  Cp  =  Yo-?:^^'. 

En  général,  il  n'y  a  pas  une  relation  aussi  simple  entre  la  nor- 
male à  la  méridienne  et  l'abscisse  du  point  où  elle  coupe  l'axe.  Il 
faut  donc  que  l'on  ait 

(38)  C  =  o,         Yo=o,         p  =  o, 

et  ces  relations  devront  avoir  lieu  pour  tous  les  méridiens.  Les 
deux  dernières  expriment  donc  que  ni  la  translation,  ni  la  rota- 
tion infiniment  petite  du  système  d'axes  choisis  ne  jieuvent  avoir 
de  composante  normale  à  l'axe  de  révolution.  En  d'autres  termes, 
V axe  doit  demeurer  fixe  et  rester  le  même  pour  toutes  les 
surfaces.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  nous  l'avons 
vu  (n"  M). 

Mais  supposons  qu'il  existe,  entre  p  et  x' ,  une  relation  de  la 
forme  (07).  Alors,  si  0  =  0,  on  a  une  sphère;  si  ^  =  o,  on  a, 
soit  une  sphère,  soit  un  cylindre  de  révolution.  Dans  tous  les 
autres  cas,  la  méridienne  se  réduit,  soit  à  une  droite,  soit  à  un 
cercle.  Les  surfaces  correspondantes  sont  donc,  soit  des  sphères, 
soit  des  cylindres  ou  des  cônes  de  révolution.  Ces  cas  d'exception 
étaient  à  {)révoir  :  on  sait,  par  exemple,  que  l'on  peut  former  une 
famille  de  Lamé  avec  des  cônes  assujettis  uniquement  à  avoir  le 
même  sommet,  ou  avec  des  cylindres  assujettis  seulement  à  avoir 
leurs  génératrices  rectilignes  parallèles  à  une  droite  fixe. 

Nous  nous  contenterons  seulement  d'énoncer  une  proposition 
analogue  à  la  précédente,  et  pour  la  démonstration  de  laquelle 
nous  renverrons  le  lecteur  à  un  travail  déjà  cité  ('). 


(  '  )  Mémoire  sur  la  théotie  des  coordonnées  cur^'il  ignés  et  des  systèmes  or 
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Si  une  famille  de  Lamé  est  composée  de  surfaces  anallag- 
m.atiques  ('),  les  sphères  par  rapport  auxquelles  les  diverses 
surfaces  sont  anallagmatiques  doivent  coïncider,  à  moins  que 
la  condition  suivante  ne  soit  remplie. 

Considérons  la  section  (K)  de  chaque  surface  par  la  splière 
(S)  relativement  à  laquelle  elle  est  anallagmatique,  et  con- 
struisons, en  chaque  pointM  de  cette  section,  la  sphère  oscula- 
trice  à  la  surface  suivant  la  direction  normale  à  (K).  Cette 
sphère  osculatrice  devra  couper  sous  un  angle  constant,  quel 
que  soit  le  pointM^  le  plan  radical  de  (S)  et  de  la  sphère  ana- 
logue relative  à  la  surface  infiniment  voisine. 

65.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  développant  ici  une  ap- 
plication;  qui  s'y  rattache  naturellement,  de  la  méthode  indiquée 
auxn°^  10  et  11.  Proposons-nous  la  solution  du  problème  suivant. 

On  sait  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  doubles  orthogo- 
naux définis  de  la  manière  suivante  :  la  première  famille  est  for- 
mée des  surfaces  (S),  lieux  des  points  pour  lesquels  la  somme  des 
distances  à  deux  surfaces  fixes  (A)  et  (B)  est  constante;  la 
deuxième  est  formée  des  surfaces  (S'),  lieux  des  points  pour  les- 
quels la  différence  des  distances  aux  mêmes  surfaces  (A)  et  (B) 
est  constante.  On  demande  si  l'on  peut  compléter  le  système  et 
adjoindre  aux  deux  familles  de  surfaces  (S),  (2')  une  troisième 
famille,  formée  de  surfaces  (S)  qui  les  coupent  à  angle  droit. 

Comme  les  courbes  d'intersection  des  surfaces  (S),  (S')  sont 
les  mêmes  que  celles  des  surfaces  parallèles  aux  deux  surfaces 
fixes  (A)  et  (B),  il  est  clair  que  le  problème  posé  est  identique 
au  suivant  : 

Étant  données  les  surfaces  parallèles  à  deux  surf  aces  fixes 
(A)  et  (B),  y  a-t-il  une  troisième  famille  de  surfaces  les  cou- 
pant à  angle  droit? 


thogonaux  {Annales  de  l'École  Normale,  2^  série,  t.  YII,  p.  i36-i38;  1878).  On 
déduit  de  cette  proposition  la  détermination  de  toutes  les  familles  de  Lamé  for- 
mées avec  des  cyclides  générales. 

(')    Voir,  pour  la  définition  des  surfaces  anaUagmaliques,  Leçons  sur  la  théorie 
des  surfaces  (I"  Partie,  p.  258,  n"  172). 
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Appelons  v  et  w  les  paramètres  des  deux  familles  données  de 
surfaces  parallèles,  et  u  le  paramètre  de  la  famille  cherchée.  Les 
conditions  du  problème  s'expriment  par  les  relations  suivantes  : 

(^9)         ^'r  -+-<-"!  +^•'3    ~  I,  «Vf   -^  W|  -I-  IV|=  I,  ZuV=zO,  0„«'  =  O, 

qui  rentrent  dans  le  tjpe  déjà  examiné  au  n°  10.  En  appliquant 
la  méthode  que  nous  avons  fait  connaître,  on  en  déduira  les  rela- 
tions 

puis 

(40  22  *"'  ^""^  ^"  ""^"  ~~  '^  ^"*  "^  ^  "^  "' 

/     k 

et  des  équations  semblables  pour  çp,  ce  qui  conduira  à  deux  équa- 
tions du  troisième  ordre  pour  la  fonction  u. 

66.  Mais  la  question  se  simplifie  beaucoup  si  l'on  emploie  des 
considérations  géométriques.  Les  surfaces  de  paramètres  v,  w 
étant  parallèles  et  orthogonales  aux  surfaces  de  paramètre  ?/, 
leurs  normales,  qui  sont,  pour  elles,  des  trajectoires  orthogonales, 
doivent  être  nécessairement  situées  sur  les  surfaces  de  para- 
mètre u.  Ces  surfaces  doivent  donc  pouvoir  être  engendrées  de 
deux  manières  différentes  par  une  droite,  ce  qui  exige  qu'elles 
soient,  ou  des  plans,  ou  des  surfaces  du  second  degré. 

Le  cas  où  elles  sont  des  plans  a  été  déjà  traité  (Chap.  II)  et 
fournit  la  solution  la  plus  générale  du  problème. 

Le  cas  véritablement  intéressant  est  celui  où  l'on  suppose  que 
les  surfaces  de  paramètre  u  sont  du  second  degré;  nous  allons 
l'étudier  en  détail,  en  nous  bornant  au  cas  où  leurs  axes  sont 
inégaux. 

Comme  les  surfaces  forment  une  famille  de  Lamé,  elles  devront 
avoir  les  mêmes  plans  principaux.  Commençons  par  supposer 
qu'elles  aient  un  centre  et  que  leur  équation  soit 

(42)  ax^-^  by^-{- cz^=  i. 
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a,  b^  c  désignant  des  fonctions  de  u.  On  devra  avoir  ici 

1  pf  -4-    p|       -I-     f?      —  I, 

(43)  . 

f    axV]  4-  6j'P2  -^  czv^  =  o, 


(44) 

axwi+  byw^-^  czw^=^  o, 

et,  en  appliquant  l'équation  (4o), 

av\  -\-  bv\  -+-  c(^|  =  o, 


(45) 


aw\ 


Ces  équations  sont  d'ailleurs  géométriquement  évidentes  :  elles 
expriment  que  les  normales  aux  surfaces  de  paramètres  p,  w  sont 
les  génératrices  rectilignes  de  la  surface.  En  écrivant  que  la 
deuxième  équation  (43)  et  la  première  (43)  sont  compatibles, 
c'est-à-dire  que  leur  crochet  est  nul,  on  trouvera  après  quelques 
réductions 

{46)     \ 

{  -^  {c'^a -\- a^c'){zvi  —  xv^y=o, 


ua- 


et  une  équation  semblable  pour  w.  Or  en  combinant  les  éq 
lions  (42),  (43)7  (45),  on  obtient  la  suivante  : 

(47)         ab{xv^  —  y^\)'^-^  bc{yv^  —  zviy-+-  ac{zvi  —  xVzY^o. 

Ces  deux  dernières  équations  (46),  (4?)  devant  être  vérifiées 
aussi  quand  on  y  remplace  v  par  w,  il  faut  qu'elles  soient  iden- 
tiques l'une  à  l'autre;  ce  qui  donne  comme  conditions 

a'^b'  -\-b-a'  _  b^c'-\-c^-b'  _  c^a'-hci^c' 
^^   '  ab  ~  bc  ^  ac 

Si  l'on  revient  aux  notations  primitives  et  si  l'on  écrit  l'équation 
des  quadriques  cherchées  sous  la  forme  déjà  emplojée 

y;%  y2  ^2 

(49)  A+-B  +  C='' 
les  équations  précédentes  deviennent 

(50)  G(^A  -i-  c/B)=  B(rfA  H-ûfG)=  A(arB4-  f/C), 
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et  elles  définissent  complètement  le  système  cherché.  On  verra 
sans  peine  qu'elles  entraînent,  comme  cela  devait  être,  la  rela- 
tion (2). 

67.  Les  équations  (5o)  ont  été  intégrées  pour  la  première  fois 
par  Halphen  ('  ). 

Voici  une  méthode  nouvelle  et  très  simple  pour  efTectuer  cette 
intégration.  Portons  dans  les  équations  (5o)  les  valeurs  de  A,  B,  G 
définies  par  les  formules  (20).  Nous  obtiendrons  l'unique  équation 

,  ,   ,  d  V   ,  ,  du'\  „         ,  ,  du- 

(01)  .„_[,(,_,)  ^J-«'— ^(.-0^-0. 

Cette  équation  n'est  pas  linéaire,  mais  elle  se  ramène  à  une 
équation  linéaire  si  l'on  effectue  la  substitution 

(52)  ?<  =  02; 

elle  se  réduit,  en  effet,  à  la  suivante  : 

qui  est  bien  connue  et  qui  est  celle  à  laquelle  satisfont  les  inté- 
grales elliptiques  complètes  K  et  K'  pour  lesquelles  le  carré  k- 
du  module  est  égal  à  t. 
En  faisant  donc 

(54)  t  =  k\ 

on  aura,  a  ei  b  désignant  deux  constantes, 

(55)  0  =  aK-+-èK',         u={aK+bK'Y. 

La  solution  est  ainsi  obtenue,  mais  elle  ne  se  présente  pas  sous 
une  forme  qui  permette  de  l'utiliser  en  Géométrie. 

68.  On  aurait  pu  employer  une  autre  méthode,  que  nous  allons 
simplement  appliquer  au  cas  des  surfaces  dépourvues  de  centre. 


(')  Halphen   (G.),   Sur   un  système  d'équations   différentielles   {Comptes 
rendus,  t.  XCII,  p.  noi,  i"  semestre  1881). 
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Considérons  une  famille  de  paraboloïdes,  dont  les  plans  princi- 
paux coïncideront  nécessairement  et  qui  sera  repiésentée  par 
l'équation 

(56)  -^  +  :L  =  20?+/-, 

p  q 

OÙ/),  ^,  r  sont  des  fonctions  d'un  même  paramètre  u.  Les  géné- 
ratrices rectilignes  d'un  même  système  seront  définies  par  les 
équations 


(.57) 


où  \  désigne  un  nouveau  paramètre  variable;  et  nous  avons  à 
exprimer  que  ces  droites,  dépendantes  en  réalité  de  deux  para- 
mètres u  et  )>,  sont  normales  à  une  même  surface. 

Or  on  sait  ('  )  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
la  droite  définie  par  les  deux  équations 

jK  =  ctx  -H  2t,         z  =  bx  -+-  p, 

soit  normale  à  une  surface,  est  que  l'on  puisse  intégrer  la  relation 

différentielle 

a  dy  -+■  b  dz  -^  dx  =  o, 

qui,  lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs  de  y,  z,  prend  la  forme 

,  /      /—z TT \       a  dt  -\-  h  d^ 

dKxJa^--^  62-1- i)+  -^  =  o. 

v/a^  +  62-M 

Si  l'on  remplace  ici  a,  h,  a,  ^  par  leurs  valeurs,  l'équation  pré- 
cédente deviendra 

^.d^Xs/V-^X^p-qS] 

X^-pd{\rsJ-p^'^^->^sf=^d{\rsf=r~q-'l^^ 
"^  "  V^^Wp^q) 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surf  aces,  n"  449  (IP  Partie,  p.  277). 


FAMILLES  FORMEES  AVEC  DES  QUADRIQUES.  I  I7 

Posons 
(58)  p  +  q  =  ih,        p  —  q  —-ÎU,         ul^  =  ]x, 

l'équation  deviendra 

f /• Wix  +  «fA  +  2  u  c?r  -H  A  — 

(39)        d{xs/\-^'i^)-\ '■ z =  0. 

2  /  1  -t-  2  ,U 

Pour  que  l'intégration  puisse  se  faire,  il  faut  que  le  second 
terme  soit  une  différentielle  exacte,  ce  qui  donne  la  condition 

„         dh'^iu.dr  -^h  — 
ah                    '                  u 
di-\ =  • 

[X  [  -+-  2p. 

Cette  équation  ne  peut  être  vérifiée,  quel  que  soit  [jl,  que  si 
l'on  a 

dli  =  0,  dr  =  h  —  : 

u 

et  l'équation  (og)  admettra  alors  pour  intégrale 

(60)  {7.x -h  r)\/i-\-7.\j.  =  h    l  ' 

On  aura,  h  étant  une  constante, 
(6r)  p  —  h-\-u,         q  =  h  —  î<,         r  =  /tLogi<, 

et  l'équation  des  paraboloïdes  deviendra 

(62) h -7 =  2ar -t- A  LogM. 

Les  surfaces  parallèles  qui  sont  normales  aux  génératrices  seront 
définies  par  l'équation  (60),  jointe  aux  deux  équations  (37)  de  la 
génératrice  rectiligne. 

69.  La  famille  des  paraboloïdes  n'est  algébrique  que  si  l'on  a 
A  =  o.  Dans  ce  cas,  en  faisant  tourner  de  43°  autour  de  O^  les 
plans  des  xy  et  des  xz,  on  ramènera  son  équation  à  la  forme  simple 

(63)  yz  —  ux. 

Les  deux  familles  qui  complètent  le  système  triple  orthogonal 
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seront  alors  représentées  par  les  équations 


(64)  ,     . _ 

sy--\-  x'^  —  v'-^^- 

dont  l'interprétation  géométrique  est  évidente  (^  ). 

Le  résultat  précédent  est  le  plus  élégant  de  la  théorie  ;  on  peut 
d'ailleurs  l'établir  par  la  Géométrie. 

Considérons,  en  efifet,  deux  droites  OA,  OB  qui  se  coupent  et 
sont  rectangulaires;  les  surfaces  (S)  et  (S'),  lieux  des  points  tels 
que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  distances  à  ces  deux  droites 
soit  constante,  se  coupent  mutuellement  à  angle  droit.  Pour 
chaque  point  M  de  l'espace,  les  normales  à  ces  surfaces  sont 
les  bissectrices  de  l'angle  PMQ  formé  par  les  normales  MP,  MQ 
abaissées  respectivement  de  M  sur  OA,  OB.  D'autre  part,  si  l'on 
considère  la  famille  des  paraboloïdes  (S)  qui  contiennent  OA, 
OB  et  ont  leurs  plans  directeurs  normaux  respectivement  à  OA 
et  à  OB,  celui  de  ces  paraboloïdes  qui  passe  en  M  contiendra 
nécessairement  les  droites  MP,  MQ  et  sera,  par  suite,  normal  à 
celle  des  surfaces  (S)  ou  (S')  qui  passe  en  M.  On  a  donc  ainsi 
constitué  un  système  triple  orthogonal. 

La  proposition  précédente  fait  connaître  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  lieu  des  points  pour  lesquels  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  à  deux  droites  qui  sont  rectangulaires  et  qui 
se  coupent  est  constante.  On  a  jusqu'ici  essajé  vainement  de 
généraliser  ce  résultat  et  de  déterminer  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  lieu  des  points  pour  lesquels  est  constante  la  somme 
algébrique  des  distances  à  deux  droites  qui  soient  dans  une  rela- 
tion moins  particulière  que  celle  de  l'énoncé  précédent. 


(')   Voir,  au  sujet  de  ce  système,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (n°  140, 
I'°  Partie,  p.  198). 
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Système  des  coordonnées  elliptiques  générales.  —  On  peut  de  même  généraliser 
le  système  des  cyclides  orlliogonales  et  homofocales  et  employer,  pour  le  cas 
de  n  dimensions,  des  variables  analogues  aux  coordonnées  pentasphériques.  — 
Définition  des  systèmes  complètement  orthogonaux  à  n  variables  :  puisqu'il 
existe  de  tels  systèmes,  l'objet  de  ce  Chapitre  sera  d'appliquer  à  leur  recherche 
la  méthode  déjà  employée  pour  le  cas  de  trois  variables.  —  Problème  fonda- 
mental :  étant  données  n  fonctions  formant  un  système  complètement  ortho- 
gonal, éliminer  toutes  les  fonctions  moins  une  et  former  les  équations  aux 
dérivées  partielles,  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes,  auxquelles  doit  satisfaire 
cette  dernière  fonction.  —  Exposé  de  la  méthode  :  une  des  fonctions  u  étant 
supposée  connue,  un  premier  groupe  de  (/i  — i)^  équations  permet  de  déter- 
miner les  rapports  mutuels  des  dérivées  premières  des  n  — i  autres  fonctions 
V,  tv, —  Ce  premier  groupe  d'équations  est  identique  à  celui  que  l'on  ren- 
contre lorsqu'on  veut  réduire  à  des  sommes  composées  des  mêmes  carrés  deux 
formes  quadratiques  à  n  variables,  ces  variables  étant  d'ailleurs  liées  par  une 
relation  linéaire.  —  Les  équations  que  l'on  obtient  ainsi  pour  chacune  des  fonc- 
tions v^  w^  ...,  étant  au  nombre  de  n  — i,  donnent  naissance  à  des  conditions 
d'intégrabilité  qui  contiendront  évidemment  les  dérivées  de  m  jusqu'au  troisième 
ordre.  —  En  essayant  de  former  de  la  manière  la  plus  simple  ces  conditions, 
on  est  conduit  à  deux  groupes  bien  distincts  d'équations  du   troisième  ordre 

1     (  «  —  I  )  (  'î  —  2)  ,  , 

pour  u.  —  Les  premières,  au  nombre  de  >    sont  analogues  a 

l'équation  formée  dans  le  cas  de  trois  variables  et  jouissent,  comme  elle,  de  la 
propriété  de  s'écrire  sous  une  forme  simple  à  l'aide  des  dérivées  secondes  de 
la  fonction 

H  =(«!+  ul-\-...  +  ul)~'^. 

,    (n  —  \)(n  —  2)(n  —  3)       ,  .        ,         , 

Les  secondes,  au  nombre  de  i — — ^ — — -j  n'apparaissent  que  lorsque 

n  est  supérieur  à  3.  —  Si  l'on  veut  interpréter  en  langage  géométrique  les 
résultats  précédents,  on  peut  d'abord  généraliser  la  notion  de  normale  à  une 
sur/ace,  ce  qui  conduit  naturellement  à  l'extension  de  la  définition  des  direc- 
tions principales  et  des  lignes  de  courbure.  —  Dans  un  espace  à  n  dimensions, 
il  y  a  n  —  I  directions  principales,  et  par  suite  n  —  i  systèmes  de  lignes  de 
courbure,  pour  chaque  surface.  —  Deux  directions  principales  différentes  sont  à 
la  fois  orthogonales  et  conjuguées.  —  Cette  notion  des  lignes  de  courbure  une 
fois  introduite,  le  théorème  de  Dupin  se  généralise  immédiatement  :  si  une 
surface  fait  partie  d'un  système  complètement  orthogonal,  les  surfaces  qui  appar- 
tiennent aux  autres  familles  admettent  pour  normales  en  chaque  point  de  la 
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surface  considérée  les  directions  principales  de  cette  surface;  par  conséquent, 
prises  n  — 2  à  n  —  2,  elles  coupent  cette  surface  suivant  une  de  ses  lignes  de 
courbure.  —  Mais  il  faut  prendre  garde  ici  à  une  propriété  tout  à  fait  nou- 
velle :  une  surface  quelconque  prise  dans  l'espace  à  n  dimensions,  n  étant 
supérieur  à  3,  ne  saurait  faire  partie  d'un  système  complètement  oj-thogonal; 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  ses  lignes  de  courbure  soient  coordonnées. 
—  On  dit  que  les  lignes  de  courbure  sont  coordonnées  lorsqu'on  peut  choisir 
n—i  fonctions  dont  une  seule  varie  sur  chaque  ligne  de  courbure  de  la 
surface.  —  Lorsque  les  lignes  de  courbui-e  d'une  surface  sont  coordonnées,  la 
surface  peut  faire  partie  d'un  système  complètement  orthogonal  :  on  le  reconnaît 
en  généralisant  la  théorie  des  surfaces  parallèles.  —  Application  des  résultats 
précédents  aux  surfaces  définies  par  l'équation  X,+  X2+...+X„=:  o.  —  Condition 
pour  que  leurs  lignes  de  courbure  soient  coordonnées.  —  Systèmes  orthogonaux 
comprenant  une  famille  définie  par  l'équation  m  =  X,  +  . .  .-i-X„.  —  Générali- 
sation des  propositions  de  MM.  Bouquet  et  J.-A..  Serret.  —  Systèmes  orthogo- 
naux comprenant  la  famille  m  =  a7'"i  . . .  a;^".  —  Détermination  simple  des 
autres  familles.  —  Étude  de  différents  systèmes  orthogonaux,  détermination 
des  lignes  de  courbure  de  différentes  surfaces,  parmi  lesquelles  on  peut  signaler 
les  surfaces  tétraédrales  de  Lamé.  —  Les  résultats  obtenus  dans  ce  Chapitre 
donnent  notamment  les  lignes  de  courbure  d'un  grand  nombre  de  surfaces  du 
troisième  ordre,  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 


70.  On  sait  toute  l'importance  que  présentent  en  Mécanique  la 
méthode  du  changement  de  variables  et  l'emploi  d'un  système  de 
coordonnées  analogues  aux  coordonnées  elliptiques  dans  le  plan 
et  dans  l'espace.  Dans  ses  Vorlesungen,  Jacobi,  étendant  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  les  méthodes  employées  par 
Lamé,  a  fait  de  belles  et  de  nombreuses  applications  du  change- 
ment de  variables  suivant. 

Étant  données  n  variables  indépendantes  .2;,,  x-i,  .  .  . ,  x,i  et 
n  constantes  quelconques  a,,  «o?  •••;  ««;  désignons  par  p,, 
p2,  •  •  -,  On  les  n  racines  de  l'équation  en  p 

(l)  !— H = 1-...^- ^-=1, 

racines  qui  sont  réelles  et  distinctes  toutes  les  fois  que  les  con- 
stantes CLk  et  les  variables  Xh  sont  réelles.  Il  est  aisé  de  montrer 

Prt  satisfont  aux équations 


{i-^k). 


que  ces  n  i 

onctions  p,,  .  .  . ,  p^  s 

suivantes  : 

(2) 

V*  ^9i    àp/, 

h 
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Toutes  les  fois  que  des  fonctions  satisferont  à  ces  équations 
simultanées,  nous  dirons  qu'elles  forment  un  système  complète- 
ment orthogonal,  à  n  variables  ou  un  système  complètement 
orthogonal  dans  un  espace  à  n  dimensions. 

A  l'exemple  précédent,  étudié  par  Jacobi,  il  est  aisé  d'en 
ajouter  un  autre,  en  généralisant  la  méthode  qui  a  été  suivie  dans 
nos  Leçons  (')  pour  la  définition  et  l'étude  des  coordonnées  pen- 
tasphériques.  Désignons  par  R  une  constante  quelconque  et 
substituons  aux  n  variables  ^,,  ;r2,  .  .  . ,  x^  les  /i  +  2  variables /^A 
définies  par  les  relations 


y  h  ~  ^    2  aY  a?!  -i-  2  af  ^2  -+- . . .  -H  u  a;*  Xn 
(3)      ^  *- 

(  -^*-'- R ^'=''- R J 

où  les  constantes  a'^' ,  .  .  . ,  a^^^  sont  les  coefficients  d'une  substi- 
tution orthogonale  et  satisfont  par  suite  aux  relations 

i    (at)^+(a§)2-4-..   -+-   r4+2?    =., 
^'^  1     a'ia'r-^ -^a't..,a'î'  ,  =  0. 


Les  variables  jkaj  au  nombre  de  n  +  2,  constitueront,  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions,  un  système  de  coordonnées  homogènes 
surabondantes  liées  par  la  relation 

("0  S^;.  =  ". 


et  analogues  aux  coordonnées  pentasphériques  de  l'espace  à  trois 
dimensions.  Si 

,g.  i     ?(7l,72,    ...,JK«+2)  =  0, 

1    <{^(jKl,  J2.   •••,7«+2)   =0 

représentent  les  équations  de  deux  surfaces  écrites,  dans  ce  sys- 
tème   de  coordonnées  et   homogènes,    il  suffira    de   répéter  les 


(')  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  (Livre  II,  Ch.  VI,  I"  Partie, 

p.    2l3). 
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raisonnements  relatifs  aux  coordonnées  pentasphériques  pour 
reconnaître  que  la  condition  d'orthogonalité  des  deux  surfaces 
précédentes  prend,  avec  les  nouvelles  variables,  la  forme  sui- 
vante 

(7)    ■  2 


do     d<]^ 


tout  à  fait  pareille  à  celle  que  l'on  aurait  à  écrire  avec  les  x/i,  mais 
contenant  deux  variables  de  plus.  Il  suffira,  bien  entendu,  que  la 
relation  précédente  ait  lieu  en  vertu  des  équations  (6)  des  deux 
surfaces. 

L'emploi  des  variables  précédentes  nous  permet  d'adjoindre 
au  système  des  coordonnées  elliptiques  de  Jacobi  un  système 
plus  général  formé  avec  des  équations  du  quatrième  ordre.  Intro- 
duisons, à  cet  effet,  /i  +  2  constantes  a/i  et  considérons  l'équation 
homogène 

^  ^    l  —  Clh 

qui  est,  en  général,  du  quatrième  ordre  en  cCt,  x^-,  •  •  • ,  Xn- 

Elle  définit  seulement  n  valeurs  pour  \;  car,  après  que  l'on 
a  chassé  les  dénominateurs,  le  coefficient  de  X"''"'  est  nul  en  vertu 
de  la  relation  identique  (5)  entre  les  coordonnées.  Soient  p,, 
P2,  ...,  prt  ces  n  valeurs  de  \.  Elles  satisfont,  pour  les  mêmes 
raisons  que  dans  le  cas  précédent,  aux  équations 

et  forment,  par  conséquent,  un  système  orthogonal. 

De  ces  systèmes  orthogonaux,   on  peut  en  faire  dériver  une 

infinité  d'autres  par  des  méthodes  sur  lesquelles  nous  aurons  à 

revenir  (');   on   peut    donc  affirmer  que,  si  l'on  considère  les 

n(n  —  1)    , 
équations 

/i  =  n 
/ON  ^         A.        V    ^«'      <^a* 


(  '  )   Voir,  en  particulier,  1e\  Note  :  Sur  une  nouvelle  série  de  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques,  insérée,  en  1869,  aux  Comptes  rendus  (t.  LXIX,  p.  892). 
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auxquelles  devront  satisfaire  n  fonctions  a%  a-,  . ..,  a",  ces  équa- 
tions, bien  qu'elles  soient,  à  partir  de  /i=  4j  en  nombre  supérieur 
à  celui  des  fonctions  inconnues,  admettent  néanmoins,  quelque 
soit  n,  un  nombre  illimité  de  solutions  particulières.  11  y  a  donc, 
d'après  toutes  ces  remarques,  intérêt  à  les  étudier  et  à  leur  appli- 
quer les  méthodes  que  nous  avons  employées  dans  le  cas  parti- 
culier de  trois  variables.  Nous  rencontrerons  ainsi  des  problèmes 
d'Analyse  qui  méritent  en  eux-mêmes  d'être  examinés;  et  d'ail- 
leurs les  applications  au  cas  de  trois  variables  se  présenteront  à 
chaque  pas.  C'est  par  cette  étude  que  nous  terminerons  le  premier 
Livre. 

71.  Je  considère  donc  n  fonctions 

a',     a'-,      . .  . ,     a" 

satisfaisant  aux  équations  (8)  et  je  conserve  les  notations  déjà 
employées  au  Chapitre  I.  Ainsi,  a^  désignera  la  dérivée  de  a'  par 
rapport  à  X]ç.  Du  reste,  pour  éviter  autant  que  possible  des  nota- 
tions compliquées,  chaque  fois  que  nous  aurons  à  considérer  un 
nombre  limité  de  fonctions  a',  nous  les  désignerons  par  les  lettres 
u,  V,  iv,  t,  a  sans  indice.  Rappelons  aussi  que  nous  avons  posé 
comme  définition 


(»)  C',:)-!!- 


et  il  résulte  de  la  formule  (27)  (n"  9)  que  ce  symbole  est  nul 
toutes  les  fois  que  u,  v,  w  désignent  trois  fonctions  a*  différentes. 
Le  premier  point  que  nous  avons  à  traiter,  et  le  plus  important, 
est  le  suivant  : 

Éliminer  des  équations  (8)  par  des  dérivations  toutes  les 
fonctions,  moins  une  que  nous  désignerons  par  la  lettre  «,  et 
rechercher  toutes  les  équations  nécessaires  et  suffisantes  aux- 
quelles doit  satisfaire  cette  fonction  u  pour  que  le  problème 
ait  une  solution. 

Aux  équations  (8),  qui  peuvent  s'écrire 

(10)  8^M  =  0,  0^W  =  O,  
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nous  aurons  à  ajouter  les  suivantes 

('0 

qui,  jointes  aux  précédentes,  constituent  un  système  de  (n  —  i)^ 
équations  ne  contenant  que  les  dérivées  premières  des  fonctions  ç', 
w,  ...  et,  d'ailleurs,  homogènes  par  rapport  aux  dérivées  de  chaque 
fonction.  Elles  déterminent  donc  complètement  les  rapports  mu- 
tuels de  ces  dérivées  en  fonction  des  seules  dérivées  premières  et 
secondes  de  u.  Du  reste,  la  résolution  de  ces  équations  équivaut 
à  la  solution  du  problème  d'Algèbre  suivant  : 

Ramener  par   une  substiLution    linéaire  les  deux  formes 
quadratiques 

à  des  sommes  composées  des  mêmes  carrés  au  nombre  de  n  —  i , 
sous  la  condition  que  les  variables  yt  soient  liées  par  la  re- 
lation 

(l3)  MjJKi-f- W2jK2-i-- •  ■-!- ««JK«=  O. 

En  effet,  si  l'on  se  propose  de  résoudre  ce  dernier  problème,  il 
faudra  poser 

jKi  -=ai^i-t-piZ2-h...-4-Xi^„_,. 


(I4) 


A/J-S; 


5,,  ;52j  •■  •-,  ^n-\  étant  les  variables  dont  les  carrés  figureront  seuls 
dans  les  deux  formes  quadratiques,  et  l'on  devra  avoir  d'abord  les 
relations 

Iai  ifii  -i-  .  .  .  -H  a,i  Un  -—  o, 
Pi  M,-'-.  .  .-+-P„if„=rr  O, 


(«5) 


!     );i«i -H.  .  .+  XrtJf„=  o, 

déduites  de  la  formule  (i3).  Puis,  en  exprimant  que  les  formes 
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quadratiques  (12)  ne  contiennent  pas  les  rectangles  des  variables, 
on  obtiendra  les  deux  systèmes  suivants  : 


(.6) 


(•7) 


h'd' 


Ce  sont,  aux  notations  près,  les  équations  (8),  (9)  que  nous 
avons  à  résoudre;  c'est  ce  que  nous  voulions  prouver. 

On  sait  que  la  solution  du  problème  précédent  est  donnée  par 
les  formules  suivantes  : 

Les  dérivées  de  l'une  quelconque  des  fonctions  ç,  w,  . ..,  de  v 
par  exemple,  satisfont  à  des  équations  telles  que  les  suivantes  . 


(18) 
('9) 


^Uiki>i-=  IVi-h  [lUi 


(i  =  i,  2, 


En  éliminant  les  dérivées  Vi  ainsi  que  \k,  on  obtiendra  pour  \ 
l'équation  suivante  : 


(20) 


"1 
«2 

X       Un 
O 


de  degré  n  —  i  en  >.,  et  qu'il  faudra  résoudre  si,  supposant  la 
fonction  u  connue,  on  veut  trouver  les  rapports  des  dérivées  des 
n  —  I  autres  fonctions.  Comme  [Ji  demeure  arbitraire,  ces  rapports 
seuls  sont,  en  effet,  connus. 

Pour  déterminer  les  fonctions  ç,  w  .  .  .,  elles-mêmes,  on  aura 
doue  à  intégrer  des  équations  aux  différentielles  totales  de  la  forme 

Al  dxi  H-  ...  4-  Art  dxn  =  o 
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Pour  que  des  équations  de  celte  forme  soient  intégrables  avec 
une  constante  arbitraire,  qui  sera  ici  égalée  à  la  fonction  ç  corres- 
pondante, il  faut  que  certaines  relations  entre  les  coefficients  A,-  et 
leurs  dérivées  premières  soient  vérifiées  identiquement.  Gomme 
ces  coefficients  Aj  dépendent  des  dérivées  premières  et  secondes 
de  u,  on  voit  que  cette  fonction  u  devra  satisfaire  à  certaines 
équations  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Ce  sont  ces 
équations,  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes,  que  nous  allons 
d'abord  rechercher, 

72.  Mais,  auparavant,  nous  avons  à  établir  quelques  identités 
qui  nous  seront  indispensables.  Désignons,  en  général,  par  Ga' 
l'expression 

(21)  G^i  =  /8^i^\/{a{)^+{:Liy-^...  +  {aiy; 
il  est  clair  que  les  quotients 

(22)  ,  bik 


sont  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale;  car  on  a,  par 
la  définition  de  Ga', 

(23)  è|i  +  è?2+---+6'/i=i> 

et  les  équations  (8)  donnent 

(  24  )  àii  b/,!  +  6/2  6/1-2  -r-  ...  +  bin  bka  =  O. 

On  aura  donc  aussi,  d'après  les  propriétés  des  substitutions 
orthogonales, 

{■i5)  bl  +  bl,+...+  bh=i, 

(26)  eu- 6u- +.-.-+- 6„/ 6„,t  =0 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  a,  ç^  w,  «,  t  cinq  fonctions  du 
groupe  considéré,  on  aura,  par  définition, 


et,   en   multipliant  membre   à  membre    et   divisant   ensuite    par 
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a"^  + .  .  .  4-  %J^  que  nous  désignerons  par  G^, 

à("'/)("/)=2:i:22i^-— 

la  somme  devant  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  /, y,  A",  l.  Si 
nous  remplaçons  la  fonction  a  successivement  par  toutes  les  fonc- 
tions a' ,  a-,  .  .  . ,  a'^  et  que  nous  fassions  la  somme  de  tous  les  ré- 
sultats obtenus,  alors,  en  vertu  des  formules  (26)  et  (26),  tous  les 
termes  du  second  membre,  dans  lesquels  /,  j  sont  différents, 
donneront  une  somme  nulle  et,  pour  les  autres,  le  coefficient  de 
iVffViUiktii  sera  l'unité.  On  aura  donc 

la  somme  du  premier  membre  se  composant  de  n  termes  obtenus 
en  remplaçant  a  par  a',  a-,  . . .,  a". 
Le  second  membre  peut  s'écrire 


2o,^,a/8^i 


Nous  adopterons,  pour  le  désigner,  la  notation 

(.8)  2'>""' "'"=(.;< 

Supposons  d'abord  les  quatre  fonctions  w,  ç,  w,  t  différentes  les 

unes  des  autres.  Comme  on  sait  que  i     '     j  est  nul  toutes  les  fois 

que  les  fonctions  sont  différentes,  on  verra  facilement  que  tous 
les  termes  du  premier  membre  de  l'équation  (27)  sont  nuls;  car 
le  premier  facteur  est  nul  si  a  est  différent  àe  v  el  de  t\  et,  si  a  est 
V  ou  ;,  le  second  facteur  est  nul.  On  a  donc 


(^«)  (::;>- 


si  u^  p,  w,  t  sont  différents. 

On  pourrait  faire  beaucoup  d'autres  hypothèses.  En  voici  une 
qui  nous  conduira  à  une  formule  que  nous  aurons  à  employer. 
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Supposons  que  l'on  fasse  t=u,  v  demeurant  distinct  de  w  et 
de  w;  le  premier  membre  de  l'équation  (27)  se  réduira  au  seul 
terme  pour  lequel  on  a  a  =  w  ;  et  l'on  aura,  par  suite, 

II,  ^\/ii,  ^\  —  a^  (^'  ^ 

Il    /\      Il     I  "^\u,u 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  dérivées  de  p,  w, 

(3o)  ^'^ViWkiGl  KiUk  —  8„  Ui  8„  Uk)  =  o. 

Ces  deux  identités  (29)  et  (3o)  suffisent  pour  les  résultats  que 
nous  voulons  obtenir,  et  nous  allons  chercher  maintenant  les  équa- 
tions du  troisième  ordre  auxquelles  satisfait  la  fonction  u. 

73.   Remarquons  d'abord  que  l'équation 

est  de  la  forme  de  l'équation  (32)  du  n"  10.  En  lui  appliquant  la 
formule  (33)  du  même  numéro,  nous  aurons 

(  3 1  )  22  ^'  ^''^ °"  "'^'  ""  ^  ^"'  "'' ^  ^  °* 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  les  dérivées  de  f,  iv  par 
toutes  leurs  valeurs   possibles,  on  aura  un  premier  groupe  de 

^ équations  auxquelles  devra  satisfaire  la  fonction  u. 

Ce  sont  les  équations  analogues  à  celle  que  nous  avons  formée 
dans  le  cas  de  trois  variables. 
Je  dis  d'abord  que,  si  l'on  pose 

ces  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme  irrationnelle 
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On  a,  en  effet, 

Hu  =  ^^^  =  -  HHG,! 5„ uik  +  01  ô„, uk -  3 o„ m 8„ îu), 
et  par  suite 

221  ^'  '*'^" "'■'''■  =  —    H»  22 ^'  '*''^'^ °"  "''^'  ~"  ^  °"'  "'^■^ 

—  3  H5  \    \    V^/  tP  A-  (  G;,  0„,  Uk  —  0„  Ui  0„  M;;.)  , 

ou,  en  tenant  compte  de  l'identité  (3o), 

(33)     ~  ÏÏ3  22  ^'  "'''''  ^^'''  ~  22  ^'  "^^"  ^  ^"  "'''  ~  ^  ^"'  "'^'  ■*  ' 

ce  qui  justifie  le  résultat  annoncé. 

Mais  les   —  équations  (3i)  ne  sont  pas  les  seules 

auxquelles  doive  satisfaire  la  fonction  a.  Appliquons  l'opération  Of , 
t  désignant  une  des  fonctions  du  système,  différente  toutefois  de 
;/,  ^,  w,  au  symbole 


/';;')  =22 ''"'^•"'•'- 

Cette  opération,  appliquée  sur  les  lettres  c',çv,  donne  les  termes 

2  ^t  Vi  o,v,  Ui  -(-  2  ^'  ^'^'  ^•'  "'■  ' 
appliquée  à  la  lettre  «,  elle  donne 

222 ''"'^'''"''^''' 

somme  qui  est  symétrique  par  rapport  à  ?,  c,  (r.  On  a  donc,  en  se 
rappelant  la  notation  (28), 

''^'    °'C'«"')=(^',  «)^(t',  I) -=-2221 ''■"*■"'""■"■ 

Donc,  toutes  les  fois  que  ^,  v,  (v  seront  différents,  on  aura,  en 
D.  9 
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se  rappelant  les  formules  (i  i)  cL  (29), 

(35)  222  ^'  ''''''  "'^  "'^''  ^  °  ' 

ce  qui  constitue  un  nouveau  type  d'équations  du  troisième  ordre 
auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  u.  Remarquons  que  l'équation 
précédente  peut  être  obtenue  de  trois  manières  différentes,  par 
la  différentiation  des  trois  équations  distinctes 

("/)=''■   {'',;)=»•   ("^0=- 

Elle  est  le  type  de  - — — -, — équations  nouvelles  du 

troisième  ordre  qui  ne  se  présentaient  pas  dans  le  cas  de  trois 
variables  et  auxquelles  devra  satisfaire  la  fonction  u.  Nous  obte- 
nons ainsi  deux  groupes  tout  à  fait  différents  d'équations  du  troi- 
sième ordre  pour  cette  fonction  u. 

74.  Avant  de  continuer  l'exposition,  je  vais  montrer  que  ces 
équations,  qui  sont  nécessaires,  sont  aussi  suffisantes,  et  que, 
lorsqu'elles  sont  satisfaites,  on  peut  trouver  les  n — i  autres 
fonctions  complétant  le  système  orthogonal.  En  effet,  ces  fonc- 
tions sont  définies,  nous  l'avons  vu,  par  des  équations  de  la  forme 


^36)  i^=  T^=---=i^- 

Al        A2  A„ 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit, 
on  le  sait,  que  toutes  celles  qu'on  en  déduit  en  les  différentiant 
soient  des  conséquences  des  précédentes  et  se  réduisent  à 

rt(n-Hi) 


qui  ne  pourront  même  pas  complètement  déterminer  les  dérivées 
secondes  ;  car,  si  les  équations  (36)  sont  vérifiées,  elles  le  seront 
encore  lorsqu'on  y  remplacera  v  par  œ(c^),  ce  qui  permet,  pour 
chaque  système  de  valeurs  des  variables  indépendantes,  de  donner 
une  valeur  arbitraire  à  l'une  des  dérivées  secondes  de  v. 
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Au  lieu  de  résoudre  les  équations 
=  0,  t^u 

pour  oblenir  les  systèmes  tels  que  (36),  nous  allons  les  diffé- 
rentier  par  rapport  à  toutes  les  variables  et  voir  si  les  équations 
qu'on  obtient  en  éliminant  toutes  les  dérivées  secondes  sont  vé- 
rifiées. Or  les  équations  précédentes  sont  au  nombre  de  {n  — 1)2  ; 
en  les  difi'érentiant,  on  en  déduira  n[n — i)^  équations.  Si  l'on 
retrancbe  de  ce  nombre  celui 

[n(n-i-i)        "I,           ,        f/î  —  0-(rt -4- 2) 
^ 'J(n-0= ^ 

des  équations  qui  doivent  conserver  les  dérivées  secondes,  on 
trouve  un  nombre  total 


d'équations  qui  ne  contiendront  plus  que  les  dérivées  premières 
et  qui  devront  être  vérifiées  en  vertu  même  des  équations  qui  dé- 
terminent ces  dérivées.  Or  nous  avons  déjà  : 

-   T       (n  — i)(n  — 2)   , 
1"  Les équations 

V ,    w 
u 

qu'on  obtient  en  différentiant  les  équations 

8j,K  —  o,  0^,M  =  o 

et  en  elTectuant  des  combinaisons  qui  font  disparaître  les  déri- 
vées secondes  des  fonctions  r,  w.  Ces  équations  sont  vérifiées 
puisqu'elles  servent  à  définir  les  fonctions  vt,  Wk\ 

2°  Les       ~        ^équations  (3i)  qui  devront  être  vérifiées 

par  la  fonction  u\ 

o"  Les  • — - — équations  (00)  qui  doivent  cha- 
cune être  comptées  pour  trois,  puisqu'on  les  obtient  de  trois  ma- 
nières différentes,  chacune  par  la  dififérenliation   de  trois  équa- 
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lions  distinctes.  On  a  donc  en  tout 

(n— i)(n  — ■2)(n  — 3)        (n—^)(n  —  ■2)        {n—\){n  —  -x)_  (n—\)^(n—2) 

2  2  2  2 

équations  ne  contenant  pas  les  dérivées  secondes  des  fonctions 
ç,  w,  ce  qui  est  bien  le  nombre  que  nous  devions  trouver.  Ainsi 
nos  équations  du  troisième  ordre  sont  à  la  fois  nécessaires  et  suf- 
fisantes. 

75.  Avant  de  passer  aux  applications,  il  ne  sera  pas  inutile  de 
présenter  quelques  remarques  sur  les  résultats  précédents,  de 
montrer  comment  ils  donnent  la  généralisation  du  théorème  de 
Dupin  relatif  aux  lignes  de  courbure,  et  aussi  de  mettre  en  lu- 
mière les  différences  essentielles  qu'ils  présentent  avec  ceux  que 
nous  avons  obtenus  dans  le  cas  de  trois  variables. 

Etant  donnée  une  surface  représentée  par  l'équation 

(37)  <p(a;,,a72,  ...,a7„)  =  u, 

appelons  normale  à  cette  surface  en  un  de  ses  points  (^a;, ,  ,  .  . ,  .r„) 
le  lieu  des  points  (X) ,  . . . ,  X„)  définis  par  les  équations  linéaires 

,„   ,  Xi  —  ^1  _  X2  —  Xj  _       ^  X„  —  Xn  _ 

et  cherchons  dans  quelles  directions  il  faut  se  déplacer  sur  la 
surface  pour  que  cette  normale  soit  rencontrée  par  la  normale 
infiniment  voisine.  Pour  cela,  nous  désignerons  par  9  la  valeur 
commune  des  rapports  précédents,  et  nous  aurons  à  joindre  aux 

équations 

X,  —  Xi  =  Ui  G 

les  suivantes,  obtenues  par  dilTérentiation 
—  dxi  =  Ui  <^6  -f-  G  dui. 
Si,  changeant  un  peu  de  notations,   on  remplace   —  r  par  \  et 
-r-  par  —  ofa,  les  directions  cherchées  seront  déterminées  par  le 
système  d'équations 
(39)  dui=^\  dxi-^  Uid]x        (t  —  I.  2,  . .  . ,  71), 
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qu'on  peut  aussi  écrire 

( 4o  )  2,  ^ik  dxi;  =  X  dxi  -H  Ui  d\i.. 

k 

Il  suffit  de  comparer  ces  équations  à  celles  que  nous  avons  don- 
nées plus  haut  (n"  70)  pour  reconnaître  qu'on  passe  des  unes  aux 
autres  en  changeant  dx^  en  Vh-  On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  surf  ace  quelconque  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions, elle  admet  n  —  i  directions  principales  en  chacun 
de  ses  points  et  elle  a,  par  conséquent,  n  —  i  systèmes  dis- 
tincts de  lignes  de  courbure.  Chacune  de  ces  directions,  chacun 
de  ces  systèmes,  correspond  à  une  racine  déterminée  \  de 
V équation  (20). 

Si  l'on  désigne  par  û,,  82,  .  .. ,  5„_,  les  différentielles  relatives 
aux  différentes  lignes  de  courbure,  il  suffit  de  répéter  les  remar- 
ques présentées  au  n°  70  pour  reconnaître  que  les  formules 

(40  JKj=  Zi^x^i-^  ^i^ïXi  -r-.  .  .-h  Zn-iO,i-iXi 

réduisent  les  deux  formes  quadratiques 

y\  ^•■•-^yh 
,  uikyiyk 


11^ 


i    k 
à     ' 


des  sommes    composées    uniquement    avec  les    carrés    de   s,, 
z^,  .  .  . ,  Z/l_^.  On  a  donc 

(4^)  7,^hXiOh'CPi=o         (h^h'). 


En  langage  géométrique,  cette  équation  exprime  la  propriété  sui- 
vante :  les  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  un  point  de 
la  surface  s'y  coupent  mutuellement  à  angle  droit. 

Admettons  cette  définition  et  ces  propriétés  des  lignes  de  cour- 
bure; il  suffit  de  comparer  les  équations  (18)  et  (4o)  pour  recon- 
naître immédiatement  la  propriété  suivante  : 
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Si  la  surface  considérée  appartient  à  l'une  des  familles 
d'un  système  complètement  orthogonal,  les  surfaces  apparte- 
nant aux  autres  familles  admettent  pour  normales,  en  chaque 
point  de  la  surface  considérée,  les  directions  principales  de 
cette  surface;  par  conséquent,  prises  n — 2  à  n  —  2,  elles 
coupent  cette  surface  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure. 

C'est  bien  là  une  généralisation  du  théorème  de  Dupin;  mais 
il  faut  prendre  garde  que  cette  généralisation  apporte  ici  des  pro- 
priétés et  des  conséquences  nouvelles.  Considérons  dans  l'espace 
à  n  dimensions  une  surface  quelconque  ;  elle  a  bien,  nous  l'avons 
démontré,  n  —  i  familles  de  lignes  de  courbure  déterminées  par 
n  —  I  systèmes  distincts  d'équations  différentielles.  Mais  deux 
quelconques  de  ces  systèmes  n'ont  pas,  en  général.,  d'intégrale 
commune,  en  dehors  de  u;  c'est-à-dire  il  n'existe  pas,  en  général, 
de  fonction  bien  déterminée,  différente  de  u,  qui  demeure  con- 
stante à  la  fois  sur  les  lignes  de  courbure  appartenant  à  ces  deux 
systèmes.  Pour  qu'il  en  fût  ainsi  il  faudrait  que,  si  les  équations 
différentielles  relatives  à  ces  deux  systèmes  sont 

dxi  _       _  dxn  dxx  _       _  dxn 

il  y  eût  une  fonction  v  différente  de  u  et  satisfaisant  à  la  fois  aux 
deux  équations 


l^'Z:--"       1 


dxi 


c'est  ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu,  nous  le  montrerons   sur  un 
exemple  particulier. 

Tci,  au  contraire,  pour  toute  surface  faisant  partie  d'un  système 
complètement  orthogonal,  il  existera  une  intégrale  commune 
non  seulement  à  deux  systèmes,  mais  à  n  —  2  systèmes  quel- 
conques de  lignes  de  courbure;  ce  sera  le  paramètre  de  la 
famille  de  surf  aces  normales  au  système  de  lignes  de  courbure 
qui  a  été  laissé  de  côté.  Nous  pouvons  donc  conclure  : 

Une  suif  ace  quelconque,  prise  dans  l'espace  à  n  dimensions, 
n  étant  supérieur  à  3,  ne  saurait  faire  partie  d' un  système 
complètement  orthogonal. 
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Pour  qu'elle  puisse  faire  partie  d'un  tel  système,  il  faut 
qu'il  existe  une  intégrale  commune  an  —  2  quelconques  des 
n  —  I  systèmes  d'équations  différentielles  qui  déterminent  les 
lignes  de  courbure. 

Quand  vine  surface  remplira  la  condition  précédente,  nous 
dirons  que  ses  lignes  de  courbure  sont  coordonnées. 

76.  Celte  condition  est  nécessaire  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'elle 
est  aussi  suffisante.  Pour  établir  cette  importante  proposition, 
nous  allons,  en  quelques  mots,  généraliser  la  théorie  des  surfaces 
parallèles. 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  (S),  conservons  toutes  les 
notations  précédentes,  et  faisons  correspondre  à  celui  de  ses 
points  qui  a  pour  coordonnées  .Ti,  .  .  . ,  ^^  le  point  nouveau 
(X, ,  . .  . ,  X,j)  défini  par  les  formules 

(43)  X,=  ^,+-R^"         (t==i,2,  ...,ft), 

où  R  désigne  une  constante  et  où  l'on  a 

(44)  G2=  Mî+...-(-«2. 

Pour  chaque  valeur  de  R,  on  aura  une  surface  (Sr)  décrite  par 
le  point  de  coordonnées  X/.  Nous  dirons  que  cette  surface  (Sr) 
esi parallèle  à  (S),  et  l'on  reconnaîtra  facilement  que  toutes  les 
surfaces  (S^)  ont  les  mêmes  normales  que  (S).  Donc,  d'après 
la  définition  des  lignes  de  courbure  donnée  plus  haut,  leurs  lignes 
de  courbure  correspondent,  point  par  point,  aux  lignes  de 
courbure  de  (H). 

Supposons  maintenant  que  les  lignes  de  courbure  de  (S)  soient 
coordonnées  :  il  en  sera  évidemment  de  même  des  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces  (Sr),  qui  sont  définies  par  les  mêmes  équations 
différentielles.  Soit  M  un  point  de  l'espace  par  lequel  il  passera  une 
surface  (2^)  parallèle  à  (S).  Les  n  —  i  directions  principales  de  (Sr) 
et  la  normale  en  M  à  (Sr),  qui  est  aussi  normale  à  (S),  formeront 
évidemment  n  directions  deux  à  deux  orthogonales.  Cela  posé, 
désignons  par  p,  par  exemple,  la  fonction  qui  demeure  constante 
sur  n  —  2  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  (Sr),  choisies 
comme  on  voudra  ;  les  points  de  l'espace  pour  lesquels  cette  fonc- 
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tion  demeurera  constante  lorsque  R  variera  formeront  ce  que 
nous  appelons  une  surface^  c'est-à-dire  un  lieu  (0)  défini  par  une 
seule  équation,  et  d^  ailleurs  engendré  par  les  normales  à  (S)  en 
tous  les  points  de  cette  surface  pour  lesquels  p  demeurera  con- 
stante. D'après  la  remarque  faite  plus  haut,  la  normale  en  M  à  ce 
lieu  sera  précisément  la  tangente  à  la  ligne  de  courbure  de  (Sr) 
sur  laquelle  p  varie;  car  cette  tangente  est  perpendiculaire  : 
i*^  aux  n  —  2  autres  directions  principales  de  (Sr)  ;  2°  à  la  nor- 
male de  (Sr);  et,  par  suite,  étant  orthogonale  kn  —  i  tangentes 
distinctes  et  linéairement  indépendantes  de  (0)  en  M,  elle  sera 
orthogonale  à  toutes  les  courbes  tracées  à  partir  de  M  sur  (0). 
On  voit  donc  que,  si  l'on  adjoint  à  la  famille  des  surfaces  (S^) 
les  n  —  I  familles  formées  des  surfaces  lieux  des  points  pour  les- 
quels les  variables  telles  que  p  demeurent  constantes,  on  aura 
constitué  ainsi  un  système  complètement  orthogonal  dont  fera 
partie  la  surface  (S). 

Au  reste,  nous  reviendrons  au  Livre  suivant,  Chap.  I,  sur  cette 
théorie. 

77.  On  verra  facilement  que  les  ^^ — ~ équations 

aux  dérivées  partielles  du  second  groupe  (35),  obtenues  pour  le 
paramètre  u,  expriment  simplement  que  les  surfaces  de  para- 
mètre u  ont  chacune  leurs  lignes  de  courbure  coordonnées.  Ces 
équations  peuvent,  en  effet,  s'écrire  sous  la  forme 

(45)  ^^.^  ^''''  °*^'  ^'^^  °"^'  "^  "' 

i       k      l 

ô,  S',  ù"  désignant  les  différentielles  relatives  à  trois  directions 
principales  quelconques.  Or  on  a  les  relations 

(46)  2)  "'■  °^'  =  ^'        22"''''  ^^'  ^'^'^'  ^  "' 

i  i       A- 

d'où  l'on  déduira,  parla  différentiation,  les  suivantes  : 

(  47  )  °'  ^  "'  ^^^  ~  /   "'  ^'  °^*  ~  °' 

i 

(  48  )  û"  \^  Ui  0'  ÙXi  =  \    8"  Ui  0'  OXi  H-  2,  Ui  0"  0'  ÙXi  =  o. 
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SI  l'on  remarque  maintenant  que  l'on  peut  écrire 
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Uikl  OXi  Ô  Xk  0   Xi 


on  voit  qu'en  tenant  compte  des  équations  (47)  et  (48),  on  sera 
conduit  à  la  relation 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  (45)  sous  la  forme  nouvelle 

(49)  2"'(S'o''8a7,-  +  88"8'a?/)  =  o. 

Les  0  se  rapportant  à  des  déplacements  qui  s'effectuent  sur  la  sur- 
face, et  les  rapports  mutuels  des  dérivées  ut  ne  dépendant  que 
de  la  direction  de  la  normale,  on  voit  immédiatement  que  les 
équations  (45)  expriment  une  propriété,  non  de  famille,  mais 
de  surface  individuelle.  Comme  les  équations  du  premier  groupe 
(3i),  mises  sous  la  forme  (82),  sont  toutes  vérifiées  quand  on  sup- 
pose que  les  surfaces  de  paramètre  u  soient  parallèles  (auquel  cas 
on  peut  supposer  H  =  1),  on  voit  que  les  équations  du  second 
groupe  (35)  donnent  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  paramètre  u 
soient  coordonnées  ('  ). 

78.   Pour  donner  au  moins  une  application  des  résultats  précé- 
dents, nous  considérerons  les  surfaces  définies  par  l'équation 

(50)  Xi  +  X2  +  ...-f-X„=a, 

u  désignant  une  constante  arbitraire  etXj  une  fonction  de  la  seule 
variable  xi. 


(')  Si  la  surface  ne  fait  pas  partie  d'une  famille  appartenant  à  un  système 
complètement  orthogonal,  il  ne  sera  pas  nécessaire  que  ces  équations  aient  lieu 
identiquement;  il  suffira  évidemment  qu'elles  soient  vérifiées  en  vertu  de  l'équa- 
tion de  la  surface. 
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Si  nous  appliquons  les  méthodes  développées  dans  les  numéros 
précédents,  nous  verrons  que  les  différentes  lignes  de  courbure 
d'une  telle  surface  sont  déterminées  par  les  formules 

(5l)  rf^,=   -^^,  (i=K2,    ...,/l), 

À  —  A; 

OÙ  X  sera  une  racine  de  l'équation 


(52) 


X? 


2x^.=" 


Appliquons  la  condition  donnée  plus  haut  pour  que  les  lignes 
de  courbure  soient  coordonnées;  nous  verrons  qu'elle  se  réduit 
ici  à  la  forme  suivante 


2- 


,•   (jXi  Û  Xi  h   Xi  =  o, 


5,  o',  o"  désignant  les  différentielles  relatives  à   trois  directions 
principales  quelconques;  de  sorte  que  la  relation 

(53)  ^  ^^'^^' 


:xo-x:;)(x.-x';)().,-x;) 


devra  être  vérifiée  par  trois  racines  quelconques,  mais  distinctes, 
Xo,  X,,  I2  de  l'équation  (52). 

Si  l'on  multiplie  le  premier  membre  de  la  relation 

y    X?     ^ 

par  l'expression 

ail  -+"  ^^0+  c 


(Xo-Xi)(Xo-X2)' 

et  si  l'on  ajoute  les  résultats  obtenus  en  effectuant  des  permuta- 
tions circulaires  sur  les  trois  indices  o,  1,2,  on  obtiendra  la  rela- 
tion suivante 

(5^^  V       X;-VaX'f +  èX';-4-c) 


^(Xo-x-)(X,-x';)(À2-x;;) 

et  l'on  démontrera  aisément  que  cette  relation  entre  les  trois  ra- 
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cines  est  la  plus  générale  parmi  celles  qui  sont  de  la  forme 

6/ 


(55) 


i--(Xo-x:-)(x,-x';)(X2-x<)  ""' 


0/  étant  indépendante  de  1^^  )v,,  }.2  (')• 

On  devra  donc  pouvoir  identifier  terme  à  terme  les  deux  rela- 
tions (53)  et  (54),  ce  qui  donnera,  pour  toutes  les  valeurs  de  «', 

(  56  )  x;.  x;-'  =  a  x';^  +  ^  x; + c. 

Les  fonctions  a,  6,  c  seront  déterminées  par  trois  quelconques 
de  ces  équations  ;  elles  ne  pourraient  donc  dépendre  que  de  trois 
quelconques  des  variables  a?,,  ...,  Xn  prises  au  hasard  ;  et,  par 
suite,  des  que  n  sera  supérieur  à  3,  elles  se  réduiront  nécessaire- 
ment à  des  constantes.  Ainsi  les  différentes  fonctions  X/,  où  l'on 
remplacera  xi  par  x,  devront  être  des  solutions  particulières 
d'une  même  équation  différentielle 

(57)  X'X"'=«X"2+6X"-t-c, 

dont  l'intégration  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté  et  s'ef- 
fectue par  l'application  des  méthodes  régulières  de  l'Analyse. 
Cette  équation,  sous  sa  forme  la  plus  générale  ou  sous  des  formes 
particulières,  se  rencontrera  dans  les  différents  problèmes  que 
nous  allons  maintenant  étudier. 

79.  Proposons-nous,  tout  d'abord,  de  généraliser  le  problème 
que  se  sont  proposé  MM.  Bouquet  et  J.-A.  Serret,  et  de  chercher 
tous  les  systèmes  orthogonaux  à  n  variables  pour  lesquelles  une 
des  familles  sera  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 

(58)  a  =  Xi  +  X2  +  ...-4-X„, 
X/  dépendant  toujours  de  la  seule  variable  xi. 


(')  En  retranchant,  en  effet,  de  l'équation  (54)  l'équation  (55),  on  obtient  une 
relation  de  même  forme  et  l'on  peut  disposer  de  a,  b,  c,  de  manière  à  annuler 
trois  des  nouvelles  fonctions  6,..  Mais  alors  toutes  les  autres  doivent  s'annuler  ; 
car  sans  cela  il  resterait  une  équation  de  degré  n  —  4  en  T^j,  qui  devrait  admettre 
toutes  celles  des  racines  de  l'équation  (52)  qui  sont  différentes  de  \  et  de  \,  ce 
qui  est  évidemment  impossible. 


i4o 


CHAPITRE    VI. 


Les  équations  qui  déterminent  toute  autre  fonction  du  système 
seront  les  suivantes 

y^ — x'i 

où  X  sera  racine  de  l'équation 

Il  faudra  donc  que  les  équations  aux  différentielles  totales 

2X'i  dxi 

où  À  sera  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (ôg),  soient 
complètement  intégrables.  On  sait  exprimer  les  conditions  d'inté- 
grabilité  qui,  pour  une  équation 


A/  dx; 


sont  de  la  forme 

aY— -  — 


dxi 


AY^-^*i 


\àxk 


dx; 


En  les  écrivant  ici  et  remplaçant  les  dérivées  de  Xpar  leurs  va- 
leurs déduites  de  l'équation  (Sg)  difTérentiée,  on  trouve  sans  dif- 
ficulté des  équations  de  la  forme  suivante 


(60) 


x'x^x; 


x;x-'-2X?    X- 


XfcX/ 


2  Xi 


X/X7  — 2X?  X'; 


Ces  équations  peuvent  donc  être  remplacées  par  d'autres  de  la 
forme  suivante 


(6t) 


X-X/  — aXp  =  ÂX';-t-B, 


où  A  et  B  devront  nécessairement  être  des  constantes  ;  car,  d'après 
ces  équations  mêmes,  elles  ne  pourraient  dépendre  que  de  deux 
quelconques  des  variables  xi.  C'est  le  résultat  obtenu  en  1847  P'^^" 
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J.-A.  Serret,  mais  seulement  pour  le  cas  particulier  de  trois  va- 
riables (*). 

80.  Comme  il  fallait  s'y  attendre,  l'équation  différentielle  (6i) 
appartient  au  type  défini  par  la  formule  (57). 

Le  cas  particulier  le  plus  intéressant,  celui  qui  a  été  examiné 
avec  le  plus  de  détail  dans  l'hypothèse  où  le  nombre  des  variables 
se  réduit  à  trois,  est  celui  où  l'on  suppose  A  =  B  =  o  et  où  l'on 
prend 

«  =  m,  loga^i  -t-  /n2  log^2-t--  •  •+  "î«Ioga7„, 

/«<,  . . .,  nin  désignant  des  constantes  quelconques. 

Alors  si,  pour  plus  d'élégance,  on  change  u  en  logw  et  A  en  r- , 
on  a 

(62)  K  =  a^7'.r'2"'...a7^''; 

l'équation  (59)  devient 


(63) 


et  les  équations  aux  différentielles  totales  qu'il  s'agit  d'intégrer 
sont  les  suivantes 

XidXi                          XndXn 
^  +...H =0, 


mi  tn,i 

où  il  faut  remplacer  \  par  chacune  des  racines  de  l'équation  (63). 

Cette  équation  ne  pouvant  être  résolue  en  général,  il  semblerait 
que  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  totales  ne 
pourra  être  effectuée.  Il  y  a  donc  quelque  intérêt  à  effectuer  cette 
intégration  ;  on  y  parvient  comme  il  suit. 

Intégrons  comme  si  \  était  une  constante  et  posons 

V  '«1/      V  '«2/  V  mn 


(')  J.-A.  Serret,  Mémoire  sur  les  sur/aces  orthogonales  {Journal  de  Liou- 
ville,  1"  série,  t.  XII,  p.  241;  1847). 


142  LIVRE    I.  —   CHAPITRE    VI. 

nous  trouverons 

dv  __    Xydxx  x„rfx„ 

Vv  ~  ~       ^  -+-•••-+-  — ■     -j  ' 
Ah i-  Xh - 

et  le  coefficient  de  d\  sera  nul  en  vertu  de  V équation  même 
qui  sert  à  déterminer  \.  Nous  obtenons  donc  le  curieux  théorème 
suivant  : 

Les  n  —  I  familles  qui  complètent,  avec  la  fonction  ?/,  le 
système  orthogonal,  s'obtiennent  en  éliminant  X  entre  l'équa- 
tion (64)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  \. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  trois  variables,  si  l'on  prend  la 
famille 

(65)  11=^  x'nyzP, 

les  deux  autres  familles  de  surfaces  qu'on  doit  lui  associer  s'ob- 
tiennent en  éliminant);  entre  l'équation 

et  sa  dérivée  par  rapport  à  \^  c'est-à-dire  en  cherchant  l'enveloppe 
des  surfaces  représentées  par  l'équation  précédente  quand  \ 
varie  ('). 

81.  Mais  on  peut  faire  beaucoup  d'autres  applications  du 
résultat  général  que  nous  avons  trouvé.  Rappelons-nous  les  re- 
marques relatives  aux  coordonnées  pentasphériques  (n°  69)  (2). 
Nous  avons  vu  que  les  conditions  d'orthogonalité  dans  ce  système 
s'expriment  comme  dans  le  système  ordinaire;  .r,,  x^,  ...,  x^  dé- 
signant les  coordonnées  pentasphériques  d'un  point^  nous  con- 
sidérerons encore  la  famille 

(67)  u  =  x'[^xlK..xl^, 

mais,  pour  que  l'équation  précédente  soit  homogène  quel  que 


(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (i"  Partie,  n"  140). 

(^)   Voir  aussi  Leçons  sur  la  The'orie  des  sur/aces  {i"  Partie,  Livre  II,  Chap.  VI). 
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soit  II,  nous  poserons 

(68)  a,+ aj-f-. . .-+- a5=  G. 

Avec  celte  hypothèse,  nous  allons  obtenir  de  nouveaux  systèmes 
orthogonaux. 

Les  deux  familles  complétant  le  système  seront  les  enve- 
loppes des  surfaces  représentées  par  les  équations 

et  il  est  facile  de  vérifier  :  i"  que  V équation  déterminant  \ 


«1 


se  réduit,  comme  cela  doit  être,  au  second  degré  en  vertu  de 
la  condition  (68)  et  de  la  relation  homogène 


,-^  xi  =  o 


entre  les  coordonnées  ;  i''  que  V  équation  (69)^  après  qu^on  y  a 
substitué  à  la  place  de  X  une  de  ses  deux  valeurs,  devient 
homogène  par  rapport  aux  cinq  quantités  Xi. 

Le  nouveau  système  ainsi  obtenu  est  assez  général,  puisqu'il  con- 
tient, en  dehors  des  exposants,  les  dix  constantes  qui  figurent 
dans  les  équations  de  cinq  sphères  orthogonales.  Le  système  le 
plus  simple  de  ce  genre  est  celui  pour  lequel  l'équation  (67)  prend 
la  forme 

(70)  u  = -. 

On  verra  facilement  que  les  équations  des  deux  familles  de 
surfaces  algébriques  qui  complètent  ce  système  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 


.     \/x\-{-x?,    ,  .    J  x\ 

(71)  arcsin-î — -. i  ±  arc  sin 


ix^  ix& 

Si,  par  exemple,    on    prend  pour  les   cinq    fonctions  Xi    les 
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expressions  suivantes 


^,    7, 


372-4-^2+  22_R2  a;2  _j__^2  ^_   -2  _j_  R 


2  R  2  R  t 

on  aura  le  système  triple  défini  parles  équations 
xy  _ 

2(a72+j2+^2_R2J   -   "' 


R  v/.'r2  -1-^2  .  2  R  v/72  -4-  ^32 


(72)     {  arcsin  ;  +  arc  sin 


a:.2_(__^2_4_^2_^R2  a;2_t_j2+22^_R2  ' 


2R\/.r2-H^2  .  9^Ry/y2_^_32 

arc  sin  — — =—  —  arc  sin       ■"-- 


ip2_f-j2_^_^2_|_  R2  a;2_,_j2_,_^2_|_R2 

Pour  R  =  00,  on  retrouve  le  système,  comprenant  une  famille  de 
paraboloïdes,  qui  a  été  étudié  au  n°  69. 

82.  La  forme  très  symétrique  des  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir  conduit  à  différentes  généralisations  que  nous  allons 
signaler. 

Considérons  d'abord  les  n  fonctions  des  n  variables  x^^...,x,i 
obtenues  en  éliminantX  entre  l'équation 

et  sa  dérivée  par  rapport  à  À 

X  H i-  X  H - 

On  aura  n  fonctions  U\,  U2,  . .  .,  Un  qui  correspondront  aux  n 
racines  de  V équation  précédente.  Nous  allons  montrer  qu^ elles 
forment  un  système  orthogonal. 

En  effet,  pour  deux  fonctions  U\^  U2  relatives  à  deux  racines 
différentes  );j,  X2,  la  condition  d'orthogonalité  sera 


2â  /,        ^2. 


mij\  m, 
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Or  celle  relation  est  vérifiée;  on  l'obtient  en  exprimant  que  A,,  Ao 
sont  des  racines  de  l'équalion  (74)  ^t  en  éliminant  a  entre  les  deux 
équations  ainsi  obtenues. 

Dans  le  cas  de  trois  variables,  ou  a  le  théorème  suivant  : 

Les  enveloppes  des  surfaees  représentées  par  V équation 

où  Von  fait  varier  1,  forment  an  système  triple  orthogonal. 

On  voit  que  ce  système  triple  jouit  toujours  de  la  propriété 
si  remarquable  de  celui  qui  est  formé  avec  les  surfaces  homo- 
focales  du  second  degré  :  les  trois  familles  qui  le  composent  sont 
représentées  pa/-  la  même  équation,  et  elles  sont  d'ailleurs 
formées  de  surfaces  algébriques,  lorsque  les  rapports  mutuels 
de  m,  «,/?,  q  sont  commensurables. 

Toutefois,   il  y  a    un  cas   singulier  qui   se  présente  quand  la 

somme 

m  -h  n  -{-  p  -h  q 

est  nulle.  Alors  on  a  seulement  deux  familles  orthogonales  com- 
posées de  cônes  ayant  pour  sommet  commun  l'origine  des  coor- 
données. La  troisième  famille  est  évidemment  formée  de  sphères 
ayant  pour  centre  le  sommet  commun  des  cônes. 

83.  On  peut  aussi  ap])]iquer  la  proposition  générale  au  cas  de 
cinq  variables  et  en  déduire,  en  employant  les  coordonnées  penta- 
sphériques,  des  théorèmes  qui  conviennent  à  l'espace  à  trois  dimen- 
sions. 11  suffira  de  disposer  des  constantes  de  telle  manière  que  les 
équations  obtenues  soient  homogènes. 

Appelons  encore  x^,  Xo-,  ...,  ^ô  les  coordonnées  pentasphé- 
riques  d'un  point  et  considérons  l'équation 

où  les  quantités  mi  sont  cinq  constantes  quelconques. 

Si  l'on  élimine  X  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport 
D.  10 
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(77)        ■ 

Wl 

/«S             me 

X 

™2    +  •  ■ 

on  obtiendra  une  fonction  u  qui  sera  homogène  et  de  degré  zéro 
toutes  les  fois  que  l'on  aura 

mi  -+-  m.2 -h . . . -+-  me  =  o. 

D'ailleurs,  avec  cette  hypothèse,  l'équation  (77)  sera  du  troi- 
sième degré  par  rapport  à  \.  En  substituant  les  trois  racines  dans 
l'équation  (76),  on  aura  les  paramètres  de  trois  familles  qui  com- 
poseront un  système  triple  orthogonal.  Ces  systèmes  orthogonaux 
jouiront,  comme  les  précédents,  de  la  propriété  remarquable  que 
les  trois  familles  seront  représentées  par  une  même  équation. 

84.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  s'étendent, 
avec  les  modifications  convenables,  aux  fonctions  les  plus  géné- 
rales qui  satisfont  à  l'équation  différentielle  (ô^).  Pour  ne  pas 
développer  outre  mesure  ces  applications,  nous  établirons  tout  de 
suite  le  théorème  le  plus  général. 

Considérons  l'équation 

où  la  fonction  X,  dépend  de  la  seule  variable  Xi  et  satisfait  à  l'é- 
quation différentielle 

(79)  X^X7=2Â:(X^-a)(Xj-6); 

A  désigne  une  constante  qui  peut  être  réunie  à  l'une  des  fonctions 
X/  et,  par  conséquent,  supprimée  toutes  les  fois  que  k  est  diffé- 
rent de  l'unité.  Multiplions  le  premier  membre  de  l'équation  (78) 
par  TsÇ)\)rD^^  ^(^)  étant  une  fonction  à  déterminer,  et  intégrons 
en  considérant  \  comme  seule  variable.  En  prenant  pour  X^  cha- 
cune des  n  racines  de  l'équation  (78),  nous  aurons  n  fonctions  u/i 
définies  par  les  quadratures 


(80)       U/, 


^j'''r,a)\^^^^-o^ik-j)iX,-^...+  Xn)-i-A\dl, 
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la  limite  inférieure  a  étant  une  constante  dont  il  y  aura  lieu  de 
disposer.  La  dérivée  partielle  de  la  fonction  Uh  ainsi  obtenue  par 
rapport  à  \h  est  nulle,  et,  par  conséquent,  sa  dérivée  relative  à  Xi 
se  réduit  au  seul  terme 

En  remplaçant  XJ  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (^9),  on  trouve 
duk         ^,    r'^'Hka-a)a-h)       (9.k-i)l  —  k(a-^h)-\     ^,.,. 

5^-^^'X  r  a-xj)^ x-xj       J-(^^^^' 

Cela  posé,  définissons  la  fonction  Trf(À)  par  l'équation 

(81)  /:  ~  (l  ~  a)(l  -  b)m{l)  =  [{^k  -  i)l  _/,-(«  + 6)]nT(X), 

et  la  constante  a  par  la  condition 

TO(a)(a  —  «)(a  —  6) 


(82) 


a  —  X';- 


l'intégrale  qui  exprime  -—  pourra  être  déterminée,  et  l'on  aura 

^^^^  ^,=-''^^^ xl^^c^ 

Il  suit  de  là  que  les  /i  fonctions  w,,  iio,  ...,  W/i  correspondantes 
aux  n  racines  A,,  ....  ).«  de  l'équation  (78)  forment  un  système 
orthogonal;  car,  pour  les  deux  fonctions  M),  Uo.,  par  exemple,  la 
condition  d'orthogonalité 

o 


y ^ 


;■) 

est  identique  à  celle  qu'on  obtient  en  substituant  );,,  ).o  à  la  place 
de  )v  dans  l'équation  (78),  et  retranchant  les  deux  relations  ainsi 
obtenues. 

La    fonction  m().)  se   détermine   sans  difficulté  au  moyen  de 
Téquation  dilTéi-entielle  (81).  On  peut  prendre,  en  général, 

1       n  1       /. 

(8.i)  nj(X)  =  (X  — a)*^-"(X  — 6)^"-^. 
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La  constante  a  est  ensuite  déterminée  par  la  condition 

1       n  1       /, 

(a  —  af  ''-"^  (a  —  bf  «-a"^^ 

"o^xl =  ^- 

Si  l'un  des  exposants  du  numérateur  est  positif,  on  prendra 
a  =  a  ou  a  =  b;  s'ils  sont  négatifs  tous  les  deux,  on  prendra 
a  =  ±:  GO. 

En  résumant  tout  ce  qui  précède,  nous  obtenons  le  théorème 
suivant  : 

Considérons  n  fonctions  X,,  X2,  ...,  X„,  qui  dépendent 
chacune  de  la  variable  de  même  indice  et  satisfont  aux  équa- 
tions différentielles 

X'iX'-  =  2k(X'-~a)(X'-  —  b). 

Si  nous  appelons  )., ,  À25  •  •  •  5  ^vz  ^es  n  fonctions  de  x^,  ^o?  •  •  •  ? 
Xa  racines  de  U équation 

^     ^''  2(A--i)(Xi+X2-H...  +  X„)-i-A  =  o, 


.^X  — X. 

et  si  nous  définissons  n  fonctions  par  les  quadratures 

un=  j      (X— a)^-^-"(X  — è/«-6 

X  r^lx^x"^  -^^^'^-0(Xi+...-hX„)  +  A|  cTk, 

où  a  est  un  des  trois  nombres  a,  6,  00,  choisi  par  la  condition 
indiquée  plus  haut,  ces  n  fonctions  forment  un  système  ortho- 
gonal. 

Si  l'on  a  a=  b,  les  formules  précédentes  sont  illusoires  ;  mais 
on  se  reportera  à  l'équation  différentielle  qui  détermine  r^(\). 

80.  La  proposition  précédente  admet  différents  cas  particu- 
liers; nous  examinerons  seulement  l'hypothèse  suivante,  dans 
laquelle  elle  tombe  en  défaut  et  devient  incomplète. 

Supposons  que  l'on  ait 

A=i,        A  =  o. 
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Alors  l'équation  en  "k  (78)  se  réduisant  au  degré  n  —  i,  on  n'a 
plus  que  n  —  i  fonctions  Uk  orthogonales.  Mais  on  reconnaît  aisé- 
ment, d'après  l'expression  (83)  donnée  plus  haut  de  la  dérivée 

T-^  que  le  système  de  ces  n  —  i   fonctions  peut  être  complété  par 

l'adjonction  de  la  fonction 

(85)  M  =  X1-+-X2 +  ...-+- X„, 
ce  qui  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

On  a  vu  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

la  fonction 

i«  =  Xi-i-X,-(-...+  X„ 

fasse  partie  d' un  système  complètement  orthogonal  est  que  les 
fonctions  X/  vérifient  une  équation  de  la  forme 

(86)  X;X';'=2(X"— a)(X"— 6), 

oii  a,  et  b  désignent  deux  constantes  quelconques.  Pour  déter- 
miner les  n  —  I  fonctions  qui  complètent  le  système  orthogonal, 
on  formera  l'équation  suivante  en  \  : 

y   x;^ 

les  n  —  I  fonctions  cherchées  seront  déterminée^  par  les  for- 
mules 


„„=^-a-a)-.(x-6)'--'(2,-=f^) 


dK 


où  "k/i  désigne  une  des  n  —  i  racines  de  V équation  précédente 
et  oîi  a  désigne  l'un  des  nombres  a,  6,  choisi  par  la  condi- 
tion que  l' intégrale  précédente  ait  un  sens. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  obtient  ainsi  les  sj'stèmes  dont 
J.-A.  Serret  avait  seulement  établi  l'existence  dans  le  Mémoire 
cité  plus  haut  (p.  i40j  ^^  ^'^"  démontre  de  plus  que  les  lignes 
de  courbure  des  surfaces  dont  il  se  compose  s'obtiennent  par  de 
simples  quadratures. 

86.  Revenons  au  théorème  général,  et  supposons  A'  quelconque 
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et  différenl  de  l'unité.  On  reconnaîtra  aisément  que,  en  employant 
le  langage  de  la  Géométrie,  une  des  familles  dont  il  se  compose 
comprend  la  surface 

i{k  -  i)(X,  +. . .+  X„)^  A  =  o, 

dont  il  est  possible,  par  conséquent,  de  déterminer  les  lignes  de 
courbure.  On  est  ainsi  conduit,  en  supposant  A  =  o,  au  théorème 
suivant,  qu'il  sera  facile  d'ailleurs  de  vérifier  directement  ('). 

Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  définie  par  l'équation 

(87)  X, -H  X2 -+-...  ^-X^^o, 

où  X,,  Xo,  . ..,  X«  satisfont  aux  équations  différentielles 

(88)  X-Xj  =  ik{X\—  a)(X';—  6), 

se  déterminent  de  la  manière  suivante.  On  recherchera  les 
n  —  I  fonctions  \h  racines  de  l'équation 

puis,  déterminant  une  fonction  rsÇk)  par  l'équation 

90)  /<:tu'(X)(X  — a)(X  — 6)  =  — Xct(X), 

et  une  constante  ^  par  la  condition 

(91)  TTT(a)(a-a)(a-6)^^^ 

a 

on  calculera  les  n  —  i  fonctions 

une  seule  d'entre  elles  demeurera  variable  sur  chacune  des 
lignes  de  courbure  cherchées  ;  et,  par  suite,  on  obtiendra  toutes 
ces  lignes  en  égalant  à  des  constantes  arbitraires  n  —  2  quel- 
conques des  fonctions  précédentes. 


(  '  )  Voir,  pour  plus  de  détails,  le  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvi- 
lignes, cite  plus  haut,  p.  m. 
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Ce  cas  est  le  seul,  nous  l'avons  vu  (n°  77),  dans  lequel  les  lignes 
de  courbure  des  surfaces  représentées  par  l'équation  (5o)  soient 
coordonnées. 

87.  Indiquons  quelques  applications  du  théorème  précédent, 
relatives  à  trois  variables  x,  y^  z.  Nous  supposerons  d'abord  que 
les  constantes  a  el  b  soient  nulles,  c'est-à-dire  que  l'équa- 
tion (88)  se  réduise  à  la  forme  simple 

X'X"'=2/CX"2. 

L'hypothèse  k=i  a  été  examinée.  Si  on  l'écarté  et  si  l'on  sup- 
pose 2 A-  —  1  ^o,  l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera 

(93)  X=  a  +  p(a7-a7o)"S 

a,  [3,  Xq  étant  trois  constantes,  et  ni  étant  déterminé  par  l'équation 

2  —  ik  m  —  2  , 

m  =  ■ r'         =  2A:. 

I  —  2  A:  m  —  I 

L'hypothèse  2^-=:  i  nous  donnerait  (') 

X  =  a  +  p  eY^. 

En  la  laissant  de  côté,  on  pourra  revenir  à  la  formule  (gS)  et 
supposer  Xq  -=■  o.  La  surface  correspondante  sera  représentée  par 
une  équation  de  la  forme 

(^)"'-(f)""-(?)"'=- 

«,  b,  c  étant  trois  constantes  et  m  étant  quelconque  positif  ou 
négatif,  entier  ou  fractionnaire.  On  sait  que  Lamé  (2),  dans  son 
opuscule  sur  les  méthodes  en  Géométrie,  a,  le  premier,  étudié 
ces  surfaces  auxquelles  M.  de  la  Gournerie,  qui  en  a  fait  connaître 
diverses  propriétés,  a  donné  le  nom  de  tétraédiales  symétriques. 
On  peut  prendre  ici 

2  —  2  ;« 

in(X)=  X'«-2  , 


(')  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  nous  négligeons  l'intégrale  linéaire  X=:a-f-pa: 
qui  correspond  à  l'hypollièse  X"=  o. 

(^)  Lamé,  Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre  les 
problèmes  de  Géométrie.  Paris,  Bachelier;  1818. 
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et  si,  pour  plus  d'élégance,  on  change  A  en ' ,  on  aura,  en 

faisant  entrer  dans  u  un  facteur  constant, 


\        ^'n-ia^A ^_ 


.^] 


b'"  (  ,a  —  6'«^2-/«)        c'»([JL  —  C'^z 

Chaque  ligne  de  courbure  s'obtiendra  en  donnant  à  u  une  va- 
leur constante  et  éliminant  [j.  entre  l'équation  précédente  et  sa 
dérivée 

'r-m  '\rm  Tin 

(9G) 


La  constante  a  pourra  être  prise  égale  à  zéro  si  m  n'est  pas- 
compris  entre  i  et  2  ;  elle  pourra  être  prise  égale  à  00  si  m  est 
compris  entre  o  et  1. 

Les  équations  des  lignes  de  courbure  contiendront  toujours  des 
logarithmes  et  une  partie  algébrique. 

Par  exemple,  pour  la  surface 

on  aura,  en  effectuant  les  intégrations, 


(98) 


^  -H  -i— (372-1- j2_|_  z''-}-\-  \).{a^x-h  b^y  -I-  c^z) 


4- lot 


\xx 


b^  j     \  c^  1    " 


et  il  j  aura  à  éliminer  jj.  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  [x.  Cette  dérivée  est  algébrique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  voit  que  nous  saurons  déterminer  les 
lignes  de  courbure  de  deux  surfaces  du  troisième  ordre,  l'une 
représentée  par  l'équation  (97),  l'autre  par  la  suivante 

abc 

(99)  œ-^y-^^-'- 

Cette  dernière  surface  est  la  transformée  homographique  de  la 
surface  la  plus  générale  à  quatre  points  doubles. 
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On  saura  de  même  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  deux 
surfaces  du  quatrième  ordre  dont  les  équations  seront 


(lOO) 


La  seconde  est  la  transformée  homographique  de  la  surface  de 
Steiner  la  plus  générale. 

88.  Pour  étendre  un  peu  ces  applications,  on  peut  remarquer 
qu'il  est  permis  d'ajouter  des  termes  aux  équations  déjà  données 
et  de  traiter  les  surfaces  représentées  par  l'équation  plus  générale 

(ici)  ax'"-\-  by'"^^  cz'"--\-  ol{x^ -{- y^ -\-  z'^)  =  C, 

OÙ  a,  b,  c,  a,  G  désignent  des  constantes  quelconques.  Cette  re- 
marque, que  le  lecteur  vérifiera  aisément,  nous  permet  d'ajouter 
aux  surfaces  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  déjà  données, 
celles  qui  sont  représentées  par  les  équations  suivantes 

a^r^-r-  by^-T-  cz^-i-  ^.(x^  -{- y--\-  z-)=  C, 

ax'*-+-  by'*-T-  cz'*-+-  (x{x^  + y^-^  z'^)=  G. 

Au  reste,  on  peut  trouver  toutes  les  surfaces  auxquelles  s'ap- 
plique le  théorème  du  n°  85  et  déterminer  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

(102)  X'X"'=^ik(X"—a){X''—b). 

Cette  intégrale  sera  donnée  par  les  formules 


1  X'  =  C  (X"—  afi^^/'^iX"—  bf/^^^i, 
(io3)       {    ^=  -ri   Ax"— a)2^("-6)~\x"— 6)2*(^-'')~'^X" 

X  =  -^    /(X"  — a)*(«-M       (X"—b) 


kib-.i)       dX!' 


o\x  figurent  des  quadratures  que  l'on  peut  effectuer  dans  un  grand 
nombre  de  cas. 
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89.  On  peut  se  demander  si  les  surfaces  du  troisième  ordre 
dont  nous  avons  appris  à  déterminer  les  lignes  de  courbure  sont 
les  transformées  homographiques  de  la  surface  la  plus  générale  de 
cet  ordre.  Il  est  aisé  de  répondre  à  cette  question. 

L'équation 

(io4)  aa^s-i-  6j3-i-c^s-+-  oi{x'^-h  y^-T-  z^)+  ^  =  o 

peut  toujours,  par  une  simple  translation  des  axes,  être  ramenée 
à  la  forme 

(io5)  ax^-\- by^-h  cz^-h  xx -h  ^y -\-^z -+-^  —  o, 

ou,  si  l'on  rend  l'équation  homogène, 

ax^-h  by^-+-  cz^-+-  t^{a.x  -\-  ^y  -{-^^z  -+-  ot)=  o. 

Cette  équation  montre  que  les  plans  tangents  menés  de  l'ori- 
gine à  la  surface  sont  tangents  à  deux  cônes  cubiques,  dont  l'un  a 
pour  équation 

ax^-^- by^+ cz^  ^=  o. 

L'origine  est  donc  un  des  dix  points  doubles  de  la  liessienne, 
et  la  seule  particularité  que  présente  la  surface  est  la  suivante  : 
l'un  des  cônes,  celui  qui  est  représenté  par  l'équation  précédente, 
est  un  cône  triangulaire.  Dans  la  surface  générale,  l'équation  de 
ce  cône  ne  pourrait  être  ramenée  par  un  choix  convenable  des  axes 
qu'à  la  forme  suivante 

ax"^-^  by^-v-  cz^-\-  3hxyz  =  o. 

Ici  ^  =  o  ;  nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Toute  surface  du  troisième  ordre  pour  laquelle  l'un  des 
vingt  cônes  qui  sont  circonscrits  à  la  surface  suivant  une  sec- 
tion plane  est  un  cône  triangulaire  peut  être  transformée  ho- 
mo  graphique  ment  en  une  autre  dont  on  détermine  les  lignes 
de  courbure. 

90.  Je  terminerai  ce  Chapitre  en  remarquant  que,  tout  ce  qui 
précède  s'appliquant  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  on 
pourra  employer  les  coordonnées  pentasphériques,  pourvu  que  les 
équations  soient  homogènes.  On  saura  donc  déterminer  les  lignes 
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de  courbure  des  surfaces  représentées  dans  ce  système  de  coor- 
données par  l'équation 

(io6)  ax'^-\-bxf-hcxf-^dx';^^  exf  =  o, 

où  7)1  est  quelconque,  ainsi  que  les  constantes  a,  b,  c,  d,  e.  Si 
l'on  ramène  par  une  inversion  trois  des  sphères  coordonnées  à  des 
plans,  l'équation  précédente  deviendra 

/           3^2  -t-  y2  -4-  ^2  \  m 
aX'n-+-  by"^-+-CZ"^  +  Ctl\ rr^ —  ' 


Pour  R  =  00  on  peut  obtenir   comme   cas   limite  les  surfaces 
représentées  par  l'équation  (loi). 


LIVRE  II. 

LES   COORDONNÉES    CURVILIGNES. 


CHAPITRE  I. 

SYSTÈAIES    ORTHOGOJVAUX    A    11    VARIABLES. 

On  se  propose  de  faire  connaître  les  formules  que  Lamé  a  données  dans  ses 
Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  en  appliquant  et  étendant  sa  méthode 
aux  systèmes  complètement  orthogonaux  à  n  variables.  —  Définition  des  élé- 
ments d'une  substitution  linéaire  orthogonale  par  les  formules  xf  =  H-r^.  — 

Relations  différentielles  auxquelles  ils  donnent  lieu.  —  Introduction  de  gran- 
deurs nouvelles  p,j  qui  doivent  vérifier  deux  systèmes  différents  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  —  Indication  sur  la  méthode  de  recherche 
d'un  système  orthogonal.  —  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Combescure  : 
«  A  tout  système  orthogonal  on  peut  en  rattacher  une  infinité  d'autres  qui  dé- 
pendent de  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable  ».  —  Application  de  la  méthode 
générale  de  recherche  à  la  solution  d'un  problème  fondamental  :  résolution  la 
plus  générale  de  l'équation 

dx\  H- . . .  +  dx%  =  —  (  rfp^  -i- . . .  +  rfp/^i  ). 

Cette  solution  est  toute  semblable  à  celle  qui  est  connue  depuis  longtemps  pour 
le  cas  de  trois  variables,  et  elle  est  fournie  par  une  inversion  généralisée,  suivie 
ou  précédée  d'un  déplacement.  —  Cas  spécial  signalé  par  M.  Cremona.  —  Indica- 
tion de  différentes  méthodes  qui  permettent  de  faire  dériver  de  tout  système 
orthogonal  à  n  variables  d'autres  systèmes  orthogonaux  contenant  le  même 
nombre  ou  un  moindre  nombre  de  variables.  —  C'est  ainsi  qu'au  systènje  des 
coordonnées  elliptiques  on  peut  faire  correspondre  une  suite  illimitée  de  systèmes 
orthogonaux  algébriques.  —  Théorème  de  Géométrie  qui  donne  une  généralisa- 
tion de  la  notion,  due  à  Gauss,  de  représentation  sphérique.  —  Application  des 
résultats  précédents  à  la  recherche  des  surfaces  de  l'espace  à  n  dimensions  dont 
les  lignes  de  courbure  sont  coordonnées.  —  Cette  recherche  exige  en  premier 
lieu  la  détermination  de  tous  les  systèmes  complètement  orthogonaux  dans  un 
espace  à  n  —  i  dimensions.  --  Cette  détermination  une  fois  effectuée,  des  mé- 
thodes analogues  à  celles  que  l'on  suit  dans  la  recherche  des  surfaces  ayant  un<^ 
représentation  sphérique  donnée  permettent  d'achever  la  solution  d,u  problème. 
—  Quelques  propriétés  des  lignes  de  courbure  des  surfaces.  —  Équ  itions  d'Olinde 
Rodrigucs.  —  Généralisation  de  la  théorie  des  systèmes  cycliques  et  son  extension 
à  l'espace  à  n  dimensions. 
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91 .  Après  avoir  exposé  dans  le  Livre  précédenl  les  principaux 
travaux  relatifs  à  l'équalion  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre  dont  dépend  le  problème  des  systèmes  triples  orthogonaux, 
nous  allons  étudier  la  méthode  que  Lamé  a  fait  connaître,  dans  les 
Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  pour  la  recherche  et 
l'étude  des  systèmes  orthogonaux,  ainsi  que  pour  l'emploi  des 
coordonnées  curvilignes  qui  se  rattachent  à  chacun  de  ces  sys- 
tèmes. Nous  nous  proposons  de  reprendre  d'abord  toute  cette 
recherche  en  l'étendant  au  cas  de  n  variables  et  en  étudiant  d'une 
manière  plus  complète  les  propriétés  et  la  signification  géomé- 
trique de  chaque  groupe  d'équations.  Les  résultats  que  nous 
allons  donner  ont  été  déjà  exposés  en  partie  dans  deux  Mémoires 
publiés  en  1866  et  1878  ('). 

Considérons  n  fonctions  p,,  po,  ...,  p„  de  n  variables^,,  x-^i  ••-■, 
Xni  formant  un  système    complètement   orthogonal,  c'est-à-dire 

telles  que  l'on  ait  les  — équations 

(i)  ,  Op,.p/,=  o        {i^k). 

Introduisons  les  quantités  H/  définies  par  la  formule  générale 

les  n-  quantités  H/  -~  formeront  les  coefficients  d'une  substitution 

linéaire  orthogonale. 
Si  l'on  pose  en  effet 

les  relations  précédentes  pourront  se  mettre  respectivement  sous 
la  forme  suivante 

(4)  (X/)2+(X?)2-+-...+  (X?)''  =  i, 

(5)  xlxi-t-x,^xi.+...+  x?x;:=o, 

qui  met  en  évidence  la  propriété  annoncée. 


(')  Sur  les  surfaces  orthogonales  {Annales  de  l'École  Normale,  i"  série, 
t.  III,  p.  97;  1866).  Mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes  et  des 
systèmes  orthogonaux  {Annales  de  l'École  Normale^  2=  série,  t.  VII,  p.  ioi-i5o, 

227-260,  275-348;  1878). 
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Il  suit  de  là  que  si  l'on  considère  les  équations  qui  donnent  les 
diflerenlielles  totales  des  fonctions  p^, 

ces  équations  pourront  être  résolues  dune  manière  élégante  par 
rapport  à  dx^^  ...,  dxn-  Car  si  l'on  exprime  les  dérivées  des  fonc- 
tions Ok  à  l'aide  des  variables  Xj,  elles  prennent  la  forme  suivante 

(  6  )  \\k  dpu  =  X 1.  t/;r  1  -+-  X|.  dx^^...^  X'I  dxn  ; 

d'où  l'on  déduit  immédiatement,  par  les  propriétés  des  substitu- 
tions orthogonales, 

(7)  dx;,=  Xfni^pi+X^H2^p2-r-...+  X,'^H„rfp«. 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  la  variable  x/t  exprimée  en  fonction 
de  Oi,  p2,  ...,  p„,  on  a  évidemment 

(8)  ^^^^^^^^-^d^^P^-^---^^?- 

En  comparant  ces  deux  expressions  différentes  de  dx^,  on  est 
immédiatement  conduit  aux  équations  bien  connues  de  Lamé 

qui,  comparées  à  l'équation  de  définition  (3),  donnent 

.      .  I    àx/,.  dpi 

^i   dpi  dx/c 

A  ces  relations  on  peut  ajouter  les  suivantes,  qui  sont  une 
simple  conséquence  des  propriétés  connues  des  substitutions 
orthogonales, 

(II)  (X'J2_^...+  (X^)2=,, 

{vx)  x';xt+...+xix^-o, 

(i3)        dx\-^dxl-^...+  dxl=  }l\dp\+nldpl-^...+  Yildpl. 

Adoptant  toutes  les  notations  de  Lamé,  nous  conviendrons  de 
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désigner  par  u  l'une  quelconque  des  variables  ;r,,  ...,  ^«,  et  de 
poser,  quand  on  la  considérera  seule, 

Les  sommes  désignées  par  la  lettre  S  seront  obtenues  en  rem- 
plaçant u  successivement  par  x^ ,  x-^j  .. .,  x„.  Dans  le  cas  de  trois 
variables,  U,,  Uo,  U3  sont  les  cosinus  des  angles  que  font  les 
normales  aux  trois  surfaces  coordonnées  avec  l'axe  des  u.  On  a, 
dans  tous  les  cas, 

(i5)  U^-hU^-4-...^Uf,=  i. 

92.  De  la  formule  (10)  il  résulte  que  l'opération  désignée  par 
le  symbole  8p.  et  définie  par  la  formule 


dv    dpi  dv    dpi 

peut  aussi  s'écrire 


P'  dx^  dxi       '  '  '       dx,i  dxr. 


ç>  \    f  dv    dxi  dv    dxr 

^  H?  \dxi   dpi  dxn    dpi 

c'est-à-dire,    en    supposant   ç   exprimée    en    fonction    des   coor- 
données p/, 

.  j     àv 

^•^^  '^^^''^Hfôpi 

Par  exemple,  si  l'on  différentie,  par  rapport  à  u,  la  relation 

Opnp/,.'=  o, 

on  aura,  nous  l'avons  vu  (n°  9), 

En   tenant  compte  de  la  formule  (17),  cette  dernière  relation 

deviendra 

I      d    /àp/,'\         I       â    [dpk 


H|  dpk  \du  /    '    H|-  c^p/t'  \duj       °' 
OU,  en  remplaçant  j^,  -~  par  leurs  expressions  tirées  de  la  for- 
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mule  (i4)j 

c'esl-à-dire 

àp/,'  dp,,.  dpk'  àp,, 

Cela  posé,  reprenons  la  formule  (7),  qui  peut  servir  de  défini- 
tion aux  U/, 

(19)  du  =  HiUiû?pt-t-  H2U2<^?2+--  •  --H  H„U„c?p„, 

et  écrivons  les  conditions  d'inlégrabilité.  On  devra  avoir 

(20)  -^  =  ±(ii,.v,o=  ^(Ha-Ua); 

opA-opk'        dp  A-  dpi' 

ce  qui  donnera 

dpk'  dp/,  dp,,'  dp,, 

Il  suftil  de  comparer  cette  formule  à  la  précédente  (18)  pour  en 
déduire  les  relations  bien  plus  simples,  qui  sont  contenues  dans 
le  Ivpe  suivant 

Ha-    dp,,        U/,'   dpk' 

et  tiennent  lieu  à  la  fois  des  relations  (18)  et  (21). 

Si,  au  lieu  de  garder  comme  Lamé  les  fonctions  Hy;,  nous  intro- 
duisons les  variables  auxiliaires  ^//f  définies  par  la  double  relation 

(23)  p,7=o,  p,A=j^-J^^  {i^k), 
on  voit  que  l'on  aura 

(24)  ^=U/,-pA-A-,  {k-^l^). 

La  formule  précédente  ne  nous  donne  pas  toutes  les  dérivées 
des  fonctions  U/.  Nous  aurons  celles  qui  nous  manquent  en  dilfé- 
rentiant,  par  rapport  à  p;t,  la  relation 

D.  ,1 


l62  LIVRE    II.   —   CHAPITRE    I. 

ce  qui  nous  donnera 

(26)  ^-^_p„u,-P2AU2-...-P«;tU„. 

Ainsi,  les  formules  (24)  et  (26)  font  connaître  toutes  les 
dérivées  des  fonctions  U/f. 

93.  Ce  point  étant  obtenu,  nous  aurons  des  relations  entre  les 
fonctions  ^/a  en  exprimant  que  les  différentes  valeurs  obtenues 
pour  une  même  dérivée  seconde  de  U/f  sont  égales.  On  aura,  par 
exemple,  en  supposant  k'  et  k'  différents  de  k, 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  n  systèmes  différents  de 
valeurs  des  U^;  il  faut  donc  qu'elle  soit  vérifiée  identiquement,  ce 
qui  donne  deux  relations  comprises  dans  le  type  suivant 

(.7)  ^  =  PA./."M',  {k^k'^k"). 

Cherchons  de  même  les  deux  valeurs  que  l'on  peut  obtenir  pour 
'"    et  égalons-les;  on  trouvera,  en  tenant  compte  des  relations 


précédentes, 

ce  qui  donne  le  nouveau  système  de  relations  aux  dérivées  par- 
tielles entre  les  ^/^ 

Opk  (^pk' 

Les  quantités  <^ik  doivent  donc  satisfaire  aux  deux  groupes  bien 
distincts  de  relations  (27)  et  (28).  Puis  les  U/  seront  déterminés 
par  les  équations 

(  f^  =  hk'Vk; 
(.9)       \^''  (^  =  i,.,3,...,n), 
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qui  seront  évidemment  compatibles  et  formeront  un  système  com- 
plet si  les  relations  (27),  (28)  sont  toutes  vérifiées. 

94.  D'après  cela,  supposons  que  l'on  ait  trouvé  des  fonctions  j^u' 
satisfaisant  au  système  des  équations  aux  dérivées  partielles  (27), 
(28).  Nous  allons  voir  qu'on  pourra  toujours  en  déduire  une  infi- 
nité de  .systèmes  orthogonaux.  En  effet,  les  conditions  d'intégra- 
bilité  étant  vérifiées,  le  système  (29)  déterminera  les  fonctions  Uj 
et  il  est  facile  de  voir  avec  quel  degré  de  généralité.  Les  valeurs 
initiales  seules  de  ces  fonctions  pourront  être  choisies  arbitraire- 
ment, puisque  les  équations  (29)  déterminent  toutes  leurs  dérivées 
premières. 

D'autre  part,  il  résulte  de  ces  équations  mêmes  que  si  l'on  a 
trouvé  deux  systèmes  différents  U/  et  V,-  de  solutions  de  ces  équa- 
tions, la  somme 

U.V,--...H-U«V« 

demeure  constante.  On  vérifie  ce  point  essentiel  en  prenant  la  dé- 
rivée de  la  somme  précédente  par  rapport  à  p^  par  exemple,  et  en 

substituant  les  valeurs  de -r— '  ? -rj-S  •••'  déduites  des  équations  (29); 

on  obtiendra  ainsi  un  résultat  qui  sera  toujours  nul.  Cette  re- 
marque s'appliquant  évidemment  au  cas  où  les  deux  systèmes 
coïncident,  on  aura 

UiVi-f-.  .-+- U„V„=  const., 
Ui-l-...^-  Ml  =const., 
Vf +  .  . .-+-    \l     =  const. 

Admettons  cette  propriété  :  nous  avons  à  obtenir  n  systèmes 
différents  de  valeurs  pour  les  U/,  et  ces  n  systèmes  différents 
doivent  nous  fournir  les  n  coefficients  d'une  substitution  linéaire 
orthogonale.  D'après  la  propriété  précédente,  il  suffira  que  les 
valeurs  initiales  de  ces  fonctions,  c'est-à-dire  les  valeurs  qu'elles 
prennent  lorsqu'on  donne  à  p,,  po,  ...,  ^n  des  valeurs  constantes 
choisies  comme  on  voudra,  vérifient  des  relations  telles  que  les 
suivantes  : 

U?-4-...--    \}l    =  r, 
UiVi-f-...4-U„V„  =  o; 
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c'est-à-dire  soient  elles-mêmes  les  coefficients  d'une  substitution 
linéaire  orthogonale. 

Il  n'y  a  donc  au  fond  qu'un  système  de  solutions  pour  les  n^ 
fonctions  U/;  tous  les  autres  s'en  déduiront  par  des  transfor- 
mations linéaires  orthogonales  à  coefficients  constants  qui  trans- 
formeront en  elle-même  la  forme  quadratique 

et  qui  équivaudront  à  des  changements  d'axes  coordonnés  dans  le 
cas  où  n  sera  égal  à  3. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  équations  (28) 

qui  déterminent  les  H,  quand  les  S/yt  sont  connus.  A  la  vérité,  ces 
équations  sont  compatibles;  elles  forment  aussi  un  système  com- 
plet en  \ertu  des  relations  (27).  Mais  elles  ne  déterminent  pas 

les  dérivées  -r — ;  et  différentiées,  elles  ne  donneront  pas  non  plus 

les  dérivées  d'ordre  supérieur  — -^r^-  Elles  admettront  donc  une 

solution  qui  contiendra  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable  in- 
dépendante. Il  sera  possible  de  choisir  arbitrairement  la  l'onction 
de  p/(  à  laquelle  se  réduit  Ha,  quand  toutes  les  variables  p/,  autres 
que  p/f,  prennent  des  valeurs  constantes. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  connaît  un  système  orthogonal,  on 
pourra  d'abord  former  les  valeurs  des  fonctions  [3/a,  qui  satisferont 
nécessairement  aux  équations  (27),  (28).  Si,  prenant  ensuite  ces 
quantités  [3,^  comme  connues  et  données,  on  veut  en  déduire  tous 
les  systèmes  qui  y  correspondent,  les  U/,  à  la  vérité,  seront  com- 
plètement déterminés,  ils  seront  les  mêmes  que  pour  le  système 
proposé  (en  négligeant  une  substitution  linéaire  orthogonale  à 
coefficients  constants)  ;  mais  les  fonctions  H/  pourront  recevoir  de 
nouvelles  valeurs  qui  dépendront  de  n  fonctions  arbitraires  d'une 
variable.  Celte  remarque  a  déjà  été  faite,  pour  le  cas  de  /i  =  3, 
par  M.  Combescure  (' ). 


(  '  )  E.  CoMBESCURE,  Suv  les  déterminants  fonctionnels  et  les  coordonnées  cur- 
vilignes {Annales  de  l'École  Normale,  i"  série,  t.  IV,  p.  98;  1867). 
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Dans  le  cas  de  trois  variables,  l'inlerprétation  géométrique  est 
bien  simple  :  si  l'on  considère  l'un  quelconque  des  systèmes  or- 
thogonaux ainsi  déduits  du  proposé,  les  surfaces  qui  le  composent 
correspondent  une  à  une  à  celles  du  système  proposé,  les  normales 
aux  trois  surfaces  de  chaque  système  aux  points  correspondants 
sont  parallèles;  par  suite,  les  surfaces  correspondantes  auront 
une  même  représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  propriétés. 

95.  On  le  voit,  dans  notre  méthode,  on  peut  faire  reposer  la 
recherche  d'un  système  orthogonal  sur  trois  opérations  distinctes  : 
d'abord  l'intégration  des  équations  aux  fonctions  ,3/;tj  P"is  celle 
du  système  aux  fonctions  H/,  enfin  celle  du  système  qui  détermine 
les  U/.  Cela  fait,  l'intégration  des  expressions 

du=  HiU,<^p,^-...+  H„U„rfp„ 

donnera  les  fonctions  .r,,  .To,  .  .  •  ,  Xn-,  et  la  solution  du  problème 
sera  achevée. 

Nous  avons  dit  que  Lamé  n'employait  pas  les  fonctions  j3/^;  on 
peut,  en  effet,  remplacer  ces  fonctions  par  leurs  expressions  à 
l'aide  des  H^,  expressions  qui  leur  servent  de  définition.  Il  est  fa- 
cile de  voir  qu'alors  les  deux  équations 

se  réduisent  à  une  seule,  qui  est  de  la  forme  suivante 

à^Uk"  I     dUk  dHk"  1     àllk'  dUk" 


(3o) 


dpkàpk'        iik  àpk'    àpk  llk'    <J?/c     àpk' 


^  .      .    n(n  —  0(n  —  2)     ,  •  1  11 

On  a   ainsi équations  du    second    ordre   que 

doivent    vérifier   les   n  fonctions  H;^.   Il  faudra  leur  ajouter  les 

— ^ ■-  équations  qu'on  obtient   en  remplaçant  les  '^ik  par  leurs 

valeurs  dans  le  système  (28),  c'est-à  dire  les  suivantes 


(3.) 


d   [  I    t)HA.A         d     1    I     d\\k\      V'    >    à^kà^k 


dpk\\ik  àpk  )      àp 
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la  sommation  relative  à  i  s' étendant  à  tous  les  indices,  sauf  k 
etk'. 

Il  y  a  aussi  quelquefois  avantage  à  former  les  équations  aux 
dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  les  fonctions  Xi^x.^-,  •  •  •  , 
Xni  lorsque  les  H/  sont  donnés.  Il  suffit,  pour  les  obtenir,  de  sub- 
stituer dans  les  équations  (29)  aux  (3/a  et  aux  U,  leurs  expressions 
(28)  et  (i4)-  On  obtient  ainsi  les  relations 

d-^u L  ^  _^ L  ^Mi:  A}L  - 

dpkdp/,'        E/,  dpk'  àp,,        H/c'   dp/c    àpk-~^' 
.oqx  d    (   \     du\       ^    i     d}\,,  du  _ 

^^  ôfM^.Ô^J-^ZàWf  'd^  dpc  -^' 

la  sommation  relative  à  i  s'étendant  à  tous  les  indices  sauf  A". 
Mentionnons  encore  l'équation 

simple  conséquence  des  équations  (i4)  et  (i5). 

96.  Pour  montrer,  au  moins  par  un  exemple,  la  marche  des 
calculs,  traitons  le  cas  où  l'on  veut  que  toutes  les  quantités  H/ 
soient  égales  et  posons 


(35) 


(36)  dx]-h...-hdxl^-  j-(dpl-^...+  dpl). 

La  solution  complète  de  cette  équation  nous  donnera  évidem- 
ment toutes  les  transformations  de  l'espace  à  n  dimensions  qui 
s'effectuent  avec  conservation  des  angles  ou  similitude  des 
éléments  infinim,ent  petits.  On  connaît  déjà  une  solution  par- 
ticulière de  ce  problème,  celle  qui  est  fondée  sur  les  formules 
généralisées  de  la  transformation  par  rajons  vecteurs  réciproques. 
Nous  allons  montrer  qu'il  n'y  en  aura  pas  d'autre. 

On  aura  ici 
/ 5    \  o  \     dh 
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el  les  équations  (27)  nous  donneront  d'abord 

ce  qui  exige  que  /*  soit  de  la  forme 

h  =  ri  +  ro-h.  .  .-¥-  r,t, 

/•/  dépendant  de  la  seule  variable  p<.  En  substituant  les  valeurs 
des  [3|/t  dans  le  groupe  (28),  on  trouve 

Le  second  membre  étant  toujours  le  même,  il  faut  donc  que 
toutes  les  dérivées  -—y  soient  égales,  ce  qui  donne 

/■','  =  ri  =  . .  .  =  r",i  —  ia, 
a  ne  pouvant  être  qu'une  constante.  On  aura,  par  suite, 

b  et  les  ai  étant  de  nouvelles  constantes.  En  exprimant  que  la 
relation  (38)  est  vérifiée,  on  obtient 

(4o)  af -+-...  :-  a\  =  ab, 

unique  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  a,  b  et  les  «/. 

Examinons  d'abord  le  cas  011  toutes  les  constantes  sont  nulles, 
sauf  b  que  l'on  prendra  égal  à  l'unité.  Alors  toutes  les  fonctions  ^/a 
sont  nulles,  les  quantités  H/  et  U/  sont  constantes.  Ainsi  la  solu- 
tion la  plus  générale  de  l'équation 

dxl-h...-^dxl  =  dp\-h...-^dpl 

s'obtient  en  prenant  pour  les  Xi  des  fonctions  linéaires  des  o/. 

Il  suit  de  là,  comme  nous  l'avions  déjà  établi,  que  si  deux  sys- 
tèmes orthogonaux  donnent  la  même  expression  pour  l'élément 

linéaire 

dx^-h. .  .4-  dxft, 

ils  ne  diffèrent  pas  essentiellement;  on  passe  de  l'un  à  l'autre  par 
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une  substitution  orthogonale  à  coefficients  constants  ou,  pour  le 
cas  de  «  =  3,  par  un  changement  d'axes  coordonnés. 

Cette  remarque  peut,  dès  à  présent,  recevoir  son  application  et 
nous  dispense  des  calculs  relatifs  à  l'expression  la  plus  générale 
de  h.  Nous  savons  en  effet  que  l'on  a  une  solution  de  l'équa- 
tion (36)  où  l'on  a  substitué  la  valeur  (Sg)  de  h  en  prenant 

a,  an 

Pl-i P«H 

'  (7.  ^  n. 

(40)  Xy 


h  ■'  h 

On  obtiendra  donc  la  solution  la  plus  générale  en  employant 
ces  formules  après  avoir  effectué,  sur  les  variables  xi  ou  sur  les 
variables  p^,  une  substitution  linéaire  orthogonale  à  coefficients 
constants.  En  particulier,  dans  le  cas  de  /i  =  3,  on  obtient  la 
solution  la  plus  générale  de  l'équation  (36),  en  effectuant  une 
inversion  ou  une  transformation  homothétique  et  en  la  faisant 
suivre,  s'il  y  a  lieu,  d'un  déplacement. 

97.  Il  y  a  un  cas  particulier  de  la  transformation  précédente  que 
l'on  néglige  d'habitude,  parce  qu'il  ne  peut  se  rapporter  qu'à  des 
points  imaginaires,  mais  dont  il  nous  paraît  bon  de  dire  quelques 
mots;  c'est  celui  où  a  est  nul  sans  qu'il  en  soit  de  même  de  toutes 
les  constantes  a^,  ...,  «„. 

Alors  h  a  pour  expression 

(40  A  =  aipi+ «apa-H.  .  .+ a/ip/t+ ^', 

avec  la  condition 

(4^)  af -I-.  .  . -t- afj  =  o. 

Cette  dernière  relation  exige  que  l'une  au  moins  des  constantes 
soit  imaginaire.  M.  Cremona  a,  le  premier,  attiré  l'attention  sur 
ce  cas  spécial  de  l'inversion,  qui  se  présente  lorsque  le  pôle  de 
l'inversion  va  se  placer  sur  le  cercle  de  l'infini.  Les  formules  qui 
s'y  rapportent  ne  se  déduisent  pas  immédiatement  de  celles  qui 
sont  relatives  au  cas  général,  mais  on  les  trouve  sans  difficulté. 

D'abord  on  peut,  à  l'aide  d'une  substitution  linéaire  ortho- 
gonale effectuée  sur  les  p,-,  réduire  h  à  la  forme 

(43)  A  =  pi+ip2; 


PÎ+- 

•  •+?^-' 

' 

1h 

-=¥> 

(A->2). 
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on  pourra  prendre  alors 

O^-t-,  .  .-1-  p2  -f-  I 
a^o   =    t  — ' , 

\  in 

(i4) 


98.  Les  résultats  précédents  donnent  lieu  à  une  remarque  dont 
nous  aurons  à  faire  l'application.  Supposons  que,  considérant  le 
cas  de  /i  =  3,  on  ait  trouvé  un  système  orthogonal  pour  lequel  on 
ait 

ds'-  =  dx^-  H-  dy^' -4-  dz'-  =  H^ dp^ -i-  II ]  dp\  +  II|  do\, 

et  que  l'on  cherche  s'il  en  existe  un  autre,  pour  lequel  l'élément 
linéaire  sera  donné  par  la  formule 

dx"'+dy^^dz''-=ds''-^  ^^^ds^=  -i-(H2^p2^Hïû?pf +  II2VPI). 

La  valeur  la  plus  générale  de  M  sera,  d'après  ce  qui  précède, 

M  =  m[(^  — a)2  +  (j  — 6)2  +  (5  — c)2.], 

a,  6,  c,  m  désignant  des  constantes,  ou  encore 

M  =  m{x^  +  y^ -\-  ^2)  -I-  lax  -)-  iby  +  'xcz  -1-  /n', 

avec  la  condition 


99.  En  dehors  de  leurs  applications  à  la  Physique  mathématique 
et  à  la  Mécanique,  les  systèmes  orthogonaux  à  n  variables  peuvent 
servir  à  la  recherche  des  systèmes  orthogonaux  à  trois  variables. 
Nous  développerons  d'abord  une  première  méthode  fondée  sur  la 
généralisation  de  la  représentation  sphérique  ('). 

Reprenons  les  formules  qui  donnent  les  dérivées  des  fonc- 
tions U.  On  en  déduit  que  l'on  a 

(45)      c?U/.  =  -(!3i/,Ui+  P2/IU2  +  -.-+  ?«/.U„)^p/.-+-2^/''^'U^'^P*'' 


(')  Sur  une  nouvelle  série  de  systèmes  orthogonaux  algébriques  {Comptes 
rendus,  t.  LXIX,  p.  892;  1869). 
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OU,  en  supposanl  p/f  constant, 

(46)  rfU/.=:2pA7/U/,.«'p,.'. 

A' 

Remplaçons  dans  cette  formule  U/t  par  X],  X|,  ...,  X^'  et 
faisons  la  somme  des  carrés;  nous  aurons,  en  tenant  compte  des 
relations  d'orthoffonalité, 


(47)  (dXl)^-^(dXi)^  +  ...+  {dXl)^  =  ^^,. 


do] 


Cette  équation  exprime  que  les  n  fonctions  X^,  .  .  .,  X^',  con- 
sidérées comme  dépendantes  des  n  —  i  variables  p),  p^,  .  .  ., 
Pa_(,  ^k+\i  •  ■  -,  ^n,  forment  un  système  orthogonal.  Il  est  vrai 
que  ces  fonctions  sont  en  nombre  trop  grand  d'une  unité  et  qu'elles 
sont  liées  par  la  relation 

(48)  (Xj!.)2  +  ...-+-(X2)2  =  ,. 

Mais  il  est  facile  de  ramener  ce  système  au  type  ordinaire.  Pour 
nous  rendre  compte  de  l'opération  analytique  que  nous  allons 
exécuter,  voyons  quelle  est  la  signification  des  résultats  précé- 
dents pour  le  cas  de  n  =  3, 

Alors,  les  quantités  X{,  X|,  X|  ou,  avec  les  notations  habi- 
tuelles, Xa,  Y/i,  Za  sont  les  cosinus-directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  de  paramètre  p;^,  c'est-à-dire  les  coordonnées  du  point 
de  la  sphère  qui  sert  de  représentation  sphérique  au  point  corres- 
pondant de  la  surface.  Notre  résultat  équivaut  alors  à  cette  proposi- 
tion bien  connue  que  les  représentations  sphériques  des  lignes  de 
courbure  de  chaque  surface  forment  un  système  orthogonal.  De 
ce  système  sphérique  on  peut  déduire,  par  inversion,  un  système 
plan  orthogonal,  et  l'on  a  ainsi,  d'un  système  orthogonal  à  trois 
variables,  déduit  un  système  orthogonal  à  deux  variables  seule- 
ment. C'est  une  opération  analogue  que  nous  allons  exécuter  avec 
un  nombre  quelconque  de  variables. 

A  cet  effet,  effectuons  la  substitution  définie  par  les  formules 
suivantes  : 

V  1  V  2  -yn-t 


-xt  •"-      i-Xt  *"'         T-X.? 
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En  tenant  compte  de  la  relation  (48),  nous  trouverons  d'une 
manière  générale 

(5o)     dy\-^dyl^...+  dyl_^  =         \       [(^Xl.)^+  (^X|)^+...+  (^X^-)^]. 
K^  —  ^k)' 

L'emploi  de  l'équation  (47)  nous  permet  ici  d'écrire  la  formule 
particulière 

où  le  second  membre  est  privé  du  terme  en  doi.  Nous  obtenons 
ainsi  un  système  orthogonal  ordinaire;  car  les  fonctions  y,,  ..., 
y,i-i,  au  nombre  de  n  —  i,  dépendent  du  même  nombre  de 
variables  p),  .,.,  pA_o  p/^+i,  ••.,  p/i  et  ne  sont  liées  par  aucune 
relation;  les  formules  (9)  et  (49)  1^  définissent  complètement. 
Ainsi,  d'un  système  complètement  orthogonal  à  n  variables,  nous 
avons  déduit  un  autre  système  k  n  —  i  variables,  contenant  d'ail- 
leurs une  constante  arbitraire,  le  paramètre  p^. 

On   peut   résoudre   les    équations    (48)    et   (49)    par   rapport 
à  Xy^,  . . . ,  X^  et  l'on  aura 


(52) 


X[.=  — ^^ ,  (£=1,2,  ...,/i  — 1), 


rr-+----  +  r,i-, 


Ces  formules  permettent  de  reconnaître  très  simplement  que  si 
l'on  prend  comme  point  de  départ  le  système  de  coordonnées 
elliptiques  à  n  variables,  on  obtiendra  ainsi  celui  des  cyclides 
homofocales  dans  l'espace  k  n  —  i  dimensions. 

Écrivons,  en  effet,  les  équations  qui  définissent  le  système 
des  coordonnées  elliptiques 


(53)  \- '- — ^=1. 

L'une    des    surfaces   qui   le    composent  sera  déterminée   par 
l'équation 


(54) 
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et  l'on  aura  ici 

(55)  Xl.  =  X,      ^' 


9k 

\k  étant  un  facteur  de  proportionnalité  qui  se  déterminerait,  s'il 
était  nécessaire,  à  l'aide  de  la  relation  (48). 

En  retranchant  les  deux  équations  (53),  (54)  l'une  de  l'autre, 
on  aura  ^ 

2d{ai—9k){ai—^k)       "' 
ou,  en  remplaçant  Xt  par  son  expression  tirée  de  (55)  en  X^, 


Ad"-    "'   at—^u 


Cette  dernière  relation  peut  aussi  s'écrire 

(Xi)2  . 


(^o)  •     1.^. 


Ph  pk—  P/i 


et  si  l'on  y  remplace  les  X^  par  leurs  valeurs  déduites  des  for- 
mules (Sa),  il  viendra  l'équation 


(57) 


4JÎ      ,__    ,       4.n-, 
«1 — Ph      "''      ««-1— ?/t 

««—  Ph  Pk —  ?h 


OÙ  l'on  pourra  donner  à  h  toutes  les  valeurs  différentes  de  k. 

On  obtient  ainsi  les  formules  qui  conviennent  au  système  formé 
des  cjclides  homofocales  dans  un  espace  an  —  i  dimensions.  Dans 
cet  espace,  les  variables  proportionnelles  aux  quantités 

271,      ...,      2yn-l,      I—Ji—---— 7/1-1,      ''(i+J^i  +  ---+r,!-i) 

forment  un  système  de  coordonnées  tout  semblable  à  celui  des 
coordonnées  pentasphériques  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

On  pourra  transformer  par  inversion  le  nouveau  système  ortho- 
gonal, puis  lui  appliquer  la  même  méthode  qu'au  précédent,  et 
l'on  obtiendra  encore  un  nouveau  système  algébrique,  qui  sera, 
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lui  aussi,  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  En  répétant  in- 
définiment ces  opérations,  on  déduira  du  système  primitif  une 
suite  illimitée  de  systèmes  orthogonaux  algébriques,  à  un  nombre 
quelconque  de  variables. 

100.  Mais  on  peut  indiquer  d'autres  procédés  bien  plus  généraux 
par  lesquels  on  déduit,  d'un  système  orthogonal  donné,  d'autres 
systèmes  orthogonaux. 

Considérons,  dans  le  système  proposé,  p^,  p^+tj  •  •  •?  p«  comme 
des  constantes,  et  définissons  n  fonctions  y/  par  les  formules 

(58)  yi=Xi-^kh^\^  ku+À+i  +• . .-(-  A„X;' , 
dont  le  type  général  est 

(59)  jK  =  «4-A/,U/,  +  ...-i-A„U„, 

et  qui  dépendent,  par  conséquent,  des  n  variables 
Pi,     •••,     P//-1,     A/,,     ...,     A„. 
Si  nous  différentions  l'équation  (09),  nous  aurons 

dy  —  du-\-  Aa  dViu  -f- . .  •  -h  A „  d\] n  +  U^  rfA/j  -1- . . .  -i-  U„  r/A,,, 

et,  en  substituant  à  du^  d\J/t  leurs  valeurs 

i  =  /»-i 

dy=   ^   U,(H,-+A/,Pa/+ A/i+,pA+,,,•  +  ...+  A„p„,■)«f?^ 
/  =  1 
-f-  Vu  dku  ^  Ua+1  ^A/,+1  4- ...-}-  Urt  dKn. 

Remplaçons  u  et  les  U/  par  les  n  systèmes  de  valeurs  Xk^  X*,  et 
faisons  la  somme  des  carrés  des  équations  ainsi  obtenues.  Nous 
trouverons 

[  dy\+...-^dyl 

(60)  ■       ^   ^  {Ui+  X„'^ni  +  . . .+  K^my  dpj  ^  dAl-^-. . .-+-  dXl; 

et,  comme  cette  formule  ne  contient  que  les  carrés  des  différen- 
tielles,  elle  montre  par   cela  même  que  y,,  y-2,   •••;  JK»?  con- 
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sidérées  comme  fonctions   des   variables   p,,  p^,   •■,    ph-\i  A^, 
A^^.,,  .. .,  Art,  forment  un  système  orthogonal. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  la  proposition  subsiste  si  l'on  rem- 
place les  n  —  h-h-i  variables  A/  par  d'autres  variables  p^,  p^_^,,  . . ., 
p)j  donnant  naissance  à  la  relation 

(  6 1  )         '  dXl-^...-^  dkl  =  H'/f  dp)}  + . . .  ^-  H;,2  dp',} , 

qui  caractérise  un  système  orthogonal  dans  un  espace  à  n  —  h  -\-  i 
dimensions. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  la  signification  géométrique  des  systèmes 
ainsi  obtenus  est  des  plus  simples.  Le  premier,  celui  où  l'on  ne 
prend  qu'une  fonction  A,  est  formé  des  surfaces  parallèles  à  l'une 
des  surfaces  du  système  proposé  et  des  développables  formées  par 
leurs  normales;  le  second,  celui  où  l'on  prend  deux  fonctions  A, 
est  formé  des  plans  normaux  à  la  courbe  d'intersection  de  deux 
surfaces  du  système  et  de  deux  familles  de  développables,  ortho- 
gonales à  ces  plans.  Ces  développables  sont  engendrées  par  des 
droites  parallèles  aux  normales  des  deux  surfaces  du  système  qui 
se  coupent  suivant  la  courbe  considérée. 

101.  Revenons  au  cas  général.  Les  formules  (58),  (Sg),  (6o) 
conviennent  à  un  système  orthogonal  à  n  variables.  Mais  on  peut, 
de  bien  des  manières,  diminuer  le  nombre  de  ces  variables. 
Supposons,  pour  prendre  le  cas  le  plus  simple,  qu'on  établisse  les 
relations 

qui  déterminent  A^,  .  .  . ,  A«  en  fonction  de  p),  .  .  . ,  p^_, .  La  for- 
mule (6o)  deviendra 

k=ii-\ 


et  elle  montrera  que  les  fonctions  j^,,  ...,  jka-d  considérées 
comme  dépendantes  de  p,,  Oo,  ...,  p^-i,  forment  un  système 
orthogonal  k  h  —  i  variables  seulement. 

Nous  allons  faire  une  application  des  plus  simples.  Supposons 
que,  pour  /i  =  3,  on  ait  constitué  un  système  triple  comprenant 
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une  famille  de  surfaces  parallèles,  on  aura 

(63)     dx^-\-dy'--^dz-^  ^  d\^-\-{\i  -^  X^ioY  <22+  (H,  +  Apî,)*  ^??, 

A  désignant  dans  cette  formule  la  dislance  à  la  surface  (S)  de  para- 
mètre 02-  Si  nous  faisons  2  =  A,  ce  sera  prendi^e  sur  la  normale 
à  la  surface  (S)  un  point  à  égale  dislance  de  la  surface  (S)  et  du 
plan  des  xy.  Ce  point  sera  donc  le  centre  d'une  sphère  (S)  tan- 
gente à  la  fois  à  (S)  et  au  plan  des  xy.  D'ailleurs  les  coordonnées 
du  point  de  contact  de  cette  sphère  (S)  et  du  plan  des  xy  sont 
évidemment  X, y,  et  l'on  aura,  d'après  la  formule  (63), 

(64  )  dx^-  -^-dy^^iW^  A  P20  )'  df  4-  (  H,  +  A  ^2,  )Wp^ , 

d'où  résulte  ce  théorème  : 

Si  Von  mène  des  sphères  tangentes  à  une  sur/ace  fixe  (S) 
et  à  un  plan,  on  établira  ainsi  une  correspondance  entre  les 
points  du  plan  et  ceux  de  la  surface  qui  sont  les  points  de 
contact  de  la  même  sphère.  Aux  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face correspondront  sur  le  plan  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales. 

En  transformant  par  l'inversion,  on  obtient  la  proposition 
suivante  : 

Si  l'on  mène  des  sphères  (  U)  tangentes  à  une  surface  fixe  (S) 
et  à  une  sphère  fixe  (S),  on  établit  une  correspondance  entre 
les  points  de  la  surface  (S)  et  ceux  de  la  sphère  (S)  qui  sont 
les  points  de  contact  de  la  même  sphère  (U).  Aux  lignes  de 
courbure  de  la  surface  (S)  correspondent  sur  la  sphère  (S) 
dPAix  systèmes  de  lignes  orthogonales. 

Si  l'on  suppose  que  le  rayon  de  la  sphère  (S)  augmente  indéfini- 
ment, on  retrouve  le  mode  ordinaire  de  représentation  sphérique 
des  surfaces. 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  se  rattache  très  aisé- 
ment à  celles  par  lesquelles  on  justifie  la  transformation  de 
Ribaucour  (n°  32).  Nous  avons  vu  que,  si  l'on  mène  des 
cercles  (C)  normaux  à  la  fois  à  (S)  et  à  (S),  ces  cercles  sont 
orthogonaux  à   toute  une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un 
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système  triple  orlhogonaJ,  famille  qui  comprend  évidemment  la 
sphère  (S).  Si  M  est  le  point  où  le  cercle  (C)  est  normal  à  (2), 
si  M,,  Mo  désignent  les  points  où  il  est  normal  à  (S),  il  est  clair 
que  les  sphères  tangentes  en  M  à  (S)  et  passant,  soit  par  M(,  soit 
par  Ma,  seront  aussi  normales  à  (C)  en  ces  points,  et,  par  suite, 
seront  tangentes  à  (S).  Or  la  correspondance  établie  entre  M 
et  M,,  par  exemple,  est  bien  telle  que  des  courbes  orthogonales 
de  la  sphère  (S)  correspondent  aux  lignes  de  courbure  de  (S). 
Au  reste,  on  pourrait  très  aisément  étendre  les  résultats  précé- 
dents. Revenons,  en  effet,  à  l'équation  générale  (60).  Toutes  les 
substitutions  linéaires  à  coefficients  constants  qui  transformeront 
en  elle-même  la  forme  quadratique 

dx]  -f- .  . .  +  dx},  —  d\l  — ...  —  dAf, , 

plus  généralement  toutes  celles  qui  la  transformeront  en  une  autre 
de  la  forme 

dy^^^, ,  ,^  dyl-Kldp',:'-.  .  .-Kld?',^ 

nous  donneront  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux  à  ii  variables 
auxquels  ou  pourra  appliquer  les  méthodes  que  nous  venons 
d'exposer. 

102.  C'est  ici  le  lieu  d'aborder  une  question  qui  présente  un 
vif  intérêt  et  de  montrer  que  la  détermination  des  surfaces  tra- 
cées dans  un  espace  à  n  dimensions  et  pour  lesquelles  les  lignes 
de  courbure  sont  coordonnées  se  ramène,  en  première  analyse,  à 
la  détermination  de  tous  les  systèmes  orthogonaux  dans  un  espace 
k  n  —  I  dimensions. 

Soit,  en  effet,  (S)  une  telle  surface  et  désignons  par  c^,  C2?  •••? 
Cl  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un  de  ses  points,  c'est- 
à-dire  des  fondions  définies  par  les  deux  relations 

(65)  cidxy-^.  .  .-^  c„dxn  =  o, 

(66)  c'i  +  ...+      cl      =1. 

En  répétant  le  raisonnement  du  n°  7o,  on  verra  que  les  lignes 
de  courbure  seront  déterminées  par  des  équations  telles  que  les 
suivantes  : 

(67)  dc;,-+-l  dx;,  =  CAdiJ.,         (/:  =  i,  2,  .  .  . , /i). 
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Multiplions  l'équation  précédente  par  C/c  et  ajoutons  toutes  les 
relations  ainsi  obtenues. 

En  tenant  compte  des  relations  (65),  (66),  il  viendra 

dix  =  G, 

de  sorte  que  les  équations  différentielles  (67)  se  réduiront  à  la 
forme 

(  68  )  dc/,  -f-  X  dx/,-  =  G, 

qui  est  une  généralisation  des  formules  d'Olinde  Rodrigues  ('). 
On  déduit  de  là,  en  particulier,  la  conclusion  suivante  : 
Soient  d  el  B  les  différentielles  relatives  à  deux  lignes  de  cour- 
bure différentes  ;  on  aura  les  équations  différentielles 

( 69 )  dc/c  -\-  X  dx/^-  =  0,         oc/^- -+-  X'  ox/c  =  0. 

D'autre  part,  pour  deux  déplacements  quelconques  s'effectuant 
sur  la  surface  (S),  la  relation 


V  {dck  oxA—  OC/,  dxk)  =  G 


est  toujours  vérifiée.  Si  l'on  remplace  dans  cette  identité  les  dif- 
férentielles dc/i,  oc/s  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  (69). 
il  viendra 


jX/,=  o. 


(70)  {\-r)^dx^.h 

Ainsi,  sur  une  surface  quelconque,  deux  directions  principales 


qui  correspondent  à  des  valeurs  différentes  de  "k  sont  toujours 
rectangulaires.  C'est  un  point  que  nous  avions  déjà  établi  (n°  7o); 
mais  si  l'on  remplace  djC/(,  ùx^  en  fonction  de  dc/t,  ock,  on  aura 
aussi 


(7') 


{-^^^dc,^.c,  =  o. 


En  langage  géométrique,  cette  nouvelle  relation  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  :  Les  représentations  sphériques  des  lignes  de 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (I"  Partie,  n°  141). 

D.  ~  13 
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i03.  Cela  posé,  supposons  que  les  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face (S)  soient  coordonnées.  On  pourra  choisir  n  —  i  fonctions 
p,,  po,  . . .,  p«_i  telles  qu'une  seule  d'entre  elles  varie  sur  chaque 

ligne  de  courbure.  Par  suite,  en  remplaçant  )v  par-rr-»  on  pourra 
donner  aux  équations  (68)  la  forme  suivante  : 

dck 


(72) 


R. 


(^ 


2,3, 


•I), 


et  comme  les  lignes  de  courbure  ont  des  représentations  sphé- 
riques  perpendiculaires  les  unes  aux  autres,  les  n  fonctions  c,, 
c,,,  ...,  c,i  de  p,,  P2,  ...,  p«_(  définiront  un  système  orthogonal 
appartenant  à  la  sphère  de  rajon  i.  Donc,  en  premier  lieu,  pour 
définir  (S),  il  faudra  trouver  dans  l'espace  à  n  dimensions  un  sys- 
tème sphérique  orthogonal. 

Un  tel  système  peut  être  obtenu  (n^OO)  comme  l'inverse  d'un 
système  complètement  orthogonal,  défini  dans  l'espace  à  n  —  i 
dimensions  ;  de  sorte  que  nous  aurons  d'abord  à  déterminer  le  sys- 
tème le  plus  général  de  ce  genre,  dans  l'espace  kn  —  i  dimensions. 

Supposons  ce  premier  problème  résolu;  nous  pourrons,  par 
inversion,  constituer,  dans  l'espace  à  n  dimensions  un  s_)'stème 
orthogonal  tracé  sur  la  sphère  de  rayon  i,  c'est-à-dire  trouver  n 
fonctions  c^  satisfaisant  à  la  condition 

(73)  c?  +  c|+...-l-c2  =  r, 

et  donnant  lieu  à  la  relation 


(74)  dc\ -h . . . -^  dcfi  =  h\  dpi -i- 
Plus  généralement,  si  l'on  pose 

(75)  ^i=Cipn, 


hl_i  dpl_^. 


(76) 


d^{\^...^d-il=PhlA(i?\ 


pJiKi-i  dpJi- 


do) 


et  les  fonctions  y/  forment  cette  fois  un  système  orthogonal  com- 
plet à  n  dimensions.  Nous  pourrons  donc  appliquer  à  ce  système 
toutes  les  propositions  étabhes  plus  haut.  Si  nous  écrivons  en  par- 
ticulier que  les  fonctions  y,-  vérifient  le  système  (Sa)  obtenu  au 
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n°  9o,  nous  reconnaîlrons  que  les  fondions  Ck  doivenl  êlre  des 

,      .                  •      I-,         1             >          1    (n — \)\n  —  1)  , 
solutions  particulières  du  système  de w- équations  aux 

dérivées  partielles  comprises  dans  la  formule  générale 

()20      _    1    dh,,    d^ I     dh^.'    t)Q    _ 

'^'^  àp^Op/,'        In-  à?A'  Op/,        /u'    opA-    (Jpu'~     ' 

où  A- et  Â'  doivent  recevoir  deux  valeurs  différentes  comprises  dans 
la  suite  1,2,  . .  .,  n  —  i . 

Supposons  donc  connues  les  fonctions  Ca-  H  est  aisé  de  généra- 
liser les  principes  de  la  théorie  des  enveloppes  et  de  montrer  que, 
lorsqvi'on  connaît  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  une  sur- 
face, cette  surface  peut  toujours  s'obtenir  en  adjoignant  à  l'équa- 
tion 

(78)  Cj  J-i-t-  C2  3"2-|-.  .  .-+- C„37„+  0  =--  o, 

OÙ  0  est  une  fonction  convenablement  choisie,  ses  dérivées 

de,  dc,i  c)e 

(70)         -7 — Xi-\-...~-- — :r„-f--—  =0,         (A  —  I,  2,  .  .  .. /t  —  I), 
^^•"         dpi,  dpA-  dp/,  '         ^  '     '         . 

par  rapport  à  chacune  des  variables  p^.  En  effet,  quelle  que  soit  la 
surface  considérée,  on  peut  toujours  déterminer  une  fonction  0 
par  l'équation  (78).  Si  Ton  tient  compte  de  la  relation 

(80)  Cidxi-h.  .  .-h  C,i  dxn=  o, 

relative  à  tout  déplacement  effectué  sur  la  surface,  la  différentia- 
tion  de  cette  équation  (78)  entraîne  évidemment  toutes  les  rela- 
tions (79)^  et  toutes  ces  relations,  jointes  à  la  précédente,  per- 
mettent d'obtenir  ^,,  ^2>  •    -,  ^w  en  fonction  de  p,,  p.,,  •  ■  -i  p«-i  • 

Ce  point  étant  admis,  nous  allons  montrer  que,  pour  obtenir 
la  sur/ace  cherchée  (S),  il  sera  nécessaire  et  suffisant  de 
prendre  pour  0  une  solution  quelconque  des  équations  (77). 

Dilférentions  en  effet  l'équation  (79)  par  rapport  à  p/t-,  k'  étant 
différent  de  k;  nous  aurons 

d^Ci  "STy  dci    dxi  d'S 


dp/,  dp/,'        dp/,  dp/,. 


Remplaçons  les  dérivées  t — ~ —  par  leurs  valeurs,  qu'on  déduira 
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de  l'équation  (77)  dont  les  Ci  sont  des  solutions  particulières.  En 
ayant  égard  aux  équations  (79),  on  trouvera 

^dph  àpy  "  Op^àp/c'        h/,  dp/c'  dpjc        /ia-    àp^    dp/,' 
Rapprochons  les  conditions  d'ortliogonalité 

/o    ^  V  ^^i    ^^i 

(82)  >    V-^  T =  O 

^      ^  ^  dp,,  dpk' 

des  équations  (72);  nous  verrons  immédiatement  que,  dans  la 
relation  (,8i),  le  premier  membre  est  toujours  nul;  il  en  sera  donc 
de  même  du  second,  et,  par  conséquent,  6  sera  bien  une  solution 
particulière  du  système  des  équations  (77). 

Réciproquement,  supposons  que  0  soit  une  solution  particu- 
lière de  ce  système.  La  relation  (81)  nous  donnera  maintenant 

V  dci   dxi  / 1     .  ii\ 

Ad  âpk  ôpk' 

En  rapprochant  toutes  les  équations  de  ce  genre  pour  lesquelles 
A"  a  une  même  valeur  des  relations  d'orthogonalité 

V^  dci    dci 

jLidpk  dpk' 

on  verra  que  l'on  a  trois  systèmes  distincts  de  solutions  des 
équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  inconnues  z-i 

V^      àci 
7  -2/  -^i —  =  o, 
jU      dpk' 

si  l'on  prend 

dCi  dxi 

Z'i=^  Ci  ou  S,=    ^ ou  Zi= 

dpic  dp,,. 

Ces  trois  systèmes  ne  pouvant  être  linéairement  indépendants, 
il  faudra  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  i, 

dXi       .     de, 
àpk  àpk 

\if  et  lAyt  étant  des  arbitraires.  On  verra,  comme  plus  haut,  que  ^^ 
doit  être  nulle  et  l'on  retrouvera  ainsi  la  généralisation  des  équa- 
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lions  d'Olinde  Rodrigues.  Donc  la  surface  correspondante  aura  ses 
lignes  de  courbure  coordonnées  ;  et,  sur  chacune  d'elles,  une  seule 
des  quantités  p/  demeurera  variable,  ce  qui  achève  d'établir  notre 
proposition. 

10 i.   Le  système  des  équations  aux  dérivées  partielles 

(83)  i^^_R,i!i=.o, 

qui  admet,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  les  solutions  particu- 
lières 

X  ==  Xi,  [X  =  Ci, 

et  aussi,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier, 

X  =  S.r|,         [).=■  iSciXi, 

est  analogue  à  celui  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  sur- 
faces (*)  lorsqu'on  veut  approfondir  les  propriétés  des  lignes  de 
courbure  et  des  systèmes  cycliques  de  Ribaucour.  Cette  remarque 
conduit  presque  sans  eflforl  à  la  proposition  suivante,  qui  fait 
connaître  l'extension  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  des 
propriétés  des  systèmes  cycliques. 

Donnons-nous,  dans  V  espace  à  n  dimensions,  une  surf  ace  {^) 
dont  les  lignes  de  courbure  soient  coordonnées.  Si  l'on  désigne 
par  Oi^  po,  ...,  Ph_)  les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  les 
coordonnées  xi  d'un  de  ses  points  et  les  cosinus-directeurs  ci 
de  la  normale  en  ce  point  satisfont  à  des  équations  de  la 
forme 

dxi    ,    ^    dci  (  i  =  i,i,  ...,  n        \ 

(84) r-\\K~ — =  o. 

()p/,  dpk  \k  =  i,  2,  ...,  n  —  \/ 

Si  l'on  a  intégré  d'une  manière  générale  les  équations  aux 
dérivées  partielles 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (II"  Partie,  n»'  481  et  suiv.). 


l8>.      LIVRE    H.   —   CFIAPFTRE    I.   —    SYSTÈMES   ORXnOGOXALX   A    11    VARIABLES. 

et  que  l'on  résolve  par  rapport  à  p,,  p2j    •i  ?«  l^s  n  équations 

(86)  \     _^ 

o«>  \  et  u.  désignent  un  système  quelconque  de  solutions  des 
équations  (85),  les  expressions  de  pi,  02,  ...,  p^  en  fonction 
de  X|,  Xo,  ...;  X,j  définiront  un  système  complètement  ortho- 
gonal pour  lequel  on  aura 

(87)  dX\+...  +  dXl=(^^dç>l^    2    (    -^  )  ^'^-^P^ 

*"'      \     dp/,/ 

les  fonctions  Ck  étant  celles  qui  sont  définies  par  la  relation 

k  —  n-l 

(88)  rfc?+^6-|  +  ...+  rfc2=    2    e;i.rfp2, 

X  =  l 

et   la  fonction  9  étant  donnée  par  la  formule 

T-(^-^-)-Tè(ê)'=»- 

Si  l'on  convient,  pour  uninslant,  d'appeler  cercles,  dans  l'espace 
à  n  dimensions,  les  intersections  d'une  sphère  par  n  —  2  plans,  le 
système  obtenu  est  le  plus  général  parmi  ceux  pour  lesquels  les 
trajectoires  orthogonales  de  l'une  des  familles  sont  des  cercles. 


CHAPITRE  II. 

LE      TRIÈDRE      MOBILE. 

Dans  ce  Chapitre,  on  étudie  les  propriétés  des  systèmes  triples  orthogonaux  en 
les  rattachant  à  la  considération  du  déplacement  du  tricdre  ti-irectangle  (T) 
formé  par  les  normales  aux  trois  surfaces  coordonnées  qui  se  croisent  en 
chaque  point  de  l'espace.  —  Rappel  des  résultats  déjà  obtenus  dans  nos  Leçons 
relativement  aux  divers  mouvements  d'un  trièdre  qui  dépend  de  plusieurs 
paramètres.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  qui  relient  les  rotations  et  les 
translations.  —  Détermination  d'un  trièdre  dont  les  rotations  et  les  translations 
sont  données  a  priori.  —  Système  linéaire  dont  l'intégration  fait  connaître  les 
cosinus-directeurs  des  axes  de  ce  trièdre.  —  Formules  générales  qui  déter- 
minent le  déplacement  d'un  point  défini  par  ses  coordonnées  relatives  au 
trièdre  mobile.  —  Application  de  cette  théorie  générale  aux  coordonnées  cur- 
vilignes orthogonales;  on  prend  pour  le  trièdre  mobile  (T)  celui  dont  les 
arêtes  sont  les  normales  aux  trois  surfaces  coordonnées.  —  Trois  des  rotations 
sont  nulles,  les  autres  s'expriment  en  fonction  des  coefficients  H,  H,,  H2  de 
l'élément  linéaire  et  de  leurs  dérivées.  —  Introduction  des  quantités  jî,j.  — 
Double  système  de  relations  différentielles  auxquelles  doivent  satisfaire  ces  six 
fonctions.  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Dupin.  —  Expression  des 
rayons  de  courbure  des  surfaces  coordonnées.  —  Système  linéaire  déterminant 
les  cosinus-directeurs  des  normales  aux  surfaces  coordonnées  lorsqu'on  connaît 
les  p,j..  —  Représentation  sphériquc,  lignes  asymptotiques  de  chacune  de  ces 
surfaces.  —  Lois  de  variation  des  six  courbures  principales  découvertes  par 
Lamé.  —  Définition  du  paramètre  différeniiel  du  premier  ordre  AU  d'une  fonc- 
tion quelconque  U;  son  expression  en  coordonnées  curvilignes;  définition  et 
expression  de  A(U,  V).  —  Formule  de  Stokes  et  de  C.  Neumann;  définition 
du  paramètre  différentiel  ou  invariant  linéaire  du  second  ordre;  son  expres- 
sion en  coordonnées  curvilignes.  —  On  peut  rattacher  l'introduction  de  cet  in- 
variant à  l'étude  de  certaines  propriétés  des  transformations  ponctuelles  les 
plus  générales.  —  Pour  toutes  les  transformations  de  ce  genre,  il  y  a  en  général 
trois  éléments  linéaires  partant  d'un  point  auxquels  correspondent  des  éléments 
parallèles.  Si  l'on  veut  que  ces  ti-ois  éléments  linéaires  forment  toujours  un 
trièdre  trirectangle,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la  transformation  soit 
définie  par  les  formules 

()U  du  „       cJU 

OT,  oy  (jz 

où  u  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z.  Il  existe  alors  une  équation 
du  troisième  degré  faisant  connaître  les  dilatations  des  éléments  dont  la  direction 
n'est  pas  altérée,  et  les  racines  de  celte  équation  sont  des  invariants.  Le  para- 
mètre du  second  ordre  de  Lamé  n'est  autre  que  la  somme  des  racines  de  cette 
équation.  —  Détermination  des  transformations  de  la  nature  précédente  pour 
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lesquelles  les  éléments  dont  la  direction  n'est  pas  changée  en  chaque  point  de 
l'espace  sont  normaux  à  trois  familles,  qui  détermineront  nécessairement  un 
système  de  coordonnées  curvilignes  triplement  orthogonales.  —  Il  y  a  une  in- 
finité de  transformations  de  ce  genre  qui  correspondent  à  un  système  triple  or- 
thogonal, donné  a  priori.  —  Leur  détermination  se  ramène  à  l'intégration  de 
trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  auxquelles  doit  satisfaire  une 
même  fonction.  —  On  termine  le  Chapitre  en  donnant  un  complément  à  la 
théorie  du  déplacement  d'un  trièdre  mobile.  Si  l'on  considère  le  système  le 
plus  général  de  coordonnées  curvilignes  obliques,  l'élément  linéaire  de  l'espace 
prendra  la  forme 

et  l'on  peut  se  proposer  de  trouver  toutes  les  relations  différentielles  qui 
existent  entre  les  quantités  A,,,,  relations  différentielles  analogues  à  celles  que 
l'on  doit  à  Lamé,  pour  le  cas  où  les  coordonnées  sont  orthogonales.  —  On 
pourrait  résoudre  cette  question  en  prenant  un  trièdre  (T)  occupant  une  posi- 
tion particulière  relativement  aux  plans  tangents  des  surfaces  coordonnées.  — 
Il  paraît  plus  élégant  d'employer  une  méthode  toute  différente,  qui  repose  sur 
la  considération  des  différentes  décompositions  en  carrés  de  la  forme  quadra- 
tique précédente  X /_,  ^'it  ^P;  ^Pt   ^^  ^"^   conduit  à  six   équations   à   la   fois 

nécessaires  et  suffisantes.  —  Retour  au  trièdre  mobile  pour  établir  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  entre  les  rotations  et  les  translations. 


lOo.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  établi  les  princi- 
pales relations  qui  se  rapportent  aux  systèmes  orthogonaux  dans 
un  espace  à  n  dimensions.  Dans  le  cas  de  l'espace  ordinaire,  on 
peut  employer  une  autre  méthode,  fondée  sur  la  considération  d'un 
trièdre  trirectangle  mobile  (T)  dont  la  position  dépend  de  trois 
paramètres  que  nous  désignerons  ici,  pour  conserver  la  notation 
de  Lamé,  par  les  lettres  p,  p,,  Oj,  l'indice  o  étant  supprimé  toutes 
les  fois  qu'il  sera  seul. 

Si  l'on  adopte  les  notations  que  nous  avons  déjà  employées 
dans  nos  Leçons  (*)  pour  le  cas  de  deux  variables,  et  si  l'on 
désigne  par  ^,,  r,,-,  ^j,  pt^  qi,  77  les  trois  translations  et  les  trois 
rotations  relatives  au  cas  où  0/ varie  seule  et  joue  le  rôle  du  temps, 
on  aura  trois  groupes  diflerents  de  rotations  et  de  translations. 
Les  formules  que  nous  avons  déjà  établies  nous  donneront  ici  les 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  {l"  Partie,  Livre  I). 
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suivantes  : 

àpi  dpk 
agi  _  dqj^ 
dr,-        dri, 

applicables  toutes  les  fois  que  i  et  A"  prendront  deux  valeurs  diffé- 
rentes dans  la  suite  o,  1,2.  Réciproquement,  toutes  les  fois  que 
les  relations  précédentes  seront  vérifiées,  le  raisonnement  donné 
au  Livre  I,  Chap.  V,  de  nos  Leçons  montrera  qu'il  existe  un 
trièdre  mobile  (T),  et  un  seul,  admettant  les  rotations  et  les  trans- 
lations données  a  priori.  Si  l'on  désigne  par  U,  U, ,  LJ2  les  cosinus 
des  angles  que  font  les  axes  de  ce  trièdre  avec  vine  droite  fixe  de 
l'espace,  ces  cosinus  seront  déterminés  par  les  équations 

(3)  /  ^  =  U!/),— U/v,        {i'=o,  1,2). 

de  sorte  que,  pour  avoir  les  cosinus  des  angles  que  font  les  axes 
du  trièdre  (T)avec  ceux  d'un  trièdre  fixe,  il  suffira  de  déterminer 
trois  systèmes  de  solutions  des  équations  précédentes 

X,     Xi,     X2  '. 
Y,     Y„     Y^: 

dont  les  valeurs  initiales,  c'est-à-dire  relatives  à  un  système  donné 
de  valeurs  de  p,  p,,  po,  vérifient  les  relations  entre  les  neuf  co- 
sinus. 


xf, 

:+X: 

1  ''"// 

f+X,Ç,, 

Y^.- 

+  Y, 

■ru 

+  ^.lj, 

Z^/ 

4-Z, 

■m 

+  z,r/, 

l86  LIVRE    II.   —    CHAPITRE    II. 

Puis,  pour  déterminer  les  coordonnées  x' ,  y' ^  3' du  sommet  du 
trièdre  (T)  par  rapport  au  trièdre  fixe,  on  aura  les  formules 

dx' 

àpi 

qui  feront  connaître  x\y,  z'  par  des  quadratures. 

Tous  les  développements  que  nous  avons  déjà  donnés  (')  rela- 
tivement à  l'intégration  du  système  (3)  subsisteront  ici  sans  modi- 
fication. En  particulier,  si  l'on  exprime  U,  U,,  Uo  en  fonction  de 
deux  arbitraires  en  posant 

a  et  P  seront  des  solutions  particulières  des  trois  équations  de 
Riccati  comprises  dans  le  type  suivant  : 

(6)  -— r=_  t/'^.fn-:? '—- -^  i^ i— cr2,        (A- =  0,1,  2); 

o^k  ■■>■  i- 

et  les  propositions  que  nous  avons  fait  connaître  relativement  à 
l'intégration  simultanée  de  deux  équations  de  cette  nature  s'éten- 
dront d'elles-mêmes  au  système  précédent  de  trois  équations. 

Ajoutons  encore  que,  si  l'on  considère  un  point  dont  les  coor- 
données relatives  au  trièdre  mobile  soient  x^y,  z,  les  projections 
D^,  Dj,  D^  du  déplacement  infiniment  petit  de  ce  point  sur  les 
axes  du  trièdre  mobile  auront  pour  expressions 

D^  =  c^^  H-  ^  (?,  +  qiz  -  riy)dpu 

(7)  \^\)y=dy-\-^{r,i+riX—piz)dpi, 
\y.  =  dz-\-  ^^{li^piy  -  qix)dpi. 

(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (Livre  I,  Chap.  VI). 
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Ces  expressions  sont  de  la  forme 


(8) 

où  l'on  a 


(9) 


D.= 

:Adp-^ 

A,<o, 

1  + 

X^.dpi, 

Dr- 

:  B  dp  + 

B,./p, 

i-t- 

B,dp„ 

^z  = 

:  G  dp  + 

C,<Oi 

-^ 

Cidpi, 

A,= 

ÔX            , 

:■  -+-  qi 

-- 

-rty, 

B/  = 

dy 

t+  '7 

X  - 

-Pi^, 

àpi 


et  il  est  clair  que,  si  l'on  transportait  l'origine  du  Irièdre  (T)  au 
point  considéré,  les  translations  i/,  yi/,  ^i  seraient  remplacées 
par  A/,  B/,  C/.  Ces  nouvelles  fonctions  doivent  donc  satisfaire  aux 
mêmes  équations  aux  dérivées  partielles  que  les  translations  :  c'est- 
à-dire  que  l'on  doit  avoir 

[  ^-^^=7.G,.-^.G,-,vB.+  /-.B„ 

(10)  { r—  =  /v A/,  —  l'i, A/  —  Pi  Ga- 4- />/, G/, 

j  opA-        ^p/ 

I    ()G,-  (JGa-  p  r,  a  a 

ï)ô "^o"  =/^'^/'  "/'/■■ '^'~  '7'A/.-+-  7aA/. 

Telle  est  la  théorie  générale  du  déplacement  d'un  Irièdre  qui 
dépend  de  trois  variables,  théorie  entièrement  semblable  à  celle 
que  nous  avons  développée  pour  le  cas  de  deux  variables,  et  qui 
s'appliquerait  encore  si  le  mouvement  du  trièdre  dépendait  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes.  Voyons  comment 
on  peut  l'appliquer  à  la  théorie  des  systèmes  triples  orthogonaux. 

108.  Nous  désignerons  alors  par  p,  p,,  pa  les  paramètres  des 
trois  familles  qui  composent  le  système;  et,  si  l'on  considère  les 
surfaces  des  trois  familles  qui  se  croisent  en  un  point  M  de  l'es- 
pace, nous  prendrons  le  trièdre  mobile  dont  les  axes  M^,  My, 
M^  sont  respectivement  normaux  aux  surfaces  de  paramètres  p,  pi 
et  Oj.  Alors,  six  des  neuf  translations  seront  nulles.  Si  l'on  fait 
varier,  par  exemple,  le  seul  paramètre  p,  la  trajectoire  sera  tan- 
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gente  à  l'axe  des  x  du  Irièdre;  on  pourra  donc  poser 
(il)  ^  =  11,        Yi  =  o,        r  =  o, 

en  désignant  par  H  c/p,  conformément  aux  notations  précédentes, 
le  chemin  accompli  suivant  la  normale.  On  aura  de  même 

(i.y  P'  =  ^'      ^"=""      ^'^°' 

\  ^2  =  0,      -^2  =  0,        ^2  =  H2. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  des  translations  dans  le  groupe  (i),  on 
aura  un  premier  système  de  relations 

d'où  les  autres  se  déduiront  par  des  permutations  circulaires.  Les 
trois  équations 

o  =/>Hi -t- g-iH,        o  =  ^r,  Ii,4- /-jH,,        o  =  /-2n+/»H2, 

déduites  delà  dernière,  nous  donnent  d'abord 

(12)  /)  =  ^,==  7-2=o; 

les  autres  relations  nous  feront  connaître  les  valeurs  des  diffé- 
rentes rotations;  et  si  l'on  pose,  conformément  à  une  notation 
déjà  employée, 

(A)  P^^-ïb^'  ^'^^^' 

on  aura 

[    />  =  0,  q  =^20,  '•  =  — Pio, 

(i3)  K,  =-p2i,        5^1  =  0,  '•,  =  ?oi, 

(   /'2  =  Pl2,  5'2=—  P02,  ^2  =  0. 

Ce  système  de  formules  nous  donne  la  signification  géométrique 
des  quantités  ^n^  qui  se  présentent  dans  notre  première  solution  : 
ces  quantités  sont,  au  signe  près,  les  six  rotations  du  trièdre  (T) 
qui  sont  différentes  de  zéro. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  des  rotations  dans  les  formules  (2),  on 


I 
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ol)tiendra  les  neuf  relations  suivantes  : 

(B)  {    -j^"    =:    132,^10,  -^^---    =   |3oipl2, 

^-.^0-2.^2,,  ^^--[ii.^.o, 

1      <^Pl  f^?2 

I    (^[^20     ,      ^^^0  2  c       q       _  ^ 

1  ^  +  '^^^'«'^'^-''' 

qui  sont  des  cas  spéciaux  des  formules  (2^),  (28)  établies  au  Cha- 
pitre précédent. 

107.  Le  système  (^)  nous  permet  encore  d'écrire  les  projec- 
tions du  déplacement  d'un  point,  projections  qui,  par  application 
des  équations  (i  i)  et  (i3),  deviennent  ici 

l  D,,  =  dx  ^  {H  ^ y  ^10  -\-  z^io)  dp  —y '^01  dpi  —  z<^oî  dp2, 

(  C  )         )  Dy  =  dy  —  x^iodp-i-{lii^z^.2i-+~x  ^01  )dpi  —  z  |3i2  dp,, 

(  D;  =  dz  —  .r^ao  dp  —y'^u^pi-h  (H2-1-  x^o^  -+-J-^n)dp2. 

Ces  formules  permettent  d'ailleurs  de  démontrer  immédiatement 
le  théorème  de  Dupin.  En  effet,  un  point  de  la  normale  à  la  sur- 
face de  paramètre  p  est  caractérisé  par  les  équations 

y  =  o.        z  =  o; 

les  projections  de  son  déplacement,  lorsque  p,  varie  seule,  sont 

donc 

-3— û?p,,  (Hi  +  a^Sui)  f/oj,         o. 

opi 

Le  plan  langent  en  tous  les  points  de  la  surface  réglée  décrite  par 
la  normale  est  donc  le  plan  des  xy'-,  et,  par  suite,  la  normale  en- 
gendre une  surface  développable,  ce  qui  est  le  théorème  de  Dupin. 
Mais  on  voit  de  plus  que  le  point  où  elle  touche  l'arête  de  rebrousse- 
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ment  est  défini  en  égalant  à  zéro  le  second  déplacement,  ce  qui 

donne 

Hi 

X  est  donc,  en  grandeur  et  en  signe,  le  rayon  de  courbure  prin- 
cipal de  la  surface  de  paramètre  p,  relatif  à  la  ligne  de  courbure 
sur  laquelle  p,  varie  seule.  Si  donc  on  convient  de  désigner  par 
RiA  le  rajon  de  courbure  princi|)a1  pour  la  surface  de  para- 
mètre p/  et  pour  V arc  H/(6?p/f,  on  aura 

I    R  "^  R      -         "^-  R  "• 

^  .   P02  |-'1:>.  p21 

Ces  expressions  sont  bien  définies  en  grandeur  et  en  signe;  le 
rayon  de  courbure  est  celle  des  trois  coordonnées  du  centre  de 
courbure  correspondant  qui  n'est  pas  nulle,  ces  coordonnées 
étant  relatives  au  Irièdre  (T). 

i08.  Le  système  (3),  qui  établi  t  les  relations  difi'érentielles  entre 
les  cosinus-directeurs  d'une  droite  fixe  relativement  au  Irièdre 
(T),  prend  ici  la  forme 


(R) 


en  parfait  accord  avec  les  formules  déjà  établies  (29)  (n"  93). 

Si  l'on  prend  un  point  fixe  O  de  l'espace  pour  sommet  d'un 
Irièdre  (T')  dont  les  axes  soient  parallèles  à  ceux  du  trièdrc  (T), 
les  translations  de  (T')  seront  nulles,  mais  ses  rotations  seront 
égales  à  celles  du  irièdre  (T)  ;  de  sorte  que  les  projections  du  dé- 
placement d'un  point  dont  les  coordonnées  relatives  à  ce  trièdre 
seraient  *■',  jk'?  ^'  auront  pour  valeurs 

(  D^=  ^/a:^'+(y!3io-t--s'pîo)c?p— ypoiC?pj  — ^'I3o2<^?2, 
(C)  )   D|,  =  rf/— a7'pioO??  +  (^'poi+-s'P2i)^pi --s'Pi2^p2, 

(  Dl  =0?^'  — .r'pîo^p— yp2lû?pl  +  (yPl2^-a7'Po2)û?P2• 
Par  exemple,  le  point  de  la  sphère  de  centre  O  et  de  rajon  i  qui 


à'-'i 

=  -U,-^/,,- 

-U/P/.-, 

=  13//.Ux., 

(i^k^  l), 

b 


LE    TRIEDRE    MOBILE.  I91 

serl  de  représentation  à  la  surface  de  paramètre  p  aura  pour  coor- 
données 

x'  =  i.      y  =  o,      z'  =  o. 

Les  projections  de  son  déplacement  sur  les  axes  de  l'un  quel- 
conque des  deux  trièdres  seront 

o,     —  p,o  dp  -+-  Poi  dpi,     —  jSjo  dp  ■+-  P02  dpi. 

Lorsque  p  demeurera  constante,  elles  se  réduiront  à 

(i5)  o,     Soi  dpi,     P02  dp-,. 

Donc  la  représentation  sphérique  de  la  surface  de   paramètre  o 
aura  pour  élément  linéaire 

d^^=^^l^dpl  +  ^l,dpl. 

En  général,  l'élément  linéaire  delà  représentation  sphérique,  pour 
la  surface  de  paramètre  p/,  sera  donné  par  la  formule 

(.6)  d<Tf  =  ^f,dpl  +  ?ldpJ,        (i^A-^/). 

En  exprimant  que  le  déplacement  défini  par  les  formules  (i5)  est 
orthogonal  à  celui  qui  s'effectue  sur  la  surface,  on  aura  l'équation 

difïtnentielle 

Ui%,dpl-i- 11,^02  dpl  =  o 

des  lignes  asjmptotiques  de  la  surface  de  paramètre  p  (').  Celles 
de  la  surface  de  paramètre  p/ seraient  de  même 

d:)  u.^a-dpl-^n/^itdpf^o. 

Au  reste,  il  est  inutile  de  poursuivre  ces  applications;  il  suffit 
de  i-emarquer  que  le  trièdre  (T)  occupe,  par  rapport  aux  surfaces 
de  paramètre  Og,  exactement  la  position  que  nous  avons  adoptée 
dans  nos  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (-);  toutes  les  for- 
mules et  tous  les  résultats  que  nous  avons  donnés  dans  cet  Ouvrage 
seront  donc  aj)plicables  aux  surfaces  de  paramètre  poj  il  suffira 
ensuite  d'effectuer  des  permutations  circulaires,  pour  les  rendre 
applicables  aux  surfaces  de  paramètre  p  ou  de  paramètre  p,. 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (l"  Partie,  n"  142). 

(-)  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (II"  Partie,  Liv.  V,  Chap.  II,  Tableau  V). 
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109.  Dans  ses  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  Lamé  a 
remarqué  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  (B),  (B')  peu- 
vent être  transformées  de  manière  à  ne  contenir  que  les  rayons  de 
courbure  principaux  et  leurs  variations  quand  on  se  déplace  sui- 
vant les  directions  des  lignes  de  courbure.  Voici  comment  on 
peut  établir  ces  lois  de  la  variation  des  courbures. 

Désignons  avec  Lamé  par  variation  ou  dérivée  d'une  fonction 
des  trois  coordonnées  x^y^  z,  relative  à  une  direction  donnée,  le 
quotient  de  l'accroissement  infiniment  petit  que  prend  la  fonc- 
tion, quand  on  se  déplace  suivant  cette  direction,  par  le  chemin 
parcouru;  et  désignons  aussi  par  ds,  ds,,  ds^  les  arcs  Wdo, 
W^d^^,  Ha  û?p2  que  l'on  décrit  lorsqu'on  se  déplace  infiniment 
peu  sur  une  des  lignes  d'intersection.  Si  l'on  porte  les  expressions 
des  quantités  [3//^,  déduites  des  formules  (A),  dans  les  systèmes  (B), 
(B')  et  si  l'on  remarque  qu'en  vertu  même  des  formules  (i4)  et  de 
la   définition  des  p,vt,  on  a 

on  pourra  remplacer  toutes  les  dérivées  des  fonctions  H,-  par  ces 
expressions  en  fonction  des  rayons  de  courbure,  et  l'on  obtiendra 
ainsi  les  relations  suivantes  : 


ds  R02VI^12  Rio/  às 


('9)  {  A^jiZ-  _L/  ' L^.         A^liZ-__L  /J L\ 

Roi  \R2i      R20/ 


àSi  Rio\.R2o        R21/ 


^  te  I    /   I  I 


R12  VR02      Ro./' 


)s    (koi/  ^  'is,  VR,o/        R„-i 


R-fo      R2«R2.- 

^^*^)  ]À(ià)'^i(îà)  ^Ri:"^Rf;""R;^^ 

)_  /__[_\         ^   /    i_\        __!_       _r_  I 

^2  VR20/     '     às   VR02/         K.%  ^  R^,  "^  R,oRi2' 
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qui  ont  été  données  par  Lamé  (  '  )  et  où  la  notation  —  désigne  une 


dérivée  relative  à  la  direction  de  l'arc  dsi. 

110.  On  sait  comment  Lamé  a  rattaché  à  cette  notion  delà 
dérivée  prise  dans  différentes  directions  la  définition  du  para- 
mètre différentiel  du  premier  ordre.  Étant  donnée  une  fonction  U 
des  trois  coordonnées  x,  y,  ^,  la  dérivée  de  U  relative  à  une 
direction  quelconque  est  la  projection,  sur  cette  direction,  d'une 
grandeur  géométrique  qui  est  dirigée  suivant  la  normale  à  la  sur- 
face U  =:  const.  et  est  écrale  à  la  dérivée  3—  suivant  cette  nor- 
*=•  an 

maie.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que  si  l'on  porte,  suivant 
trois  directions  rectangulaires  quelconques,  des  longueurs  égales 
aux  dérivées  prises  suivant  ces  directions,   la  résultante  de  ces 

trois  segments  est  le  segment  —  porte  sur  la  normale  a  la  sur- 
face U  =  const.  et,  par  suite,  que  la  somme  des  carrés  de  ces 
trois  longueurs  est  constante  et  égale  au  carré  de  j~-  C'est  cette 

somme  des  carrés  à  laquelle  Lamé  a  donné  le  nom  de  paramètre 
diJJ'érenliel  du  premier  ordre,  en  le  désignant  par  AU.  Si  l'on 
applique  la  propriété  que  nous  venons  de  rappeler,  on  voit  que 
l'on  aura,  en  coordonnées  rectangulaires, 

et  en  coordonnées  curvilignes, 

les  trois  termes  représentant  les  dérivées  prises  suivant  les  trois 
lignes  d'intersection. 

L'invariant  différentiel  précédent  est  relatif  à  une  seule  fonc- 
tion, mais  il  est  aisé  d'en  déduire  un  autre  relatif  à  deux  fonctions 
distinctes  U  et  V.  A  cet  effet,  il  suffira  de  remplacer,  dans  les 
deux  expressions  précédentes  de  AU,  U  par  U  +  ÀV,  \  désignant 


(')  Lamé,  Leçons  sur  tes  coordonnées  curvilignes,  p.  7901  suiv. 

D.  i3 
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une  constante,  et  d'égaler  les  coefficients  de  X  dans  ces  deux  ex- 
pressions. On  est  ainsi  conduit  à  un  nouvel  invariant  simultané 
A(U,  V),  défini  par  la  double  expression 

dv  dv      du  dv     au  dV 


(23) 


^CU  V) = 

d.v  dx    '    dy  dy    '     dz   dz 

_  ^  àV  dV  i_^^       J_^^^ 

~  H2   âp    âp  ^  II]  dpt  dpi  '^  ni  ~dpl  dpi' 


On  reconnaît  presque  immédiatement  qu'il  a  pour  expression 
géométrique 


(J/i  on 


y-,  y-7  désignant,  pour  chaque  point  de  1  espace,  les  dérivées  de 
U  et  de  V  prises  respectivement  suivant  les  normales  aux  sur- 
faces U  =  const.,  V=:const.,  et  nn'  désignant  l'angle  de  ces  deux 
normales. 

lli  .  L'invariant  AU  ne  contient  que  les  dérivées  premières  de 
U;  il  j  en  a  d'autres  qui  contiennent  les  dérivées  du  second  ordre. 
Nous  allons  définir  d'abord  le  plus  important,  celui  qui  est  li- 
néaire par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonction  U.  A  cet  effet,  nous 
établirons  d'abord  une  formule  générale,  analogue  à  l'équation  de 
Stokes  et  de  C.  Neumann. 

Etant  donné  un  système  de  coordonnées  curvilignes  orthogo- 
nales, considérons  une  portion  de  l'espace  assez  petite  pour  que 
les  surfaces  coordonnées  j  forment  un  réseau  tout  pareil  à  celui 
qui  est  constitué  par  un  système  de  plans  rectangulaires;  de  telle 
manière  que  l'un  des  réseaux  puisse  se  déduire  de  l'autre  par  une 
déformation  dans  laquelle  les  longueurs  seront  altérées,  sans  que 
la  situation  relative  des  parlies  soit  changée.  A  l'intérieur  de  la 
portion  de  l'espace  ainsi  constituée,  imaginons  une  surface  fermée 
quelconque  (S);  et,  bien  que  cela  ne  soit  pas  nécessaire,  suppo- 
sons, pour  plus  de  simplicité,  que  cette  surface  (S)  soit  rencontrée 
en  deux  points  seulement  par  les  lignes  d'intersection  des  surfaces 
coordonnées.  Cela  posé,  considérons  l'intégrale  triple 
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OÙ  A,  B,  C  désignent  trois  fonctions  quelconques,  et  qui  est 
étendue  à  tout  l'espace  intérieur  à  (S).  Ou  peut  la  transformer 
comme  il  suit  : 

Considérons  son  premier  terme  seulement 


/// 


-r—  dç)  dpi  dpi, 


et  intégrons  par  rapport  à  p.  Il  résulte  des  hypothèses  faites  que 
toute  ligne  d'intersection  des  surfaces  de  paramètres  o,  et  pa  coupe 
la  surface  (S)  en  deux  points  seulement;  que,  sur  cette  ligne,  p  ne 
cesse  de  varier  dans  le  même  sens.  On  a  donc 


/ 


-—  c/p  =  A  —  A  , 
dp 


A'  et  A"  désignant  les  valeurs  de  A  pour  les  deux  points  M',  M"  oîi 
la  ligne  suivant  laquelle  on  intègre  coupe  (S).  On  déduit  de  là 

fff^  <^  <=i  d?-2  =JJ'^?^  dp,(X"-\'). 

Mais  on  peut  remarquer  que  si  l'on  désigne  par  a  l'angle  que 
fait  la  normale  extérieure  à  la  surface  (S)  avec  la  normale  à  la 
surface  coordonnée  de  paramètre  p,  on  a,  au  point  M", 

Hi  II2  dp\  dpi  =  di  cosa, 
et  au  point  M', 

H1H2  dpi  dp-i  = —  <:/TCosa, 

d^  désignant  l'élément  de  la  surface  (S).  On  peut  donc  écrire 

///^  '''  ""''  '''' =ffïèû  ^^^^  ^'^' 

la  seconde  intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  (S). 

En  appliquant  des  transformations  analogues  au  second  et  au 
troisième  terme  de  l'intégrale  J,  on  obtient  la  formule  générale 


i-^y. 
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OÙ  a,  ^,  Y  désignent  les  angles  de  la  normale  extérieure  à  (S)  avec 
les  normales  aux  surfaces  coordonnées.  Si  p,pj,  pa  se  réduisent 
aux  coordonnées  rectilignes  rectangulaires,  on  retrouve  la  formule 
de  Stokes  et  de  C.  Neumann. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente,  introduisons  deux  fonc- 
tions arbitraires  U  et  V  et  adoptons  les  valeurs  suivantes  de 
A,  B,  C, 

H       dp  Hi     dpi  H2     dpz 

L'intégrale  triple   contenue    dans  la  formule  (aS)  prendra  la 
forme  suivante  : 
Si  l'on  pose 

^  A^     .   T-._        I        r^  /H,H,  ()U\      ^/HH,  ^\        d    /HH,  c)U\l 
(2b)     ^2^-HHiH2[dpV    H      (^p/^  dp  A  Ht    àpj '^  dp^[lhWJ  ï 

elle  deviendra 

'[A(U,V)-+-VA2U]HHiH2rfp^pi^p2. 

Quant  à  l'intégrale  double,  elle  sera 

La  quantité  qui  multiplie  Y d<7  est  évidemment  la  somme  des 
projections  des  dérivées  de  U  relatives  à  trois  directions  rectan- 
gulaires (les  normales  aux  surfaces  coordonnées)  sur  la  normale 

extérieure  à  la  surface  (S).  C'est  donc  la  dérivée  -r—  de  U  relative 

^    ^  on 

à  cette  normale  extérieure,  et  l'intégrale  double  précédente  peut 
ainsi  s'écrire 


///' 


// 


V  -;— a<T. 
on 


Si  l'on  remarque  enfin  que 

HHiHi^p^/pi^P2 

est  l'élément  de  volume  dm  de  l'espace,  on  verra  que  la  formule 
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de  Stokes  et  de  Neumann  nous  donne  ici 


(27) 


///a(u,  V)  dm  ^JJJy^.  u  dm  =//y  ^  d.. 


Tous  les  termes,  sauf  celui  qui  contient  AoU,  ont  une  signifi- 
cation géométrique  indépendante  du  choix  des  coordonnées,  nous 
l'avons  établi.  Il  doit  donc  en  être  de  même  pour  AgU.  Il  est  ainsi 
démontré  que  cette  fonction,  définie  par  la  formule  (26),  est  un 
invariant. 

Si  l'on  prend  les  coordonnées  rectilignes,  on  a 

^     ^,  ()2U  ()2U  d'-\] 

^  dx^        dy^        dz^ 

H2.  On  est  encore  conduit  à  l'invaiùant  linéaire  du  second 
ordre  par  une  autre  méthode  que  nous  allons  exposer. 

Considérons  une  transformation  ponctuelle  définie  par  les  for- 
mules 

(28)         X  =  f{x,y,z),         Y  =  Mx,y,z),         Z=Mx,y,z), 

OÙ  X,  Y,  Z,  X,  jKj  z  désignent  les  coordonnées  rectangulaires  des 
deux  points  qui  se  correspondent,  points  que  nous  désignerons 
par  M  et  m.  Aux  différentielles  dx,  dy^  dz  des  coordonnées  de  m 
correspondent  des  valeurs  des  différentielles  ûTX,  dY ^  â?Z  définies 
par  les  formules 


(29) 


qui  peuvent  être  considérées  comme  établissant  la  correspondance 
entre  deux  points  m' ,  M',  respectivement  voisins  de  m  et  de  M. 
Cette  correspondance  est  une  transformation  homographique, 
dans  laquelle  les  points  à  l'infini  auraient  pour  homologues  des 
points  à  l'infini  et  dont  l'étude  permet  de  diviser  en  deux  classes 
les  différentes   transformations.   L'homographie   définie  par  les 


<«:  = 

.4/ 

'  dx 

dx 

dy 

dy  ^ 

fdz. 

dz 

dY  = 

'  dx 

dx 

dy 

dy  + 

dz 

dZ  = 

'  dx 

dx 

dy 

dy  + 

^^'  d^ 

(32) 
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formules  (29)  résulte,  en  effet,  de  l'addition  ou  de  la  composition 
des  deux  autres,  définies  par  les  formules  suivantes  : 


i  c?X  =  «n  dx  +  «12  dy  +  «i; 

i  <5^^, 

(3o) 

<  dY  =  «21  dx  -+-  «22  dy  -+-  «2; 
(  dZ  =  «31  dx  -4-  «32  dy  -+-  «3; 

l  dX  =  bidz  -  62  6/j, 

idz, 
sdz; 

(3i) 

j  dY  =  b^dx  —  bdz, 
\  dZ  =  b  dy  -  bi  dx, 

oui' 

on  î 

\  posé 

«11 

_4/ 
dx' 

dfx 

n           ^ 

«12  = 

^«21 

Aày' 

àf\\                              ^  fàfi 

a,3  =  «3i  =  i(f^f:^ 
2  \dz       dx , 

b 

-1  \dy 

-f>      ^-K^- 

■W' 

ày. 

et  qui,  toutes  deux,  conservent  leur  forme  lorsqu'on  fait  un 
changement  d'axes  coordonnés.  La  seconde  disparaîtra  lorsqu'on 
aura 

bi  =  b=i=  bi=  o, 

c'est-à-dire  lorsque  f,f\ifi  seront  les  dérivées,  prises  respecti- 
vement par  rapport  à  x^  y,  z,  d'une  même  fonction.  Ainsi,  les 
transformations  définies  par  des  formules  telles  que  les  suivantes 


,33)  X  =  ^,         Y=f.         Z  =  f, 

dx  ày  dz 

forment  un  groupe  spécial,  se  séparant  nettement  par  des  pro- 
priétés qui  ne  dépendent  nullement  du  choix  des  axes  coordonnés 
rectangulaires.  On  les  retrouve  encore  en  étudiant  le  problème 
suivant. 

1 13.  Puisque  les  formules  (29)  établissent  une  relation  homo- 
graphique  entre  les  directions  des  déplacements  correspondants 
des  points  M  et  m,  on  peut  prévoir  qu'il  y  aura,  en  général,  trois 
déplacements  du  point  m  à  chacun  desquels  correspondra  un 
déplacement  parallèle  du  point  M.  C'est  ce  que  confirme  le  calcul 
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suivant  :  si  l'on  pose 

dx  ~  dy         dz  ' 

on  devra  avoir,  en  remplaçant  «/K,  <r/Y,  dL  par  leurs  valeurs, 


L'élimination  de  dx^  dy^  dz  entre  ces  trois  équations  conduira 
bien  à  une  équation  du  troisième  ordre  en  \.  A  chacune  des  ra- 
cines de  cette  équation  correspondra,  en  général,  une  seule  direc- 
tion. 

Proposons-nous  de  rechercher  toutes  les  transformations  pour 
lesquelles  les  trois  déplacements  précédents  sont  deux  à  deux 
rectangulaires.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que,  si  (i  et  o  dési- 
gnent les  dilTérentielles  relatives  à  deux  de  ces  déplacements,  on 

ait 

dx  "^x  -{-  dyly  ■^-  dz  o^  =  o. 

Joignons  à  cette  équation  les  suivantes  : 

\dx  =  df,        \dy  =  dfi,        Xdz^d/^, 
V  ^x  ~  of,         ),'  oy  =  0/1,  X'  0^  =  8/2, 

d'où  l'on  déduira  l'identité 

( X' —  X' ) ( dx  ox  -+-  dy  oy  -h  dz  ^z) 

—  dfcx  —  0/ dx  -4-  d/i  oy  —  o/i  dy  ■+  df^  oz  —  Zf^dz, 

qui  conduira  à  l'équation 

dfox  —  of  dx  ■+-  dfi  oy  —  ^fi  dy  -f-  df=i  83  —  0/2  dz  =  o, 

OU  encore 

(I  - 'é)  «'-«^-''•''^-'+ (Ir  -  f  )  c^--'^^^) 
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Si  l'on  désigne  par  le  symbole  o'  la  différenlielle  relative  au 
troisième  déplacement,  qui  doit  être  rectangulaire  aux  deux  pre- 
miers, l'équation  précédente  peut  s'écrire 


'Ml  —  'ÙL] 
dx        dz  J 


dz         dy  )  \dx        dz)     -^         \dy        dx 

Comme  elle  doit  être  vérifiée  pour  les  trois  déplacements  rectan- 
gulaires, il  faut  nécessairement  que  l'on  ait 


A_A^o      A^^l^^       '^1_A 

dz         ôy  '  dx        dz  ^  dy        dx 


o, 


c'est-à-dire  que  la  transformation  soit  définie  parles  formules  sui- 
vantes : 

(35)  X=:ï?,         Y=!?H,         Z='^, 

dx  dy  dz 

où  U  désignera  une  fonction  quelconque  de  x^y,  z. 

r  .  .,     .       .  à\]        dV        dV  ,  .  ,  TT  TT  TT 

Les  trois  dérivées  j-,  —,  —  ou,  plus  simplement,  Uj,  Uo,  U3 
sont  évidemment  les  composantes  de  la  grandeur  -r-  dirigée  sui- 
vant la  normale  à  la  surface  (U)  définie  par  l'équation  U  =  const. 
Cette  remarque  donne  l'interprétation  géométrique  de  la  transfor- 
mation à  laquelle  nous  sommes  conduits  :  le  rajon  vecteur  OM 
représente,  en  grandeur  et  en  sens,  la  dérivée  de  U  suivant  la 
normale  à  la  surface  qui  passe  au  point  correspondant  m  et  pour 
laquelle  U  conserve  une  valeur  constante. 

On  voit  quel  intérêt  il  peut  j  avoir,  soit  en  Géométrie,  soit  en 
Physique  mathématique,  à  associer  à  l'étude  d'une  fonction  U  des 
trois  variables  x^  y,  z  celle  de  la  transformation  qui  lui  correspond 
et  qui  est  définie  par  les  formules  précédentes  (35).  Sans  entrer 
dans  cette  étude  détaillée,  nous  allons  montrer  comment  on  peut 
obtenir  l'invariant  linéaire  et  deux  autres  invariants  du  second 
ordre. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  former  l'équation  en  \  qui  prend  ici  la 
forme 

(36)  U,i        U22-  X        U23 

Us,  U32        U33-X 
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et  dont  les  racines  sont  évidemment  des  invariants.  En  prenant 
leur  somme,  on  retrouve  l'invariant  linéaire  de  Lamé 

AjU  =  Uu-I-  U22-+-  U33; 

mais  il  y  en  a  encore  deux  autres,  formés  par  la  somme  des  pro- 
duits deux  à  deux  ou  par  le  produit  des  trois  racines  et  qui  sont 
respectivement  du  second  et  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
dérivées  secondes. 

Ces  invariants  peuvent  être  tous  formés  en  coordonnées  curvi- 
lignes orthogonales. 

Si  l'on  rapporte,  en  effet,  les  points  m  de  l'espace  à  un  système 
de  coordonnées  curvilignes  p,  p, ,  p2,  la  grandeur  géométrique  OM 
a  pour  composantes  relatives  aux  axes  du  trièdre  (T)  les  dérivées 
de  la  fonction  U  suivant  ces  trois  axes,  c'est-à-dire  les  quantités 
.„    .  _   I   c)U  _    I     (9U  _     1     dU 

u  étant  exprimée  en  fonction  de  p,  p,,  p2.  Si  donc  on  construit 
le  trièdre  (T')  dont  l'origine  est  le  point  fixe  O  et  dont  les  axes 
sont  parallèles  à  ceux  de(T),  les  valeurs  de  .r,y,  z  données  par 
les  formules  précédentes  seront  les  coordonnées  du  point  M  rela- 
tives à  ce  trièdre  (T'). 

Par  suite,  lorsque  p,  p,,  pa  varieront,  les  projections  du  dépla- 
cement de  M  sur  les  axes  du  trièdre  (T')  ou  du  trièdre  parallèle 
(T),  seront  définies  par  les  formules  (C),  déjà  données  au  n°  108, 

iH-^—  dx  -h  (PioJK  +  P2o-3)<5?p— JK?oi  dpi  —  Z^Q^dpz, 
\}yz=  dy  37^10  C?p-f-(P2I-Z-t-  Poi^)û?Pl  — -3^12  rfp2, 
D^  =  o?3— a^lBaoO??— r?2i  ^?i-i- (^^02+7^12)  c^?2- 

En  exprimant  qu'elles  sont  proportionnelles  aux  projections 

Il  dp,       Hi^p.,        112^02 

du  déplacement  du  sommet  m  du  trièdre  (T),  on  aura  l'équivalent 
des  équations  (34),  c'est-à-dire 


?10y-f-?20^-XlIj«?p-h    l~    -jPoi)^! 


dx 


39)     {   (^-^Piojrfp  +  (^^^  +  ?2,^4-Poi^-XH,)^p,- 


dx 

ai," 

ày 

dp. 

-z^o.^dp, 

-^P.2)<02 

î.2r- 

-XH2)rfp2 
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En  éliminant  c/p,  dp,,  doo,  on  retrouve  l'équation  (36)  en  "k 
dont  les  racines  sont  des  invariants.  On  pourra  donc  retrouver 
l'expression  en  coordonnées  curvilignes  des  trois  invariants  définis 
plus  haut. 

En  particulier,  si  l'on  prend  la  somme  des  racines,  qui  doit  être 
AaU,  on  trouvera 


_ 


et  un  calcul  facile,  où  l'on  remplacera  les  [3/^  etles  ;r,  jk,  s  pai'leurs 
valeurs  (A)  et  (3^),  donnera  immédiatement  l'expression  déjà 
obtenue  plus  haut. 

114.  Les  formules  précédentes  nous  permettent  encore  de  ré- 
soudre une  question  intéressante  relative  aux  transformations  dé- 
finies par  les  formules  (35). 

Nous  avons  vu  que,  pour  chaque  point  m,  les  trois  déplace- 
ments qui  sont  parallèles  aux  déplacements  correspondants  de  M 
sont  rectangulaires.  Mais  on  peut  demander,  de  plus,  que  ces  trois 
déplacements  s'eflfectuent  suivant  les  normales  à  trois  familles  de 
surfaces  orthogonales  données.  Cette  question  peut  se  résoudre 
comme  il  suit  : 

Rapportons  les  points  de  l'espace  au  système  de  coordonnées 
curvilignes  déterminé  par  les  surfaces  normales  aux  trois  déplace- 
ments et  cherchons  à  déterminer  U  en  fonction  de  p,  p,,  p^.  Les 
équations  (39)  devront  être  vérifiées  lorsqu'on  j  annulera  deux 
des  ditlérentielles  <ip,  dp,,  dp.2. 

Gela  donnera  les  équations 


(40) 


dx        r,  ^y        o  ^^ 


auxquelles  devra  satisfaire  U.  Si  l'on  y  remplace  x^  y,  z  par  leurs 
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expressions,  elles  se  réduisent  aux  trois  suivantes  : 


àpi  dpi 
d^\] 

I    dH,  d\5 
Hi    dpi   dpi 

I  an,  d\} 

I    dU,  dU 

Hî    dpi    dpi  ~     ' 
I    d\\  d\} 

dpdpi 
dp  dp, 

H 2    dp    dpz 
i   dH  dV 
H  dpt   dp 

H  dp^  dp     ~  ^' 
c    dH,  dU 
H,    dp    dp,  -  ^' 

(E) 


que  nous  rencontrerons  plus  loin.  Contentons-nous  de  rappeler 
maintenant  qu'elles  admettent  une  solution  dépendant  de  trois 
fonctions  arbitraires  d'une  variable  (*).  Il  y  a  donc  toujours  une 
infinité  de  transformations  jouissant  de  la  propriété  requise,  rela- 
tivement à  tout  système  triple  orthogonal. 

115.  Nous  allons  terminer  ce  Chapitre  en  donnant  à  la  fois  une 
nouvelle  application  et  un  complément  de  la  théorie  du  déplace- 
ment d'un  trièdre  mobile  qui  dépend  de  trois  variables.  Nous  mon- 
trerons que  cette  théorie  permet  d'étendre  aux  coordonnées  curvi- 
lignes obliques  les  systèmes  (B)  et  (B')  de  formules  que  l'on  doit 
à  Lamé. 

Considérons  trois  familles  de  surfaces  définies  respectivement 
par  les  paramètres  p,  p<,  02.  Si  ces  trois  paramètres  ne  sont  assu- 
jettis à  aucune  condition,  ils  peuvent  être  considérés  comme  des 
coordonnées  curvilignes,  aussi  générales  que  possible,  qu'il  pourra 
y  avoir  avantage  à  introduire  dans  certaines  recherches. 

En  chaque  point  M  de  l'espace,  faisons  passer  trois  droites  rec- 
tangulaires formant  un  trièdre  trireclangle  (T),  dont  la  position 
relativement  aux  plans  tangents  des  trois  surfaces  coordonnées 
qui  se  croisent  en  ce  point  sera  définie  d'une  manière  arbitraire. 
Par  exemple,  l'une  des  arêtes  du  trièdre  pourra  être  tangente  à 
l'intersection  de  deux  surfaces  coordonnées,  et  l'une  des  faces 
qui  passent  par  cette  arête  sera  tangente  à  l'une  des  deux  surfaces 
auxquelles  l'arête  est  tangente.  En  général,  la  position  du  trièdre 
trirectangle  relativement  au  trièdre  formé  par  les  plans  tangents 
aux  surfaces  coordonnées  dépend  de  trois  paramètres  pour  lesquels 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (IV"  Parlic,  Livre  VIII,  Cliap.  XII). 
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on  pourra  choisir  des  valeurs  qui  seront  des  fonctions  quelconques 
des  coordonnées  curvilignes.  Dans  le  cas  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, nous  avons  supposé  que  les  deux  trièdres  coïncidaient. 
Cette  hjpothèse  ne  saurait  être  introduite  dans  le  cas  général  ; 
mais  on  peut  toujours  supposer,  par  exemple,  que  les  arêtes  du 
trièdre  (T)  ont  été  choisies  parallèles  à  trois  droites  fixes,  de  sorte 
que  le  trièdre  n'aurait  alors  aucune  rotation. 

Conservons  les  notations  précédentes  et  désignons  par  ds  l'élé- 
ment linéaire  de  l'espace,  c'est-à-dire  l'arc  décrit  par  le  sommet 
du  trièdre  (T)  lorsque  p,  p,,  pa  varient  et  deviennent  respective- 
ment p  -h  <ip,  p,  +  o?p, ,  po  -i-  d^2  ;  on  aura 

j  ^^'-^C^^^  +  ^i^i  +  ^ï^^Pî? 

et  si  l'on  pose 

( 42 )  ds^  =  22 ^'■'^'  "^^^  ^^^' 
il  viendra 

(43)  A,7.  =  hU-^  ^ri/.+  UU  =  §  \iU- 

Nous  allons  montrer  que  les  quantités  A^^  satisfont  à  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  analogues  aux  équa- 
tions (B)et(B'). 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  le  système  (i),  où  l'on 
donnera  à  î  et  à  A-  toutes  les  valeurs  possibles,  nous  fournit  neuf 
équations  du  premier  degré,  d'où  l'on  pourra  déduire  les  valeurs 
des  neuf  rotations/?/,  ^j,  /•/  exprimées  en  fonction  des  translations. 
Si  l'on  porte  les  expressions  ainsi  obtenues  des  rotations  dans  les 
formules  (2),  on  aura  neuf  équations  du  second  ordre  auxquelles 
devront  satisfaire  les  translations.  Ces  équations  du  second  ordre, 
dont  le  nombre  se  réduira  à  six,  nous  le  verrons,  ne  se  présen- 
taient pas  dans  le  cas  où  le  déplacement  dépendait  de  deux  va- 
riables seulement.  C'est  grâce  à  elles  que  la  théorie  relative  aux 
déplacements  qui  dépendent  de  trois  variables  présente  quelque 
intérêt  nouveau.  Nous  allons  d'abord  montrer  qu'elles  peuvent 
nous  fournir  les  relations  différentielles  entre  les  coefficients  de 
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la  forme  quadratique  (42),  relations  que  nous  avons  principale- 
ment en  vue  ('). 

Supposons,  par  exemple,  que  le  Irièdre  (T)  ait  été  choisi  de 
telle  manière  que  son  axe  des  x  soit  tangent  à  l'intersection  des 
surfaces  de  paramètres  p,  et  po  et  que  son  axe  des  y  soit  normal  à 
la  surface  de  paramètre  O).  On  aura  alors 

Tj  =  o,  Ç  =  o,  r,2  =  o. 

Les  équations  de  définition  (43)  donneront  toutes  les  autres 
translations  exprimées  en  fonction  des  coefficients  de  l'élément 
linéaire.  On  aura,  par  exemple. 


i?. 


^U  =  Âc 


et  ainsi  de  suite.  On  tirera  de  là 


(44) 


Aqi 

v/Aoo 


v/Â 


^1  = 


V/A22A00— AI2 
A12  Aoo—  A01  An 


/A00/A22A00  — A^j 
A  désisrnant  le  déterminant 


A02  . 


r,2  =  o  ; 


V/A22A0O—    Aq^ 

y/Aoo 


(45) 


Aoo     Aqi     A02 
Aïo     Aii     A12 

A20       A21       Aî2 


On  pourrait  donc  utiliser  les  valeurs  précédentes  (44)  des  trans- 
lations, et  en  les  portant  dans  les  relations  différentielles  du  se- 
cond ordre  dont  nous  avons  signalé  l'existence  et  indiqué  plus 
haut  le  mode  de  formation,  on  aurait  toutes  les  relations  différen- 
tielles qui  doivent  exister  entre  les  quantités  A/a. 


(  '  )  On  sait  que  la  théorie  des  formes  quadratiques  de  différentielles,  sur  laquelle 
nous  avons  l'intention  de  revenir,  pour  lui  donner  tous  les  développements  qu'elle 
comporte,  a  été  inaugurée  par  les  travaux  de  MM.  Christoffel  et  Lipschitz  parus 
à  la  suite  l'un  de  l'autre,  en  1869,  dans  le  Tome  LXX  du  Journal  de  Crelle. 
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Le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  serait  dépourvu  d'élé- 
gance et  de  sjmélrie  ;  on  peut  l'éviter  comme  il  suit. 

116.  Désignons  par  S  le  déterminant 

ç         ^  U 

(46)  .  5=     ^     r,,     Cl    , 

U     r,,      C,   I 

qui,  par  l'emploi  des  relations  (43),  conduit  presque  immédiate- 
ment à  la  formule 

(47)  ^^  =  ^' 

et  introduisons  les  neuf  quantités  A/a/  définies  par  les  formules 

Nous  allons  chercher  d'abord  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  qu'il  soit  possible  de  tirer  des  équations  (43)  et  (48), 
où  l'on  regardera  comme  connues  toutes  les  fonctions  A/a,  ^ihi, 
au  moins  un  système  de  valeurs  des  fonctions  ^/,  /jj,  "Qt. 

En  différentiant  l'équation  (43),  on  obtiendra  immédiatement 
la  condition 

(49)  — y-' =  A//,/-i-Ax.,7, 

où  les  indices  i.  A",  /peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles. 
Ce  premier  système  de  formules  est  nécessaire,  mais  il  n'est  pas 
suffisant.  Il  exprime  simplement,  en  eff'et,  que  les  équations 
obtenues  en  joignant  au  système  (48)  les  équations  dérivées  du 
système  (43)  sont  algébriquement  compatibles  et  ne  fournissent 

qu'un  système  de  valeurs  pour  les  dérivées  -t^>  -^,  ~  ■ 
^  ''  '  op/     dp/     dp/ 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  dérivées,  on  peut  résoudre  les 

trois  équations  qui  définissent  Aoay,  A, a/,  AgA/  et  l'on  sera  conduit 

au  système  suivant  : 

'df,  ^^o'-'di  ^^•'■'d^;^^^^'''di;' 

(50)  /    8   -  -    =  Ao/,7  y-    -HA,/,/^-   +A2A/-T— » 

àU-         A        ^^  _i_  \         ^^      ,     V         ^°  • 

— —   =  AoA7  1^  +  A  17../       -   H-  A  2/.7  -— , 
d?/  dZ  d^,  dW 


LE    TRIÈDRE    MOBILE.  207 

d'où  Ton  déduira,  par  un  calcul  facile,  la  relation 
\      O  Op,  dpr 

\  Il        h' 

la  somme  du  dernier  membre  étant  étendue  aux  valeurs  o,  i,  a 
des  deux  indices  /t,  /i',  et  A^^' désignant  le  mineur  qui  est  le  coeffi- 
cient de  A^A' dans  le  déterminant  A. 

Gela  posé,  en  diflérentiant  les  équations  (48),  nous  serons  con- 
duits sans  difficulté  à  la  formule  suivante  : 

^'"^^  d?r  àpi  \^dpràp';        Odr>,  dpr' 

OÙ  les  indices  i,  A,  /,  /'  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles;  et  il  est  clair  que  toutes  les  équations  ainsi  obtenues 
tiennent  lieu  de  celles  que  l'on  obtiendrait  si  l'on  égalait  les  deux 

valeurs  distinctes  des  dérivées  telles  que  -r — ^>  -r — -f^j ^j  que 

'       op/dp/>    dp/dp/'    dp/ôp/'    ^ 

peuvent  fournir,  par  différentiations,  les  formules  (do). 

On  peut  évidemment,  soit  à  l'aide  des  formules  (5o),  soit  plus 
simplement  à  l'aide  de  la  relation  générale  (5i),  éliminer  de  la  re- 
lation précédente  toutes  les  dérivées  premières  des  fonctions  ^j, 
rj/.  ti,  et  l'on  se  trouve  ainsi  conduit  aux  équations  fondamentales 
comprises  dans  le  tjpe  suivant  : 

u     h- 

qui,  d'après  les  raisonnements  précédents,  constituent,  avec  les 
relations  (49),  les  conditions,  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes, 
pour  qu'il  y  ait  des  fonctions  \i,  ri/,  X^i  vérifiant,  à  la  fois,  les 
équations  (43)  et  (48),  où  l'on  considérera  les  S^ih  et  les  Kif^i 
comme  des  fonctions  données  et  connues.  On  peut  donc  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  forme  quadratique  de  différentielles 
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si  l'on  a  déterminé  les  valeurs  les  plus  générales  des  fonc- 
tions Aiki  vérifiant  les  relations  (49)  et  (53),  l'intégration  du 
système  complet  fourni  par  les  équations  (43)  et  (4^)  fournira 
tous  les  systèmes  de  valeurs  des  fonctions  i/,  tj,-,  (^,-  permettant 
de  décomposer  la  forme  en  trois  carrés,  de  telle  manière  que 
Von  ait 

ds^=z{\  dç>  -f-^i  a?piH-  Ud^^y- 

-4-  (ri  (^p  -t-  r,,  d^i  -t-  r^a  d^^^  -f-  (Ç  r/p  -I-  Çi  <ip,  -+-  ^,  f/pi)'- 

Il  est  évident  que  ce  théorème  purement  analytique  s'étend  de 
lui-même  au  cas  de  n  variables,  et,  de  plus,  que  les  différentes 
décompositions  en  carrés  de  la  forme  qui  répondent  au  même 
système  de  valeurs  des  A^vt/,  mais  à  des  solutions  différentes  des 
équations  (43)  et  (48)?  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  des 
substitutions  linéaires  orthogonales  à  coefficients  constants. 

117.  Supposons  maintenant  que  la  forme  quadratique  con- 
sidérée soit  l'élément  linéaire  de  l'espace.  On  pourra  la  ramener  à 
la  forme 

dx--{-  dy--\-  f/^-, 

et  il  y  aura  une  de  ses  décompositions  en  carrés  (')  pour  laquelle 
on  pourra  prendre 

/  f  /  N  ^  d.r  dy  ^  dz 

On  peut  alors  calculer  très  simplement  les  quantités  A/^/;  on  a, 
dans  ce  cas 

O  dpi  dp/,  dpi 
et  des  formules 

r\  dx    dx  n  dx   dx  r*  dx  dx 

^'■^■=&d^-d^.'        ^'''=^;^Ji,^r        ^"=v^7T,ôp,' 


(')  Si  nous  revenons  au  point  de  vue  géométrique,  cette  décomposition  en 
carrés  correspond  au  cas  où  le  trièdrç  (T)  aurait  ses  arêtes  parallèles  à  des 
droites  fixes. 
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on  déduira,  par  différentiation,  la  suivante  : 

dAik       dAii       dAki  n  dx      d^x  . 

=  2.V-—  T -—  =  2  Ai 


dpi         dpk  àpi 


Sdx      ô^x 
ùpi  dp/c  dp/ 


Si  donc  on  introduit  le  symbole  de  MM.  Ghristoffel  et  Lipschltz 
défini  par  la  relation 

L    t    J  2      dp/  2     dp/c  1      Opi 

qui  conduit  à  l'identité 

nous  aurons 

(58)  Aa7=[^.^]- 

Toutes  les  quantités  A,a/  s'expriment  donc  exclusivement  à 
l'aide  des  coefficients  de  l'élément  linéaire  et  de  leurs  dérivées 
premières.  Si  l'on  transporte  leurs  valeurs  dans  les  formules 
générales  (49)  et  (53),  les  premières  sont  vérifiées,  les  autres  nous 
donnent  la  relation  générale 

h        h' 

qui  résout  le  problème  proposé.  Elle  ne  change  pas,  on  le  re- 
connaît aisément,  lorsqu'on  échange  soit  i  et  A",  soit  /  et  /',  soit  /, 
k  et  /,  /';  et  elle  tient  lieu  de  six  équations  entre  les  coefficients 
de  la  forme  et  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres.  Ces 
équations  appartiennent  à  deux  types  dilTérents  :  l'un  qu'on  obtient 
en  supposant  /:=  i,  /'=  /',  i^k\  l'autre,  en  supposant  iyéik^  /, 

La  méthode  suivie  montre  d'ailleurs  que  ces  relations  nécessaires 
sont  encore  suffisantes;  car,  si  elles  sont  remplies,  les  relations 
générales  (49)  et  (53)  sont  vérifiées  par  les  valeurs  (58)  des  quan- 
tités Xijfi.  Comme  ces  valeurs  satisfont  aux  relations 

A/A/  =  A,7A-, 

les  dérivées  correspondantes  des  quantités  i/,  y^/,  J^/,  qui  sont  dé- 
D.  i4 
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finies  par  les  équations  aux  dérivées  partielles  (5o),  seront  telles 
que  l'on  aura,  pour  tous  les  indices  A"  et  / 


dpi        dpk 


à?i 


àt\i 

àpk 


dp/ 


àpk' 


ce  qui  permettra  d'exprimer  ^/,,  r^k^  sa  pa^"  les  formules 
x,y,  z  étant  trois  fonctions  convenablement  choisies. 


dpk 


^^=5^-^ 


118.  L'analyse  précédente  aurait  pu  aisément  être  détachée  de 
la  considération  du  trièdre  (T);  voici  quelques  remarques  qui 
nous  y  ramènent. 

D'abord  si,  entre  les  équations  (i)  et  (a),  on  veut  éliminer  les 
rotations,  on  sera  évidemment  conduit  aux  relations  (53).  Mais, 
sans  éliminer  les  rotations,  on  est  conduit  à  quelques  formules 
qui  méritent  d'être  signalées. 

Reprenons  les  équations  (i)  entre  les  translations  et  ajoutons-les 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  ^/,  tj,,  Î^/.  On  ob- 
tiendra une  équation  ne  différant  que  par  les  notations  de  la  sui- 
van  te 

\i     \k     Pi  \i     \i     Pk 

^ikl— ^iik=     '1/     lA-     qi     —     rii     Ti/     g,, 

Ci      U     ri  Ci      C/     ''A- 

Si  donc  on  pose,  pour  abréger, 

(59)  ^'Z 


h 

\k    pi 

'^i 

"^ik    qi 

li 

tk      ri 

ce  qui  entraîne  les  relations 

(6o)  Zik/-^  tkii=  o,        zm=o, 

on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  des  indices, 
(  6 1  )  A;/./  —  A///,  =  tiki—  ^iik- 

On  a,  d'ailleurs, 


(6i) 


£A^ 
dpi 


=  Aiki+  Akit 


m -m 
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et  celle  équalion,  jointe  à  la  précédente,  permet  d'obtenir  Ve\- 
pression  générale  suivante 

(63)  ■       r« 


-[•']-. 


des  quantités  A/^/. 

En  substituant  ces  valeurs  des  A,7f/  dans  les  formules  (53), 
on  obtiendra  un  système  de  relations  diflférentielles  entre  les 
coefficients  de  la  forme  quadratique  et  les  déterminants  s/a/. 
Ces  déterminants  seront  tous  nuls  si,  comme  nous  l'avons 
supposé  d'abord,  le  trièdre  n'a  pas  de  rotations.  Mais,  dans 
les  autres  cas,  quelques-uns  au  moins  seront  différents  de  zéro. 
Leur  emploi  permettra  de  traiter  les  différents  problèmes  que 
l'on  peut  se  poser  et  qui  concernent  la  relation  entre  le  trièdre 
mobile  et  celui  qui  est  formé  par  les  plans  tangents  aux  surfaces 
coordonnées.  Si,  par  exemple,  on  annulait  les  trois  détermi- 
nants e/^/ pour  lesquels  les  indices  sont  différents,  on  exprimerait, 
par  cela  même,  que  la  rotation  dont  les  composantes  sont/?/t,  q/,. 
/>a  son  axe  situé  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  de  paramètre  p/t 
et  cela  pour  les  trois  valeurs  o,  i,  2  de  k. 


CHAPITRE  III. 

RECHERCHE  d'uN  SYSTEME  TRIPLE  PARTICULIER. 

Avant  de  poursuivre  la  théorie,  on  veut  indiquer  des  applications  des  équations 
fondamentales  à  la  recherche  d'un  système  triple  particulier.  —  Dans  ses 
Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et  leurs  diverses  applications,  Lamé 
a  attaché  une  importance  toute  particulière  aux  systèmes  composés  de  trois 
familles  isothermes.  —  Définition  d'une  famille  isotherme.  —  Condition  d'iso- 
thermie;  elle  est  vérifiée  pour  le  système  des  ellipsoïdes  homofocaux.  —  11 
existe   donc  au    moins    un  système  triple,  à  la   fois  orthogonal  et  isotherme. 

—  Lamé  s'est  proposé  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  ce  gpnre.  En  met- 
tant le  problème  en  équation,  on  reconnaît  que  ces  systèmes  particuliers  ont 
une  première  propriété  signalée  par  M.  J.  Bertrand  :  les  surfaces  qui  les  com- 
posent sont  isothermiques,  c'est-à-dire  sont  divisibles  en  carrés  infiniment  petits 
par  leurs  lignes  de  courbure.  Mais  cette  propriété  n'est  nullement  caractéristique  ; 
elle  appartient,  par  exemple,  au  système  des  cyclides  homofocales,  qui  n'est 
pas  isotherme.  —  Par  suite,  en  se  proposant  la  recherche  de  tous  les  systèmes 
triples  composés  de  surfaces  isothermiques,  on  est  assuré  d'obtenir  non  seule- 
ment tous  les  systèmes  isothermes,  comme  le  désirait  Lamé,  mais  d'autres 
systèmes  plus  généraux.  —  Pour  accroître  encore  l'intérêt  qui  s'attache  à  ce  pro- 
blème général,  on  remarque  que  l'on  sera  encore  conduit  à  le  poser  si  l'on 
approfondit  une  belle  découverte  de  Lamé.  —  L'illustre  géomètre  a  montré 
que,  si  p,  p,,  p2  désignent  les  coordonnées  elliptiques  d'un  point  de  l'espace, 
l'équation  de  la  chaleur  admet  une  infinité  de  solutions  de  la  forme  suivante  : 
/(p)/i(Pi)/2(  P2)-  ~  Si  l'on  cherche  tous  les  systèmes  triples  orthogonaux 
pour  lesquels  on  peut  formuler  une  proposition  analogue,  on  reconnaît  encore 
qu'ils  doivent  être  composés  de  surfaces  isothermiques.  —  Toutes  ces  re- 
marques nous  conduisent  donc  à  entreprendre  l'étude  du  problème  le  plus 
général  :  détermination  des  systèmes  triples  composés  de  surfaces  isother- 
miques. —  Mise  en  équation;  forme  des  valeurs  de  H,  H,,  Hj.  —  On  exprime 
d'abord  que  ces  valeurs  satisfont  au  système  (B),  ce  qui  conduit  à  préciser 
leur  forme.  —  On  obtient  ainsi  trois  types  différents  de  solutions.  —  Pour 
étudier  ces  trois  types  et  achever  la  solution,  on  exprime  que  les  valeurs  de 
H,  Hj,  H2,  vérifient  le  système  (B').  —  Forme  générale  des  équations  qui  en 
résultent.  —  Conditions  pour  qu'elles  soient  compatibles  avec  celles  que  l'on  a 
déduites  du  système  (B).  —  Application  aux  trois  types  précédemment  obtenus. 

—  Le  premier  type  nous  conduit  à  trois  systèmes  triples  comprenant,  soit  une 
famille  de  plans  parallèles  et  deux  familles  de  cylindres  isothermes;  soit  une 
famille  de  sphères  concentriques  et  deux  familles  de  cônes  isothermes;  soit 
une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  et  deux  familles  de  révolution 
ayant  cette  droite  pour  axe,  et  dont  les  méridiens  forment  un  système  à  la 
fois  orthogonal  et  isotherme.  D'une  manière  générale,  il  faut  joindre  à  ces 
systèmes  leurs  transformés  par  inversion,  qui  jouissent  évidemment  de  la 
même  propriété.  —  Le  second  type  ne  fournit  aucune  solution  du  problème  et 
doit  être  rejeté.  —  Quant  au  ti'oisième,  il  sera  étudié  dans  le  Chapitre  suivant. 
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119.  Nous  avons  établi  mainlenantles  équations  fondamentales 
qui  se  présentent  dans  la  théorie  générale  des  systèmes  orthogo- 
naux. Avant  de  poursuivre  le  développement  de  cette  théorie,  il 
convient  que  nous  indiquions  quelques  applications  de  la  méthode 
de  recherche  qui  a  été  développée  dans  les  Chapitres  précédents. 
Nous  étudierons  tout  d'abord  un  problème  célèbre  que  Lamé 
s'est  proposé  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  coordonnées 
curvilignes  et  leurs  diverses  applications. 

On  sait  que,  dans  un  milieu  solide  homogène  en  équilibre  de 
chaleur,  la  température  stationnaire  V  doit  satisfaire  à  l'équation 
aux  dérivées  partielles 

^  -,     <p\     d^Y     cnv 

et,  réciproquement,  toute  fonction  finie  V  satisfaisant  à  cette 
équation  définit  un  état  de  température  pour  lequel  le  milieu  se 
trouve  en  équilibre  de  chaleur.  Les  surfaces  pour  lesquelles  la 
température  conserve  la  même  valeur  sont  ce  que  Lamé  a  appelé 
les  su/faces  isothermes  du  milieu  relatives  à  l'état  d'équilibre 
considéré. 

Pour  qu'une  famille  de  surfaces  représentée  par  l'équation 

(2)  o(x,y,z,'k)  =  o 

soit  isotherme,  il  faut  évidemment  que  l'on  puisse  prendre  pour  V 

une  fonction  de  )^, 

V  =  «ï>(X), 

satisfaisant  à  l'équation  (i);  ce  qui  donnera  la  condition 

d'oii  résulte  la  règle  énoncée  par  Lamé  :  Pour  que  la  famille  de 
surfaces  représentée  par  V équation  (2)  soit  isotherme,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait 

<''  ^'=/<^)- 

Du  reste,  quand  la  condition  sera  remplie,  la  température  V,  rela 
tive  à  l'état  de  distribution  de  la  chaleur  pour  lequel  les  surfaces 
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sont  isothermes,  se  calculera  par  la  relalion 

dont  l'intégrale  est  donnée  par  la  formule 

(4)  y=Je-f^^''^'\ll; 

elle  est,  par  rapport  aux  constantes  arbitraires  C,  C  introduites 
par  les  quadratures,  de  la  forme 

(5)  V=CVo+G', 

de  sorte  qu'à  une  même  famille  isotherme  correspondent  une  infi- 
nité d'états  stationnaires  différents. 

120.  Considérons,  par  exemple,  l'une  des  trois  familles  de  qua- 
driques  homofocales  définies  par  l'équation 

(6)  ^         .       7         ,       . 


a  —  X        ù  —  X        c  —  X 
OÙ  À  désigne  le  paramètre  de  la  famille.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

on  aura  d'abord 


ce  qui  donnera 


^  +  A  -^  =  o  ; 

a  —  A  ox 


^('■)  =  1 


puis,  en  prenant  les  dérivées  secondes, 


B  ( -—      +  A-—  =o. 


a  —  l'^'^ia-ly-àx'^      \dx)     '   "  âx^ 

En  ajoutant  cette  équation   aux  deux  équations  analogues  en  j^ 
et  ^,  et  tenant  compte  des  précédentes^  on  trouvera 

A(X)         i\l  —  al  —  bl  —  cj 
La  condition  de  Lamé  est  donc  remplie  et  la  température  V  cor- 
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respondante  à  chaque  famille  sera  déterminée  par  la  formule 
(4),  qui  donnera  ici 

(7)  Y^cf-=Û=-^G'. 

Ainsi,  les  quadriques  homofocales  et  orthogonales  définies  par 
l'équation  (6)  constituent  un  système  composé  de  trois  familles 
isothermes.  En  d'autres  termes,  il  existe  dans  un  milieu  homo- 
gène trois  états  différents  d'équilibre  de  chaleur  pour  lesquels  la 
température  demeure  constante,  soit  sur  des  ellipsoïdes,  soit  sur 
des  hjperboloïdes  à  une  nappe,  soit  sur  des  hjperboloïdes  à  deux 
nappes,  homofocaux. 

On  peut  démontrer  ce  résultat  par  une  méthode  toute  diffé- 
rente. Étant  donné  un  système  triple  orthogonal,  nous  savons 
(n°  111)  qu'en  gardant  toutes  les  notations  précédentes,  on  a 

Cette  relation  nous  permet  d'écrire  en  coordonnées  curvilignes 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  régit  la  température.  Et,  en 
particulier,  elle  nous  permet  de  reconnaître  immédiatement  si  la 
condition  d'isothermie  est  vérifiée  pour  l'une  ou  l'autre  des 
familles  qui  composent  le  système  orthogonal. 

Si  l'on  veut  exprimer,  par  exemple,  qu'il  existe  un  état  station- 
naire  de  distribution  de  la  chaleur  dans  lequel  les  surfaces  de  pa- 
ramètre p  sont  isothermes,  il  faudra  exprimer  que  l'équation 

est  vérifiée  quand  on  y  remplace  V  par  une  fonction  F(p)  de  p, 
ce  qui  donnera 

ou,  en  intégrant, 

(9)  MiF'(p)  =  S, 

S  désignant  une  fonction  qui  ne  dépendra  que  de  pi  et  de  pa- 


2l6  LIVRE    II.   —    CHAPITRE    III. 

Appliquons  cette  condition  au  système  triple  formé  par  les  sur- 
faces liomofocales  (6).  On  sait  (')  qu'avec  ce  système  l'élément 
linéaire  de  l'espace  est  donné  par  la  formule 


(10) 


/(P) 
(9^-p){p.-p.)         ^  (P.-P)(?.--P0^ 

/(Pl)  ^'  •    /(P2) 


OÙ  l'on  a  posé 

(n)  /(p)  =  4(a_p)(6_p)(c-p). 

On  a  ici 


(12) 


v/(P 

-PiXp- 

-P2)^ 

v//(p) 

v/(Pi 

-pXpi- 

-P2) 

\//(pl) 

V/(P2 

-P)(P2- 

-Pl) 

V//(P2) 

et  ia  condition  (g)  devient 

^-^i^;M^F'(p)  =  s. 

V/-/(?1)/(P2) 

Elle  sera  vérifiée  pourvu  que  l'on  ait 

\/7(?^F'(p)  =  2G, 
C  désignant  une  constante,  ce  qui  donnera 

(i3)  v  =  2G  T-^-t-G'. 

-^  v//(p) 

Nous  retrouvons  la  formule  déjà  obtenue  plus  haut. 


.  121.  On  voit  qu'il  existe  au  moins  un  système  triple,  à  la  fois 
orthogonal  et  isotherme,  c'est-à-dire  un  système  triple  composé 
de  trois  familles  isothermes.  Lamé  s'est  proposé  de  déterminer 
tous  les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  satisfont  à  cette 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  {l"  Partie,  p.  i58). 
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douille  condition.  Il  est  aisé  de  trouver  tout  d'abord  les  relations 
diflcrentielles  que  doivent  vérifier  alors  les  fonctions  H,  H,,  Hg. 
Supposons  que  p,  pi,  p2  aient  été  choisis  de  manière  à  être, 
selon  l'expression  de  Lamé,  les  paramètres  thermométriques  des 
trois  familles  isothermes,  c'est-à-dire  vérifient  les  équations 

En  substituant  p,  p,,  po  dans  l'expression  générale  de  A2(V), 
on  aura  tout  de  suite  les  équations  aux  dérivées  partielles 

d    /H,H,\  0     /HH,\  d    /HH,  V 

qui  expriment  la  propriété  cherchée.  Elles  donnent,  en  intégrant, 

,  ,,  H,H2       ^  nu,  HH, 

(.4)  -H-=^'         "h7=^"         ~îh^- 

Si  désignant,  pour  abrégei',  une  fonction  qui  ne  contiendra 
pas  la  variable  p,. 

On   déduit  des  équations  précédentes  les  valeurs 

(i5)  H  = /STS^,         H,=  /SS^,         Hî^s/SS"! 

de  H,   H,,   Ha;   de    sorte  que   l'on   aura,  pour  l'élément  du  sys- 
tème triple  cherché,  l'expression  suivante 

(16)  ^52=S,S2^p2_|_SS2^Pj   -fSS,  Jp2. 

Cette  formule  permet  de  vérifier  immédiatement  une  propriété 
des  systèmes  triples  isothermes,  qui  a  été  signalée  par  M.  J.  Ber- 
trand (').  Chacune  des  surfaces  qui  les  composent  peut  être 
divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses  lignes  de  courbure. 
Si  l'on  suppose,  en  effet,  dp2=  o,  l'élément  linéaire  de  la  surface 
de  paramètre  p2  sera  défini  par  la  formule 

(17)  ds'^=S^(Sidp^-hSdpl). 


(')  J.  Bertrand,  Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  orthogonales  (Journal 
de  Liouville,  t.  IX,  p.  117;  i844). 
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Le  paramètre  Og  étant  constant,  S,  deviendra  une  fonction  de  p, 
S  une  fonction  de  pi  ;  par  suite,  le  rapport  des  coefficients  de  c/p- 
et  de  r/p^  sera  le  quotient  d'une  fonction  de  p  par  une  fonction 
de  p,.  Cette  relation  caractérise,  sur  une  surface  quelconque,  les 
systèmes  de  coordonnées  jouissant  de  la  propriété  annoncée  ('). 

122.  Ainsi,  tous  les  systèmes  triples,  à  la  fois  orthogonaux  et 
isothermes,  sont  nécessairement  composés  de  surfaces  qui  peuvent 
être  divisées  en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  cour- 
bure. Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  l'on  connaît  au  moins 
un  système  orthogonal,  celui  des  cyclides  homofocales,  qui,  sans 
être  isotherme,  jouit  de  la  même  propriété.  On  sait,  en  eiïet  (2), 
que,  si  l'on  considère  les  cyclides  homofocales  définies  en  coor- 
données pentasphériques  par  l'équation 


il  passera  trois  de  ces  surfaces  par  chaque  point  de  l'espace;  et, 
si  Ton  désigne  par  p,  p,,  p^  les  paramètres  de  ces  trois  surfaces, 
l'élément  linéaire  de  l'espace  sera  défini  par  la  formule 


(19) 

( 

mds^  = 

_  (p- 

■Pi)(p- 

/(P) 
i-p)(pi 
/(Pi) 

-P.), 

oui' 

on 

a  posé 

(20) 

/(? 

)  =  (P- 

«i)(p- 

et 

.,  (p2-p)(p-2-?l)  ^2 


(21) 


'■IW^ 


p)iak  —  pi){a/c  —  pi) 


f'ictk) 


R/t  étant  le  rayon  de  la  sphère  coordonnée  (S^).  Quant  aux  coor- 
données Xi^  elles  s'expriment  en  fonction  des  coordonnées  curvi- 


(  '  )  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (  I"  Partie,  n"  115  ). 

(^)  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (I"  Partie,  n"  154).  Voir  aussi  plus  loin, 

"  164. 
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lignes  par  les  formules 


,,,)         ,__^(«.-.o)«..,-^P.)(a.-p.),         (,.=  ,,,,. ..,5). 

La  formule  (19),  en  même  temps  qu'elle  met  en  évidence  l'or- 
ihogonalité  du  système  de  coordonnées  curvilignes  ainsi  constitué, 
montre  aussi  que  chaque  cjclide  peut  être  découpée  en  carrés 
infiniment  petits  par  ses  lignes  de  courbure,  car  si  l'on  fait,  par 
exemple,  Og^const.,  on  obtient,  pour  l'élément  linéaire  de  la 
surface  de  paramètre  Oo.  l'expression 

d'où  résulte  immédiatement  la  propriété  annoncée.  Nous  avons 
déjà  exprimé  cette  propriété  en  disant  que  la  surface  est  isother- 
mique ('). 

123.  Proposons-nous,  d'une  manière  générale,  de  rechercher 
tous  les  systèmes  triples  orthogonaux,  nécessairement  plus  nom- 
breux que  les  systèmes  isothermes,  pour  lesquels  toute  surface 
de  chacune  des  trois  familles  peut  être  divisée  en  carrés  infini- 
ment petits  par  ses  lignes  de  courbure,  c'est-à-dire  est  isother- 
mique. Il  est  facile  de  trouver  quelle  doit  être,  dans  ce  cas,  la 
forme  de  l'élément  linéaire  de  l'espace.  Posons  toujours 


Sur  la  surface  de  paramètre  p^-,  l'élément  linéaire  aura  pour  ex- 
pression 

et,  pour  que  le  réseau  des  lignes  de  courbure  soit  isotherme,  il 
faudra  que  l'on  ait 

"  _  fl?l. 

"ïT"/i(pi)' 

mais,  P2  étant  constant  sur  la  surface,  les  fonctions  /  et /,  peu- 


(  '  )  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (  !!•  Partie,  n"  434  ). 
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vent  contenir  po,  et  l'on  doit  écrire 

H   ^   /(p,P2) 
Hi       /i(pi,p2)* 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  par  une  grande 
lettre  affectée  d'indice,  A,  par  exemple,  une  fonction  ne  conte- 
nant pas  la  variable  p/,  et  par  une  petite  lettre  affectée  d'indice, 
ai  par  exemple,  une  fonction  de  la  seule  variable  p/.  L'indice 
zéro  correspondant  à  la  variable  p  sera  supprimé.  L'équation  pré- 
cédente pourra  donc  s'écrire 

H_  _  A, 
Hi  ~  A  ' 

On  devra  avoir  de  même,  en  considérant  les  deux  autres  familles, 

li,  _  B2  ^h  -  Sl 

H2  ~  b/         n  ~  C2' 

La  multiplication  des  trois  équations  nous  donne 

CA1B2  _ 
AB1G2  ~  '• 

Il  est  facile  de  voir  que  la  solution  la  plus  générale  de  cette  équa- 
tion est  fournie  par  les  formules 

C       «-2  Al        a  B2       «1 

A        ai  Bi        «2  G2         a 

qui  donnent,  en  introduisant  les  fonctions  S,  Si,  So  de  même  dé- 
finition que  A,  A,,  .... 

S  =  Aa2=Gai,         Si  =  Ai  «2  =  «^^i,         S2=B2a  =  C2ai. 

On  déduit  de  là  les  relations 


H 

S, 

Hi 

S2 

H2 

S 

H,  ^ 

=   S' 

H2 

Si' 

H   " 

^  S2' 

et  l'on  pourra  adopter  les  expressions  suivantes 

(24)  ^=-W'        "'-IT'        ^'---W' 

où  M  désignera  une  fonction  quelconque  de  p,   pi,   pa-  Pour   la 
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commodité  des  calculs,  nous  prendrons 

(25)  H=:  j^e«.--«e,         H,=  l.n  +  «s         H,=  ±eR.-^R, 

R,  R,,  R2  étant  de  même  définition  que  S,  S,,  S2,  c'est-à-dire 
ne  contenant  chacune  que  les  deux  variables  d'indices  différents. 
On  obtiendra  les  expressions  données  plus  haut  relatives  aux 
systèmes  isothermes  en  faisant 


12i.  On  est  encore  conduit  à  recheixher  les  mêmes  systèmes 
orthogonaux  si  l'on  se  propose  une  question  très  intéressante 
dont  l'origine  remonte  à  la  plus  belle  découverte  de  Lamé. 

Si  l'on  applique  l'expression  (8)  de  AgV  au  système  de  coor- 
données elliptiques  pour  lequel  l'élément  linéaire  est  défini  par  la 
formule  (10),  on  reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 

(P2-P)(P2-?1)C^?2L^'^^^-^^P2J' 

et  de  là  il  résulte  qwe  l'on  aura  des  solutions  de  l'équation  de  la 
chaleur 

A.V  =  o, 

si  l'on  peut  satisfaire  aux  trois  relations 

I    /7(?)   I    [/ÂP)  ^]  =(Ap+B)V, 

f   //(?r);^[v/7(7I7;|]=(Ap,  +  B)V, 

où  A  et  R  sont  deux  fonctions  {[uelconques.   C'est  ce  qui  aura 
lieu  si  l'on  suppose  A  et  R  constantes,  et  si  l'on  prend 

(i8)  V  =  9(p)o,(p,)(fa(p2), 

les  fonctions  d'une  seule  variable  cp,  cp,,  ©2  étant  déterminées  par 


LIVRE    II.  —   CHAPITRE    III. 


les  équations  linéaires 

»^-^^>^  [/7(?7;^]=(Ap,+B)î,, 

Il  y  aura,  en  définitive,  pour  trouver  la  solution  particulière 
définie  par  la  formule  (28),  à  intégrer  l'unique  équation  linéaire 

(29)  v/yx7)J^(v/7(p)^')  =  (Ap-HB)«, 

où  A  et  B  sont  des  constantes  quelconques. 

On  sait  comment  l'emploi  des  solutions  particulières  (28)  a 
permis  à  Lamé  de  résoudre  le  beau  problème  de  la  distribution 
de  la  chaleur  à  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  et  comment  l'étude  de 
l'équation  linéaire  précédente,  faite  par  M.  Hermite,  a  été  l'ori- 
gine des  plus  importantes  découvertes  analytiques.  Il  était  donc 
naturel  de  se  proposer  la  recherche  de  tous  les  systèmes  orthogo- 
naux auxquels  on  pourra  appliquer  la  méthode  de  Lamé,  et  avec 
lesquels  on  pourra  trouver  une  infinité  de  solutions  de  l'équation 
de  la  chaleur,  en  prenant  pour  V  une  fonction  de  la  forme 

(30)  V  =  P/(p)/,(pi)/2(p2), 

où  P  désignera  une  fonction  tout  à  fait  déterminée  de  p,  p,,  jOa, 
mais  où  les  fonctions  /,  f\if'i  pourront  être  choisies  d'une  infi- 
nité de  manières  différentes  et  devront  satisfaire  à  des  équations  du 
second  ordre.  La  forme  précédente,  un  peu  phis  générale  que 
celle  (28)  de  Lamé,  la  comprend  comme  cas  particulier  et  s'y 
réduit  pour  P  =  i .  Voyons  comment  on  pourra  traiter  le  problème 
ainsi  posé. 

Si,  pour  abréger,  on  pose 

H,  H.,  HH,  HH, 

l'équation  de  la  chaleur  prendra  la  forme 

d  I    ()V\         d    1     dS  \         d     /     d\  \ 
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Si  l'on  y  substitue  la  valeur  (3o)  de  V,  elle  devient 

J{?)        \      àp  dp/  f(p)        dp  \    dp  / 

les  teimes  non  écrits  s'oblenanl  par  des  permutations  circulaires, 
elTectuées  sur  l'indice.  Les  fonctions  y*, /',,  y^  doivent  donc  satis- 
faire à  des  équations  linéaires.  Par  exemple  si,  dans  l'équation 
précédente,  on  donne  à  p,  et  à  p^  deux  valeurs  constantes  quel- 
conques, on  trouvera  pour/ une  équation  de  la  forme  suivante  : 

où  a,  b,  c  sont  des  fonctions  quelconques  de  p. 

Réciproquement,  si  l'on  veut  que  les  deux  solutions  d'une 
telle  équation  puissent  être  associées  aux  fonctions  fi  ^  f 2  pour 
donner  une  intégrale  de  l'équation  de  la  chaleur,  comme  cela 
a  lieu  dans  le  cas  des  surfaces  homofocales  du  second  degré,  il 
faudra  que  l'équation  (3i)  soit  identiquement  vérifiée  par  l'em- 
ploi de  trois  équations  de  la  forme  précédente,  l'une  pour  /,  la 
seconde  pour/", ,  la  troisième  pour/,-  Écrivons  ces  trois  équations 
sous  la  forme  suivante  : 

(  /"(?)+    ?(P)/'(P)    +    ^{?)f    =0, 

(32)  /i(pi)  +  ?.(pi)/;(?.)  +  ^i(Pi)/i  =  o, 

'/;(?2)-H?2(p2)/;(?2)-H4'2(?-i)/2=0, 

il  faudra  que,   si  l'on  en  tire  les  valeurs  des  dérivées  secondes 

/"{?)■>  fîipO'fïi?^)  pour  les  porter  dans  l'équation  (3 1),  celle-ci 

soit  vérifiée  au  moins  pour  deux  valeurs  différentes  des  rapports 

f     f     f, 
Y'    f'    f/  Comme  elle  est  linéaire  par  rapport  à  ces  rapports, 

il  faudra  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  chacun  de  ces  rapports 
ainsi  que  l'ensemble  des  termes  qui  ne  les  contiennent  pas.  On 
obtient  ainsi  les  conditions 

''"■Tp   -^^  ùp  =P-?(P)' 


(33) 


..I.P^=P.„.(P.), 

à  l    dP\         d    /     dP\         d    /     dP\ 
dp['d^)-^d^,[''^diJ^diA"'¥J 
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qui  devront  être  satisfaites  grâce  à  un  choix  convenable  des  fonc- 
tions cp,  cp,,  cpa  et  <|>,  tp,,  ^2-  Réciproquement,  toutes  les  fois 
qu'elles  seront  vérifiées,  on  pourra  affirmer  que  l'équation  de  la 
chaleur  admethuit  solutions  particulières,  linéairement  distinctes, 
de  la  forme  suivante 

p/(p)/i(p.)/2(pO 

où  y(p), /,  (p,  ),/2(p2)  désignent  respectivement  des  intégrales 
particulières  des  équations  linéaires  (Sa). 

Il  nous  reste  maintenant  à  examiner  les  conséquences  des  rela- 
tions (33). 

La  discussion  se  simplifie  beaucoup  si  l'on  remarque  que  les 
équations  (32)  sont  linéaires;  on  peut  donc,  en  remplaçant  res- 
pectivement p,  p,,  p2  par  des  fonctions  convenablement  choi- 
sies de  ces  paramètres,  les  ramener  à  une  forme  nouvelle  pour 
laquelle  seront  nulles  les  fonctions  <p,  cp,,  cpa.  Alors  les  trois  pre- 
mières équations  (33)  se  réduiront  aux  suivantes  : 

/•î/.  '^(«P-)       ^Kfl)       djoc.P^) 

et  donneront,  en  intégrant, 

aP2=S-2,         a,P2=SÎ,         72P2=S|, 

S/  ne  dépendant  pas  de  p^.  Si  l'on  se  rappelle  la  signification  de  a, 
a,,  ao,  cela  donne,  pour  H,  H, ,  Ho,  des  valeurs  de  la  forme  suivante 

^,-.  H      S,  S,  ss,  ss, 

identiques,  aux  notations  près,  à  celles  que  nous  avons  obtenues 
plus  haut. 

Ainsi,  l'on  est  encore  ramené  à  la  recherche  des  systèmes  triples 
pour  lesquels  H,  H,,  Ho  sont  donnés  par  les  formules  (25).  Pour 
ces  systèmes,  on  aura 

(36)  a.=  j^^^«S 

de  sorte  que  les  équations  (34)  nous  donneront 

âpi  \  M 
et,  par  conséquent,  le  rapport  —  sera  une  constante.  Un  pourra 
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prendre 


P  =  mK 


Si  l'on  substilue  cette  valeur  de  P  ainsi  que  les  valeurs  de  a,  a, 
ao  dans  la  dernière  équation  (33),  elle  deviendra 


(dm  •' 


<L  M    2 


Mais  nous  ne  ferons  pas  usage,  au  début  tout  au  moins,  de  cette 
condition  supplémentaire  pour  M. 

125.  Proposons-nous  donc  de  déterminer  tous  les  systèmes 
orthogonaux  pour  lesquels  les  valeurs  de  H,  H,,  H2  sont  données 
simplement  par  les  formules  déjà  écrites 


(37)  H  =  ^e«'-^        H,=  -e«-Rs        H,=  -.«^-«, 


Il  faudra  former  les  fonctions  ^//^,  exprimer  ensuite  que  ces 
fonctions  vérifient  les  systèmes  (B)  et  (B')  du  Chapitre  précé- 
dent. Calculons  d'abord  ces  fonctions  P/;^.  On  aura 


M         dp  y  t-i"  \       M        dpi 

Nous  avons,  pour  abréger,  désigné  par  ^oj  ^i  5  ^2  les  dérivées 
premières  de  M;  nous  adopterons  une  notation  analogue  pour  les 
dérivées  d'ordre  supérieur. 

Les  fonctions  ^,/ç  doivent  d'abord  satisfaire  aux  équations  (B) 
du  Chapitre  précédent 

-^-Pl0,i02,  —    _p,,Pio,  —-1^02^21. 

En  substituant  leurs  expressions  dans  ces  équations,   on  ob- 
D.  i5 
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tiendra  le  système 

ùK  dR        .„, 

opi  àp-i 

/,        N  /  '^Rl  <^Rl  ,1111 

(39)  (    3720  =•2-0^^—    +^2-^    +  MU  1, 


u  = 

40)  {u,= 

u,= 


dRî 

dpi 

■  abréger, 

d(R- 
dp, 

Rî)  d(R  — 
àpi 

Ri) 

dR 

àpr 

dR 

àpi' 

()(Ri- 

-R)  d{R^- 

-R2) 

c)Ri 

~  àp^ 

dRi 

à?. 

ôp 

ôp 

à(R-î— 

Ri)  0(R2- 

-R) 

àR, 

dR^ 

dp  (^pi  ctp     dpi 


Pour  que  les  équations  (Sg)  soient  compatibles,  il  faudra  que 
les  trois  valeurs  différentes  de 


^012 


dp  dpi  dp.2 

que  l'on  peut  en  déduire  par  la  différentiation  soient  égales.  Or, 
en  différentiant  la  première  équation  par  rapport  à  p  et  remplaçant 
-^"205  ^10  pai"  leurs  valeurs  déduites  des  deux  autres,  on  trouve 

r)Ri  dRi  dR   dR^  dRi  dR 

dp.2    dpi  dpi    dp  dp    dpi 

^^/dU       ,.    dR       -.   dR\ 

Les  valeurs  que  l'on  trouvera  en  opérant  de  même  avec  les  deux 
autres  équations  (89)  ne  différeront  évidemment  de  la  précédente 
que  par  le  coefficient  de  M.  On  doit  donc  avoir 

dV        ^,    dR        -.    dR 

^     dp  dpi  dp2 

l       =^Ui  +  U,fi^U^  =  ^-HU^+u/-^. 
\  ^pi  op-2  àp         dp2  dp  dpi 

Or  il  est  aisé  de  vérifier  les  identités 

dpi  dp2  dp2  dp  dp  dpi 
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Les  équations  (4i)  se  réduisent  donc  aux  suivantes  : 

dU  _  dVi  _  dVj 
dp  ~"  dpi  ~  (?p2 

Comme  un  calcul  direct  permet  de  constater  que  l'on  a  identi- 
quement 

()U       dU,       d\}i 

-r-  -t- h  3 =  O, 

dp         dpi         dpi 

on  voit  que  les  équations  (4i)  peuvent  être  remplacées  par  les 

suivantes  : 

_    ,  dV       dUi        dV, 

(42)  3-  =  3 —  = -^  =  o. 

dp         dpi         dpî 

Chacune  des  trois  fonctions  U/  ne  doit  donc  pas  dépendre  de  la 
variable  de  même  indice.  Par  suite,  en  désignant  par  K,  K,,  Kg 
trois  fonctions  de  deux  variables  telles  que  K/  ne  dépende  pas 
dep,-,  on  pourra  toujours  écrire 

d'-K         dR  dR 

~  à^^iOp-,        dpi  dp-i' 

et  de  même  pour  U(  et  U2.  Nous  mettons  une  dérivée  seconde 
pour  la  commodité  des  calculs  qui  vont  suivre. 
Nous  aurons  ainsi  le  svstème  suivant  : 


(43) 


qui  devra  être  vérifié  quand   on  choisira  pour  K,    K,,   Ko  des 
fonctions  convenables  des  variables  dont  elles  dépendent. 

Quant  aux  équations  auxquelles  doit  satisfaire  M,  elles  pren- 
dront la  forme 

cm  dR 

dpi  dpi 

I  ,  i\              I                   — 1             ---i        1.1/  -   •-!  à^i  àR, 

(44)  {^io=or,-^^Xo-:^-^M(-^-^^ ~d^-d^ 

d]U  dR^ 

dp    dpi 


dRi 

dR  \    /dRi 
~dfi)[  dp. 

dR\  _  d'-K 
dpi)   ~  dpidpi 

^dR 

\àp2  ~ 

dRi\/àK2 

dRi\         c)2Ki 
dp)        dpdp^' 

dRi 

dp    - 

àRA   /dR 

dp  )  [dpi' 

dR^\        d-^Kz 

dpi  )  ~  dp  dpi  ' 

Xii 

dR 

-¥Xi 

dR 

-t- 

M 

/    d-^K 
[dpidp. 

3^20 

dRi 

+  3^0 

dRi 

dp. 

-i- 

U 

/  à-  Kl 

[dpûp. 

Xo\ 

dRi 

-+-Xi 

dR. 

d? 

-+- 

M 

[dp  Opi 
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et  elles  deviendront  compatibles,  c'est-à-dire  elles  admettront  une 
solution  dépendant  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable, 
si  le  système  (43)  est  vérifié. 

126.  Nous  allons  d'abord  chercher  la  forme  des  fonctions  R, 
R,,  Rai  K,  K),  K2  qui  peuvent  satisfaire  aux  équations  (43).  Ces 
équations,  différentiées  respectivement  par  rapport  à  p,  p,,  p2, 
nous  donneront  les  suivantes  : 

^"'   ^     \"^        dp  )dpidpi~  \dpi        dpi)dpdpi~  [àp^        dp^  )  op  dpi' 
Supposons  d'abord  que  l'un  des  binômes 

^_^       aR2_^       ^_^ 

'  dp  dp  '      dpi         dpi  '      dp.2        dp2 

soit  nul  et  que  l'on  ait,  par  exemple, 

àRi       dR. 

^47)  -â^--^  =  «' 

ce  qui  donne,  en  difFérentiant, 

d^Rj   _  d^Ra   _ 

dp  dp2  '  dp  dpi 

Alors  les  équations  (4^)  seront  vérifiées.  Nous  avons  ainsi  une 
première  solution  du  problème  proposé.  On  déduit  facilement  des 
trois  équations  précédentes  que  l'on  a 

(48)  Ri  =«4- «2,         R2=a-f-ai, 

ai  ne  dépendant  que  de  la  variable  p/.  Quant  à  R,  comme  il  ne 
doit  satisfaire  à  aucune  condition,  ce  sera  une  fonction  quelconque 
de  p<,  pa.  Mais  on  peut  simplifier  cette  première  solution. 

Remarquons  en  effet  que,  si,  dans  les  expressions  (87)  de  H, 
H),  H2,  on  remplace  R,  Ri,  R2  respectivement  par 

R'+ai-f-a2,     Ri-t-a-|-a2,     Rj  +  a-f-ai, 

OLi  ne  dépendant  que  de  p/,  R',  R',,  R!,  seront  des  fonctions  de 
même  définition  respectivement  que  R,  R, ,  R2.  Remplaçons 
maintenant  M  par  M' e^'^'^^'^^--',   les  nouvelles   expressions  de  H, 
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Hj,  Ho  seront 

M  'M  M 

et  ne  difTéreront  des  anciennes  que  par  la  présence  des  facteurs 
e^',  e'^i,  e'^i.  Mais  on  pourra  faire  disparaître  ces  facteurs  en  substi- 
tuant aux  coordonnées  curvilignes  o,  a,,  po  de  nouvelles  coordon- 


>   Pu  ?2 


nées  p',  p', ,  P2,  définies  par  les  quadratures 

p'=z      e^dp,        p'j  =  /  e«ic?pi,         p2=/e^ac?p2. 

On  voit  donc  que,  sans  diminuer  la  généralité  du  système 
cherché,  on  peut  remplacer  les  fonctions  R,  R,,  R2  parles  sui- 
vantes : 

R-+-a,+  a2j     Ri+a-t-a2,      Rj-i-a-l-ai, 

où  a,  y.^,  (x.2  désignent  trois  fonctions  quelconques  qui  dépendent 
chacune  de  la  variable  de  même  indice. 

Appliquons  cette  remarque  générale  à  notre  première  solution, 
définie  par  les  formules  (48).  Nous  voyons  que  les  fonctions  Rj, 
R2  pourront  être  ramenées  à  zéro  pourvu  que  l'on  prenne 

a -f- a  =  o,         txi-h  ai  =  o,         ot-j-h  a2=  o. 

Ainsi  cette  solution  est  caractérisée  par  les  deux  relations 

(49)  Ri  =  o,       R2=o. 

127.  Supposons  maintenant  qu'aucun  des  binômes  (46)  ne  soit 
nul,  mais  que  l'une  des  dérivées  secondes 

d^R         d^Rj        d'-Rj 

dpi()p2'        t^p(^p2'        (^pt^Pl 

le  soit.  Alors,  d'après  les  équations  (45)  et  l'hypothèse  précé- 
dente, ces  trois  dérivées  seront  nulles  en  même  temps,  ce  qui  don- 
nera 

R  =  ai-h  bi,         Ri  =  a^-h  b,         Ri=  a-h  bi, 

ai,  bi  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable  p,-.  En  introdui- 
sant comme  précédemment  des  fonctions  a,  a,,  0L2,  on  pourra  ra- 
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mener  les  valeurs  précédentes  à  la  forme  plus  élégante 
(5i)  R  =  ai  —  «2,         R[  =  <72 — a,         Rj  =  a  —  «i  ; 

mais,  pour  qu'aucun  des  binômes  (46)  ne  soit  nul,  il  sera  néces- 
saire qu'aucune  des  fonctions  aine  se  réduise  à  une  constante. 
Tel  est  le  type  de  notre  deuxième  solution. 

128.  En  dehors  de  ces  deux  premières  solutions,  il  n'en  existe 
aucune  pour  laquelle  l'un  des  binômes  {^&)  ou  l'une  des  dérivées 
secondes  (5o)  soit  nulle.  Par  suite,  la  comparaison  des  équations 
(43)  et  (45)  nous  conduira,  pour  toutes  les  autres  solutions  cher- 
chées, aux  relations  suivantes  : 


d^K 

d^K, 

ô^Ko 

àpi  dp,_ 

r)?  dp^ 

_   <Jp^p. 

d^R 

ô-^Ki 

£)2R, 

à?x  àpi 

dpdpi 

dp  àp^ 

La  valeur  commune  de  ces  trois  rapports,  le  premier  ne  dépen- 
dant pas  de  p,  le  deuxième  de  p,  et  le  troisième  de  pa,  ne  peut  être 
qu'une  constante  A,  différente  de  zéro.  Il  suit  de  là  que  les  équa- 
tions (43)  se  changeront  dans  les  suivantes  : 

/rjR  d\\.A    /d\\         (JRi\   _  c)2R 

\(Jpi         dpi  /    \dp2         dp«  )  ~      dp^ôp-y' 


(52) 


()Ri  _  (m\  /^  _  d\\,\  _    d2R, 

dpi        dp^J    \dp  dp  /  ~~      dp  dp^' 

^_^V— —  — ^  _/i!Jk 

dp  dp  J  \  dpi        dpi  j    ~      dp  dpi  ' 


où  ne  figurent  plus  les  fonctions  K,  K, ,  Ko.  Nous  allons  voir  qu'on 
peut  aisément  les  intégrer. 

Prenons,   par  exemple,  la  première  et  effectuons-y   la   substi- 
tution 

R  =  R1  +  R2— AlogO, 
elle  deviendra 

On  aura  donc 


()2  6     _ 

dpi  dp2 


R  =  Ri  +  R2—  /t  log(Si  +  S2), 
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S),  So  étant  des  fonctions  de  même  définition  que  Il|,  R2,  c'est- 
à-dire  ne  contenant  pas  respectivement  p,  et  Oo. 

Gomme  R  ne  doit  pas  dépendre  de  p,  on  pourra,  dans  la  formule 
précédente,  donner  à  p  une  valeur  constante  qui  transformera  R,, 
S,  en  des  fonctions  de  Oj,  R2,  So  en  des  fonctions  de  p(.  On  a 
donc  pour  l'expression  générale  de  R 

(33)  Fl  =  ai-Ha2 — /<  Iog(rti  —  a-i), 

oLi,  ai  dépendant  seulement  de  p^.  Aucune  des  fonctions  a,  «,,  «2 
ne  peut  se  réduire  à  une  constante;  car,  sans  cela,  deux  des  trois 
dérivées  secondes  (5o)  seraient  nulles,  contrairement  à  l'hypo- 
thèse qui  caractérise  cette  troisième  solution. 

Gela  posé,  prenons  la  première  des  équations  (Sa)  et  rempla- 
çons-y R  par  la  valeur  précédente.  Elle  pourra  se  mettre  sous  la 

forme 

ha\  ha'., 

Les  deux  membres  de  l'équation  précédente  sont  indépendants, 
l'un  de  po,  l'autre  de  p) .  Ils  sont  donc  égaux  à  une  même  fonction 
de  p,  que  nous  désignerons  par  a.  On  aura  donc 

/ta'. 


c)R2         ,           ha\ 
àpi          '        a  —  «1  ' 

dR, 

ce  qui  donnera  en  intégrant 

(54)                              jR,=  a,  +  a- 

-h]og(i 
-h\os{c 

«1), 

a), 

7.  el  ^  désignant  des  fonctions  de  p. 

Substituons  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de  R,  dans  la  seconde 
équation  (Sa);  si  l'on  se  rappelle  qu'aucune  des  fonctions  «/ ne 
peut  se  réduire  à  une  constante,  il  viendra 


On  peut  supposer,  sans  restreindre  la  généralité, 

«  =  ?; 


232  LIVRE    II.   —    CHAPITRE    III. 

car  on  peut,  sans  changer  la  valeur  (53)  de  R,  remplacer  a,,  a^ 
par  a,  +  h' ,  0.2 —  h',  h'  désignant  une  constante  quelconque.  On 
obtient  donc,  pour  la  forme  définitive  de  la  troisième  solution, 
les  expressions  suivantes 

I    R  =  cti-h  et.,— h\og(ai  — a^), 
(55)  I   R,=  a  -(-a,  —  A  Iog(fl2  ~  «)> 

(  R2=a  -h  «1  —  h\og{a  — «i) 
de  R,  R,,  Ro. 

129.  En  résumé,  nous  avons  les  trois  types  de  solutions  carac- 
térisés respectivement  par  les  formules  (49)^  (5i)  et  (55).  Nous 
allons  les  examiner  successivement.  Mais  auparavant  indiquons 
d'une  manière  précise  le  point  où  nous  sommes  parvenus. 

La  fonction  M  devra  satisfaire  aux  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  (44)j  qui  seront  compatibles;  mais  il  nous  reste  à 
exprimer  que  les  fonctions  ^ik  satisfont  encore  au  système  (B')  du 
Chapitre  précédent 


àpr 

-+- 

àp2 

àp. 

-t- 

dp 

Op 

-+- 

àpt 

(56)  {   _il£^  +  _r^  +  p,„p,,=  0, 

?2oP2i  =  o; 

ce  qui  va  nous  donner  trois  nouvelles  équations  aux  dérivées  par- 
tielles pour  M.  Or,  ces  équations  ne  contiennent,  outre  les  dé- 
rivées premières,  que  les  dérivées  secondes  .^oo,  ^n?  ^22  de  M, 
et  il  est  aisé  de  les  résoudre  par  rapport  à  ces  dérivées.  Si  on  les 
ajoute,  par  exemple,  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  —  H,  H,  et  Ho,  on  aura 


I         2R   r_îii^    -4-  ^    -4-    -^Z*^   -+-   ^ 

l  ^'    L        M  M2  "^    M    V  àp  dp 

(^7)      \  ^^      [\M         âpj   ^    àpl 

Xi       dR^y      (^2Ri 

dpj   -^^ 


""•[(S 


dRi  dR,       a^R, 

dp    'dp    ^  Tp^ 

^^R2"| 

^  dp-\ 

d'-R       dR^/dR 
-  dp\  +  dp,  \dp, 

àR,\ 

àps)_ 

d^R  ^  dR^  fdR 

^?l              ^P2    \<^P2 

dRyV 
'df,)_ 

Les  équations  que  l'on  obtiendrait  en  permutant  les   indices 
donneraient  de  même  les  dérivées  secondes  .r, ,  et  X22- 
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Ces  nouvelles  équations  ne  sont  pas  nécessairement  compatibles 
avec  les  équations  (44)-  Cherchons  d'abord  quel  est  le  degré  de 
généralité  de  la  solution  commune  qu'elles  doivent  avoir. 

S'il  existe  un  système  orthogonal  répondant  à  la  question,  ses 
transformés  par  inversion  donneront  aussi  des  solutions  pour 
lesquelles  les  rapports  mutuels  de  H,  H,,  H2  seront  les  mêmes; 
Mais  M  sera  remplacée  (n°  98)  par 

/cM[ix  -  ay+  (y  -  by-i-  (z  -  c)^], 

X,  y,  z  étant  les  coordonnées  rectilignes  et  a,  6,  c,  k  quatre  con- 
stantes arbitraires.  Il  faut  donc  que  la  solution  commune  des  six 
équations  (44);  (Sy)  contienne  au  moins  quatre  constantes,  c'est- 
à-dire  que  l'on  puisse  prendre  arbitrairement,  pour  un  système 
donné  de  valeurs  de  p,  p,,  pa,  la  fonction  M  et  ses  trois  dérivées 
premières.  Or,  comme  ces  équations  font  connaître  toutes  les 
dérivées  secondes  de  M,  on  reconnaît  immédiatement  qu'elles  ne 
peuvent  admettre  une  solution  plus  générale.  Pour  exprimer 
qu'elles  sont  compatibles,  on  les  différenliera,  ce  qui  permettra 
d'obtenir  deux  ou  trois  expressions  différentes  pour  les  dérivées 
troisièmes  de  M  relatives  à  deux  au  moins  des  variables  p,  p),  o^', 
ces  expressions  d'une  même  dérivée,  qu'on  pourra  ramener  à  ne 
contenir  que  les  dérivées  premières  .Tq,  x» ,  ^2>  devront  être  égales 
pour  toutes  les  valeurs  de  ces  dérivées,  c'est-à-dire  qu'elles  devront 
être  les  mêmes,  terme  pour  terme. 

On  a  déjà  exprimé,  en  étudiant  le  système  (44))  qwe  les  trois 
valeurs  obtenues  pour.ro)  2  par  la  différentiation  de  ces  équations 
sont  égales;  il  resterait  à  exprimer  que,  si  l'on  calcule  de  deux 
manières  différentes  une  dérivée  telle  que  .^ooi,  soit  en  différen- 
tiant  par  rapport  à  p  la  troisième  équation  (44)?  soit  en  différen- 
tiant  par  rapport  à  p,  l'équation  (07),  les  deux  expressions 
obtenues  sont  égales  terme  à  terme.  Cela  fait,  les  six  équations 
auraient  une  solution  commune  avec  quatre  constantes  arbitraires 
et  formeraient  un  système  complet. 

130.  Le  calcul  indiqué  n'est  pas  impraticable  ;  mais  on  peut 
l'abréger  beaucoup  et  le  faire  sous  une  autre  forme  en  remarquant 
que  les  six  équations  (B),  (B')  offrent  des  combinaisons  inté- 
grables. 
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Considérons,  en  efifet,  les  deux  équations 

du  groupe  (B'),   et   multiplions-Jes  respeclivement  par   [j,ot/pi, 
[^2o<^P2«  En  vertu  des  équations  (B),  elles  pourront  s'écrire 

En  les  ajoutant  et  supposant  constante  la  variable  p,  on 
trouve 

(58)  d'O^^  -.  ?..  î|-'  rf„  +  ?,. ^'I^  </?.  =  o. 

Or  on  a,  dans  tous  les  cas,  en  vertu  des  équations  (B), 

et,  par  conséquent,  si  l'on  regarde  toujours  p  comme  une  con- 
stante, la  différentielle 

peut  être  exactement  intégrée. 

Dans  le  cas  particulier  que  nous  avons  à  traiter,  ce  point  peut 
être  vérifié  comme  il  suit.  On  a,  en  se  servant  des  expressions  (38) 
des  fonctions  ^ih^ 

On  trouve,  d'autre  part,  en  tenant  compte  de  la  troisième  équa- 
tion (44), 
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ce  qui  permet  d'écrire 

-      (J3oi  d     dRi  /.Tn         d]U^ 


"*    dp  àpi    dp    \M         dp 


— — r— (Kî— LogM) v~-  \  u :r- 

dp^dpi^  "     ^      2  ()pi  \M        dp 


En  intégrant,  on  trouve 


,A- 


^p   '' 

dp    [m           dp   j 

-.^(K.-LogM)-i(îf- 

dKi 

'         <)p2           dp     dp 

L,  désignant  une  fonction  qui  ne  dépend  pas  de  pi;  quant  aux 
deux  termes  qui  suivent  et  qui  ne  dépendent  pas  non  plus  de  p,, 
ils  sont  ajoutés  pour  la  symétrie  des  calculs.  On   trouverait  de 


/f 


d%.        _dR.2(x^       dK, 
'   dp    ""P^-  "^VM  "7  dp 


_  dJ^Kj,        d^i  dKj 

dp'^  dp     dp 

La  ne  contenant  pas  pa.  Les  deux  fonctions  L,,  Lo  doivent  être 
telles  que  ces  intégrales  soient  égales,  ce  qui  donne,  en  retran- 
chant, 

(   9)        ^i        '"-~\dp  dp  )\dp    '^   dp         -x    dp         -1    dp  /' 

Il  est  facile  de  vérifier  que  la  dérivée  seconde  du  second  membre, 
prise  par  rapport  à  pi,  pa,  est  nulle  comme  celle  du  premier.  Le 
second  membre  est  donc  de  la  forme  A, — Aa,  A,-  ne  contenant 
pas  pr,  et,  comme  l'équation  pourra  s'écrire 

Li—  Ai=  L2—  A2, 
la  valeur  commune  des  deux  membres  ne  pourra  dépendre  que 
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de  p  ;  on  aura  donc 

jI.  =  A,^/(p), 
I  L,=  A2+/(p), 

ce  qui  détermine  L,,  L2  à  une  fonction  près  de  p. 

En  intégrant  la  formule  (58),  on  obtiendra  la  relation 

et,  en  substituant  la  valeur  de  l'intégrale  que  nous  venons  de  cal- 
culer, on  trouvera 


t2^ 
M 


*00 

M2 

"M"  \di 

d?  1 

-t)- 

dp  2 

d^Kï 

+  5 

tLi-i- 

(t) 

, 

—  e' 

-(S- 

.g2R 

■(ï 

dRi 

(^p2 

1 


=  o, 


ce  qui  donnera  une  nouvelle  équation  aux  dérivées  partielles  à 
laquelle  devra  satisfaire  la  fonction  M.  Si  l'on  compare  cette  équa- 
tion à  la  première  (5^)  qui  donne  aussi  ^oo?  on  trouve  qu'en  éli- 
minant cette  dérivée  on  fait  disparaître  toutes  les  autres,  et  il 
reste  l'équation  de  condition 


d^Ka  ,  dR,  /aKi        dKî 

2—— 2L1  —  2 


(6.) 


dp2  dp    \  dp  di^ 

/dR2\2         dR,  dR,        d2R,        d-^Rj"] 


\  dp  /  dp     dp  dp2  dp 

■^  'Ldp-j      dp^  "^  dp,  Vdp,     dpJJ 

'"'[àpl  c^p'i    ^^P2   Wp,  dpJJ-^- 

Cette  formule,  où  L,  est  défini  par  les  équations  (09),  (60), 
constitue  une  condition  nouvelle  à  laquelle  doivent  satisfaire  les 
fonctions  R,  R,,  R2.  En  permutant  les  indices  dans  les  for- 
mules (59),  (60),  (61),  on  aurait  deux  autres  conditions  de  même 
nature  entre  les  mêmes  fonctions. 
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131.  Maintenant,  toute  difficulté  relative  à  la  fonction  M  a  dis- 
paru. Nous  avons  à  reprendre  nos  trois  tjpes  de  solutions,  à 
exprimer  que  les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  R,  R,,  Ra 
vérifient  l'équation  (6i)  et  les  deux  équations  semblables.  Si  elles 
peuvent  satisfaire  à  cette  nouvelle  et  triple  condition,  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  intégrer  les  six  équations  simultanées  du  second 
ordre,  formant  un  système  complet,  auxquelles  doit  satisfaire  la 
fonction  M. 

Appliquons  cette  méthode  à  nos  trois  types  de  solutions  (^g)-, 
(5i)  et  (55).  Pour  le  premier,  on  a 

Ri=R,  =  0,        Ki==K2=o. 

Les  valeurs  de  H,  H,,  Hg  sont  les  suivantes 

(6.)  H=jl,         H,=  ^,         H,=  ^^^. 

L'élément  linéaire  du  système  triple  orthogonal  correspondant 
est  donné  par  la  formule 

(63)  ds^-=~[dp^-+-e^^\dpl  +  dpl)]. 

La  forme  même  de  cette  expression  montre  immédiatement  que 
les  surfaces  de  paramètre  p  sont  des  sphères  ou  des  plans;  car  on 
peut  changer  les  variables  p,,  po  en  d'autres  o\,  p'^  qui  dépendent 
seulement  de  p,,  po  et  obtenir,  d'une  inanité  de  manières,  la  re- 
lation 

dp] -h  dpi  =  X 2 ( c/p',2  +  dp'^  ) . 

Par  conséquent,  les  surfaces  de  paramètre  p  ont  une  infinité  de 
systèmes  de  lignes  de  courbure  et  ne  peuvent  être,  par  suite,  que 
des  sphères  ou  des  plans.  On  voit  même  que  les  autres  surfaces  les 
coupent  suivant  des  lignes  formant  un  système  isotherme  ou  iso- 
métrique. 

Ici  l'équation  (Sg)  devient 


et  donne 

Li=/(P). 
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La  condition  (6i)  se  réduit  à  la  suivante 
et  comme  R  ne  contient  pas  p,  il  faut  que/(p)  soit  une  constante, 

ri 

ce  qui  donne,  en  désignant  cette  constante  par , 

(64)  C.^K^_.^_...0. 

Cette  équation  nous  apprend  (')  que  les  surfaces  dont  l'élément 
linéaire  est  donné  par  la  formule 

6?S2=:   e2R(f/p2_^_  ^^p  2  ^ 

ont  leur  courbure  constante  et  égale  à  C. 

Supposons  d'abord  C  =  o.  Alors,  en  remplaçant  p,,  pa  par  de 
nouvelles  variables  p', ,  p.,  et,  sans  changer  p,  on  pourra  toujours 
ramener 

à  la  forme 

nous  aurons,  par  suite,  pour  le  système  orthogonal  formé  avec  les 
variables  p,  p', ,  p'^  un  élément  linéaire  dont  l'expression  sera 

(  65  )  C?S2  =    -i-  (  ^p2  _|_  dp'i  _,_  ^p'^2  )_ 

Or,  nous  avons  vu  (n"  96)  que  cette  forme  de  l'élément  li- 
néaire ne  peut  convenir  qu'au  système  formé  de  trois  familles  de 
plans  rectangulaires  et  à  ses  transformés  par  inversion.  Si  l'on 
tient  compte  de  la  substitution  opérée  sur  p,,  po,  on  voit  que  ce 
premier  cas  nous  donne  les  systèmes  triples  orthogonaux  formés 
dhine  famille  de  plans  parallèles,  de  deux  familles  de  cy- 
lindres isothermes,  et  les  systèmes  qui  en  sont  les  transformés  par 
inversion. 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (II"  Partie,  n°  499,  p.  371). 
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132.  Traitons  maintenant  le  cas  où  la  constante  G  est  positive 
et  égale  à  — ;•  Alors  on  pourra  ramener 

e'-^^idp\-h  dpi) 
à  la  forme 

a'^idd^-hsini^df-) 

par  lin  simple  changement  des  seules  variables  p,  etpo,  ce  qui 
donnera,  pour  l'élément  linéaire  du  système  triple  cherché,  l'ex- 
pression suivante 

ds'^=  -^i  dp^  -I-  «2  c?:j2  -f-  «2  çin*!  0  d'f-  ), 

ou,  en  remplaçant  p  par  «logp  et  Mp  par  aN, 

(6G)  ds'^=  ^(Jp2-t-p2f^02-+-  p2sin2erfcp2). 

On  reconnaît,  dans  la  parenthèse,  la  forme  de  l'élément  li- 
néaire qui  convient  aux  coordonnées  polaires.  Si  l'on  tient 
compte  de  la  substitution  etfectuée  sur  les  variables  p,,  ps,  on 
voit  que  notre  seconde  hypothèse  nous  conduit  aux  systèmes 
formés  d'une  famille  de  sphères  concentriques,  de  deux  fa- 
milles de  cônes  isothermes  et  à  leurs  transformés  par  inversion. 

133.  Enfin,  supposons  la  constante  G  négative  et  égale  à ^• 

On  pourra  alors  ramener 

ei^{dp\  +  dp\) 
à  la  forme 

^d.r'^--\-  dy'^ 


en  remplaçant  p  par  «w  et  M  par— ^>  on  aura,  pour  le  système 
orthogonal, 

(  67  )  ^^*  ^  =  ^  iy''  ^^-^^  +  ^'-^^  +  ^<r  ^  )  • 

Cette  forme  convient  au  système  de  coordonnées  semi-polaires 
constitué  avec  une  famille  de  plans  parallèles  (de  paramètre  x)^ 
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avec  une  famille  de  cylindres  de  révolution  (de  paramètre jk)  et 
une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  (de  paramètre  to), 
ainsi  qu'à  ses  transformés  par  inversion.  En  tenant  compte  du 
changement  des  variables  p,,  Oo,  on  voit  que  nous  obtenons  ici 
tous  les  systèmes  triples  formés  d'une  famille  de  plans  passant 
par  une  droite,  de  deux  familles  de  surfaces  de  révolution 
ayant  cette  droite  pour  axe  et  dont  les  méridiens  forment 
dans  le  plan  un  système  à  la  fois  orthogonal  et  isotherme, 
ainsi  que  leurs  transformés  par  inversion. 

134.  Tels  sont  les  résultats  auxquels  nous  conduit  l'étude  de 
notre  première  solution.  Envisageons  maintenant  la  seconde, 
pour  laquelle  on  a 

R  =  cfi — «2}         Ri  =  «2 — «5         R,  =  a  —  ai. 
On  peut  prendre  ici 

K  =  —  4^i<^25         Kl  =  —  ^acii,         K2  =  —  4^^i) 
et  l'on  a 

L,—  1.,  =  —  %a'^-{ai-+-a^), 

a'  désignant  la  dérivée  de  a,  ce  qui  permet  de  prendre 

Li  =: —  8a'2a2  +  /(p)- 
L'équation  (6i)  à  vérifier  devient  donc 

\f^  (p)  désignant  une  nouvelle  fonction  de  p  provenant  de  la  réu- 
nion à  — /(p)  de  tous  les  termes  qui  ne  dépendent  que  de  p. 
Si  l'on  prend  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  p,,  po,  on  trouve 

«;  e-2a  e4«.  -j—  e-2«.  (  a\  -t-  a'^  )  +  «i  e^^  e-^^.  -j—  e^"^  ( al  —  a'/  )  ^  ^ 
api  "p2 

Comme  la  fonction  a  ne  peut  être  constante,  cette  équation  ne 
sera  vérifiée  que  si  les  coefficients  de  e-",  e"^»  gQ^t  nuls,  ce  qui 
donne 
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G  el  C  élanl  des  constantes.  L'équation  (68)  devient  donc 

—  {a"-i-a'-)ai  — («"—  a''^)ai-\- fi(ç>)-+-  Ce^"^--'^ —  G'e^a-ia,  =  q. 

Prenant  les  deux  dérivées  du  premier  membre  par  rapport  à  Ot 
et  à  p25  nous  trouvons 

a"-+-  a'2=  4(;'e2a-4a,^ 
a"— «'2=  4Ce*«i-2«. 

Comme  aucune  des  fonctions  «,  «,,  a-j  ne  peut  se  réduire  à  une 
constante,  il  est  évidemment  impossible  de  satisfaire  à  ces  condi- 
tions :  donc  le  second  type  de  solution  doit  être  rejeté. 


16 
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KECHERCHE     d'uN      SYSTÈME     PARTICULIER     (sUITe). 
EXAMEN   DU    TROISIEME   TYPE   DE    SOLUTION. 

Le  Lroisième  type  de  solution  du  problème  que  l'on  a  commencé  à  étudier  dans 
le  Chapitre  précédent  correspond  aux  valeurs  suivantes 

H 

"2 

M  y/ a, 

de  H,  H,,  Hj.  Dans  ces  formules,  M  désigne  une  fonction  quelconque,  h  une 
constante,  a,  une  fonction  de  la  seule  variable  p,.  En  écrivant  que  les  équations 
de  condition  données  au  Chapitre  précédent  sont  vérifiées,  on  obtient  les  solu- 
tions suivantes.  —  Pour  la  première,  on  a  h  = ;  a(p),  «,(?),  a^ip)  sont 

des  polynômes  identiques  du  5'  degré  ;  ces  hypothèses  correspondent  au  sys- 
tème formé  par  les  cyclides  homofocales  et  à  ses  variétés.  —  La  seconde  solution 

cori'cspond  à  l'hypothèse  h  =  -;  a(p),  «i(p),  «2(p)  sont  des  polynômes  iden- 
tiques du  3"  degré.  —  La  troisième  solution  correspond  à  la  valeur  A  =  i  ;  a(p), 
<^i(p)>  «2(p)  sont  des  polynômes  du  second  degré  qui  doivent  satisfaire  à 
lidentité 

«(P)+«1(P)  +  «2(P)=0. 

La  quatrième  solution  correspond  à  la  valeur  /i  =  2  ;  les  fonctions  a,  a,,  a.^  se 
réduisent  alors  à  des  constantes  dont  la  somme  est  nulle.  —  Remarques  générales 
sur  la  manière  dont  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  M  correspondant  à 
chaque  solution.  —  Étude  détaillée  du  cas  pour  lequel  on  a  h  =  1.  —  Le  sys- 
tème corresppndant  est  exclusivement  formé  de  cyclides  de  Dupin.  —  On  dé- 
montre qu'il  est  identique  à  ceux  qui  ont  été  étudiés  au  Livre  I",  Ch.  IIL  — 

Pour  l'étude  des  systèmes  qui  correspondent  aux  valeurs  h  —  1,  h=  -  et  qui 

n'apparaîtront  pas,  d'ailleurs,  dans  le  Chapitre  suivant,  il  est  renvoyé  à  un 
Mémoire  de  l'auteur. 


135.  Il  nous  reste  maintenant  à  étudier  la  troisième  solution, 
celle  qui  est  donnée  par  les  formules  (55)  du  Chapitre  précédent. 
Gomme,  dans  ces  formules,  a,  «i,  «2?  q^ii  ne  dépendent  respecti- 
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vement  que  de  p,  p^,  p^?  ne  se  réduisent  jamais  à  des  constantes, 
nous  prendrons  a,  a,,  «2  pour  les  valeurs  même  de  ces  para- 
mètres, ce  qui  nous  permettra  d'écrire,  en  changeant  les  nota- 
tions, 

iR  = log«i lof^aj  —  h  lo'^ipi  —  P2  ), 
,    R,  = loga loga.,  — M()g(p2 — p), 

R,  = logrt, loga  —h  log(p  —  p,). 

En  modifiant  un  peu  la  fonction  M  et  la  remplaçant  par 

il  en  résultera,  pour  H,  H,,  H^,  les  expressions  suivantes  : 

jl    _    (pi  —  ?)-''(  p  —  P2)-'' 

(3)  {H.= 

Al  y/rt. 

que  nous  adopterons  désormais.  11  importe  de  remarquer  que  ces 
expressions  ne  sont  pas  typiques  et  qu'elles  subsisteraient,  moyen- 
nant des  modifications  convenables  de  M,  a,  a,,  a-,.,  si  l'on  effec- 
tuait sur  p,  p,,  P2  une  même  substitution  linéaire  à  coefficients 
constants.  Nous  ferons  plus  loin  usage  de  cette  remarque. 

Si  nous  tenons  compte  de  la  modification  (2)  que  nous  avons 
fait  subir  à  M,  les  équations  (44)  du  n"  12o,  auxquelles  devait  sa- 
tisfaire celte  fonction,  se  changeront  dans  les  suivantes  : 


I\l  s/ a 

(P-. 

—  ? 

i)-''ioi 

-?) 

// 

IM  \/a\ 

(?- 

-?■= 

A-l'ip.- 

-?.) 

-  // 

(P- 

-?i)^oi 

=  h{xo- 

-^i), 

(?i- 

-P2)-Z'12 

=  h{Xi- 

-X,), 

(?2- 

-  p  )  Xio 

=  h(ori- 

-^«). 

(4) 


Quant  à  la  relation  (61)  du  n"  130,  si  l'on  remarque  que  l'on 
peut  prendre  ici 

(5)  K,  =  AR,-, 
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on  trouvera  qu'elle  devieiU 


(fi) 


a(p)       [p.  9.A3_3/,2  a'       j,_,    /_i i_\ 

(P2-Pi)^n^'°^       (Pi-P)(p-P2)        ^«-  ^Pi-P        P-P2; 


h  — h"'  h  —  h-^ 


(Pi-p)2        (p-p 

'^i(pi)  r   ^"^'1      p  —  p2  h        i^  —  ^'"  h.'^ 

(P  — P2)'''L         2^   (P2  -  PlKpl  —  p)  ~  (P2  —  pl)'  ^  (?1  -  P)2  ~~  (pi  -  P)(P2  -  Pi). 


P,_P>2a[        2a2(p.2-> 


(7) 


(p,_p>2A|_  2a2    (p.2-plA,p  — P2.)  (p2  — pl)2  (p  — P2J''-  (p2  —  Pl)(p  —  P2) J 

On  a  réuni  dans  F(p)  à  la  fonction  arbitraire  2/(0)  de  l'équa- 
tion (60)  du  Chapitre  précédent  tous  les  termes  qui  ne  dépendent 
que  de  p.  On  obtiendrait  deux  équations  semblables  à  la  précé- 
dente en  permutant  les  indices. 

Voyons  comment  on  pourra  satisfaire  à  cette-équation.  Rempla- 
çons-y  d'abord  p,  et  pj  par  les  expressions 

pi  =  p  +  af<,  P2  =  p  +  M, 

et  multiplions  tous  les  termes  par  11-^+^.  Il  viendra 

«('?)       Tt^/    X    ^       ■2^3—3/(2                            au/\         \        ^.        ,,    /  I  X] 
' — —    F  (  p  )  îf  2  _^ (  9.  A2  —  h  ) •  (  -  H-  1     -I-  (  A  —  A2  )    i-f-  — 

a,(pi)r      Aa'i  f<  A  li  —  Ii^  h^       I 

(^ij2/t[^      .•2ai    a(  i — a)        (i  —  a)-  a-  a(i — aj  | 

h  h"-         1 


a.2(  p.>)  r         ha'^ 


/i  -  h'- 


(,!-«/ 


Si  maintenant  nous  faisons  w  =  o,  p,  et  po  deviendront  égaux 
à  p,  quel  que  soit  a,  et  l'équation  précédente  deviendra 


a{o)     r.>.A3— 3A2 


]         ,      «i(p 


-(A-A2)(,-.l)] 


I  ai(p)   TA  — /f2  /;2  A       -j 

^^^  j        "^  (—1)2/'  [      02  a(i  — a)  ~"  (i  — a)2j 

l  a^/'    L  (1  — a/2         i-aj 

Cette  nouvelle  relation  ne  contiendra  plus  que  les  deux  va- 
riables p,  a  et  devra  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  ces 
variables. 
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136.  Supposons  d'abord  /i  <  i .  Multiplions  par  (i  —  a)^  et  fai- 
sons ensuite  a  =  i,  on  trouvera,  h  n'étant  pas  nul, 

Multipliant  [lar  a-  et  faisant  ensuite  a  =  o,  on  a  de  même 
On  a,  par  suite, 

«(p)=«2(p), 

et,  en  permutant  les  indices, 

a(p)=a,(p); 
ce  qui  donne 

(_  1)2/(4-1  =  ,^  (_,)2/.^_,. 

Ainsi  les  sjmboles  a,  a\,  a^  représentent  une  même  fonction. 
En  les  supprimant  dans  l'équation  (8),  il  reste  une  relation  qui 
ne  contient  plus  que  a  et  qui  doit  être  vérifiée  pour  toutes  les  va- 
leurs de  cette  variable.  Si  on  dévelop|>e  le  premier  membre  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  a,  on  obtient  un  résultat  de  la 
forme  suivante 

(9)  /î  (  '2  A  -h  I  )(  /t  —  I  )(  A  —  -2)  -h  (  A'-—  ?,  /Oai-2/'  -H . . .  =  o, 

les  degi'és  des  termes  non  écrits  surpassant  d'une  unité  au  moins 
le  degré  de  l'un  des  termes  précédents. 

Si  l'on  a  a/i  >>  I,  le  premier  terme  du  développement  est 

ai-2/'(/i2_  ■xh), 

et  il  ne  peut  être  nul,  h  étant  supposé  inférieur  à  i.  Donc  l'équa- 
tion ne  sera  pas  vérifiée. 

Si  l'on  a  2/i  =:  I,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'équation  (8) 
sera,  au  contraire,  vérifiée.  Voilà  donc  une  première  solution  pos- 
sible : 


Si  l'on  a  2  A  <  I ,  le  premier  terme  du  développement  (9)  devant 
être  nul  et  h  étant  différent  de  zéro,  on  aura  nécessairement 


/i  =  -  - 

■à. 
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Et,  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  (8)  est  encore 
vérifiée. 

137.  Jusqu'ici  nous  avions  supposé  que  Ji  était  inférieur  à 
l'unité.  Nous  avons  donc  à  considérer  les  cas  où  h  est  égal  ou  su- 
périeur à  l'unité.  Commençons  par  le  supposer  supérieure  l'unité. 
Si  l'on  multiplie  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  par  (i  —  a)-^ 
et  que  l'on  donne  ensuite  à  a  la  valeur  a  =  i ,  il  restera 

2/i3—  -,/iM-2//  =  h{-ih  —  \){h  —  i)=  o. 
Il  faut  donc  que  l'on  ait 

Il  =  2. 

En  introduisant,  en  effet,  cette  hypothèse  dans  l'équation  (8), 
elle  se  réduira  à  la  forme  simple 

(lO)  <-/(  p)-j-  <7i(p)-l-  <72(p)=   o 

et  sera  vérifiée  si  cette  relation  a  lieu  entre  les  trois  fonctions  «, 
Enfin,  la  dernière  hypothèse  à  examiner, 

nous  conduit  à  la  même  conclusion  :  l'équation  (8)  sera  encore 
vérifiée,  pourvu  que  les  fonctions  a,  a,,  a^  soient  liées  par  la  re- 
lation (lo). 

138.  En  résumé,  l'équation  fonctionnelle  (8)  admet  quatre  so- 
lutions distinctes  qui  correspondent  aux  valeurs  suivantes  de  Ji, 

li  =  —-,  h=-,  h  =  l,  /l  =  -2. 

2  2 

Pour  les  deux  premières,  a,  «) ,  a.2  sont  les  valeurs  que  prend 
une  même  fonction  quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante 
successivement  par  p,  'p,  et  p2.  Pour  les  deux  dernières  valeurs 
de  h,  les  trois  fonctions  doivent  satisfaire  à  la  condition  (lo). 
Mais  il  faut  bien  remarquer  que  c'est  l'équation  (8),  et  non 
l'équation  plus  générale  (6)  dont  elle  est  une  simple  conséquence, 
qui  se  trouve  vérifiée. 

Une  remarque  très  simple  va  nous  permettre  d'achever  la  dis- 
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cussion.  Si  l'on  admet  que  les  fonctions  a,  «i,  «2  soient  des  poly- 
nômes, il  est  aisé  de  déterminer  leur  degré  a  priori.  Reprenons, 
en  effet,  les  valeurs  de  H,  H, ,  Ho,  l'expression  de  H,  par  exemple, 

My/rt 

Supposons  que  a  soit  un  polynôme  de  degré  p  et  effectuons  la 
substitution 

T  I  I 

^        P  '  P.  ^         P2 

la  nouvelle  valeur  H'  de  H  sera 


II' 


(p;-p')-^(p'-p;r\,ç 


M '/«'(?') 


«'(0')  étant  ce  que  devient  le  polynôme  a(p)  lorsqu'on  y  remplace 

p  par  ^,  en  multipliant  par  p'^,  et  M' étant  égala  M  multiplié  par  le 

facteur  (p' p'y  p',)"^-  Pour  que  l'expression  primitive  de  H  soit  con- 
servée, il  faudra  que  l'on  ait 


E  ^h—1^0,        /><4 


Ainsi  si  la  fonction  «(p)  est  un  polynôme^  ce  polynôme  sera 
au  plus  du  degré  p  =  4  —  2/i.  Celte  remarque  nous  servira  de 
guide  dans  la  suite  de  la  discussion. 


2 


139.  Commençons  par  l'hypothèse  /i  = Nous  aurons  ici 

/(p  — pi)(p  — P2) 


(>') 


H  = 

M/a(p) 

jj^  ^  v/(pi-pKpi-p2) 

Mv/«(pi) 


M/«(p,) 

Il  reste  à  déterminer  M  et  la  fonction  a{o). 

A  cet  effet,  reprenons  l'équalion  (6)  ;  remplaçons-y  h  par  sa 
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valeur ;  muhiplions-la  par  (p,  —  ?)^(?i  —  Pa)^  et  prenons  la 

dérivée  sixième  par  rapport  à  p,.  Il  viendra 

_[a;(pi— p)(p,-p,)+rti(— -,p,^-2p-h3p2)]  =  o, 

ou,  en  développant, 

-^(pi-?)(Pi-p2)+-i^(7Pi-4?-3p2)=o. 
apj  «pj 

Cette  équation  devant  être  vérifiée  identiquement,  il  faudra  que 
l'on  ait 

4f  =^' 

ce  qui  donne,  pour  la  fonction  a[x),  un  polynôme  du  cin- 
quième degré. 

11  est  inutile  de  continuer  la  recherche  et  la  question  peut 
être  considérée  comme  résolue.  On  sait,  en  effet,  qu'il  existe  un 
système  triple  de  cyclides  homofocales  pour  lequel  l'expression 
de  l'élément  linéaire  sera  donnée  par  la  formule 

(.2)       ~^^''^      ""^^^ 

^(p,-p)(p.-pO  (p.-p)(p.-p.)^  J^ 

\  «(pi)  ^^  «(P2)  "^^J 

Si  on  le  compare  au  système  cherché,  on  aura  donc 

M'2  ds'-i  =  M 2  ds\ 

ce  qui  exige,  comme  on  l'a  vu  au  n°  96,  que  les  deux  systèmes 
soient  semblables  ou  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  inversion. 
Ainsi  notre  première  solution 

h  =  -  - 

2 

nous  donne  le  système  des  cyclides  homofocales  et  ses  variétés^ 
au  nombre  desquelles  il  faut  compter  le  système  des  surfaces 
homofocales  du  second  degré. 
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liO.   Examinons  maintenant  l'hypothèse 


Nous  savons  qu'ici  encore  a,  a,,  a^  sont  trois  valeurs  diflfé- 
rentes  de  la  même  fonction.  En  chassant  les  dénominateurs  dans 
l'équation  (6),  on  obtient  la  suivante, 

ù?2— «)(p  — p02(2p  — 3p2+pi)-+-(ai— a)(p  — p2)-(3?i  — 2p  —  p2) 

-hrt',(p2—  p,)(pi—  p)(p  —  p,)2+a'2(p-p2)(pi—  P2)(p,—  p)2 

-+-4aF(p)rp2— pi)(p-pi)2(p-p2)2=o, 

Si  l'on  prend  la  dérivée  trois  fois  par  rapport  à  p,  et  trois  fois  par 
rapport  à  pa,  on  aura 

,  d'*ai  d^a,        ,  ,  d'*a>,  d^a-i 

dp*  dpl        ^  dp';  dpi 

Cette  équation  ne  peut  être  vérifiée,  quel  que  soit  p,  que  si  l'on  a 
d'*ai        d*  a^ 

et,  par  conséquent,  si  la  dérivée  quatrième  de  a^  est  nulle,  ce 
qui  exige  que  at  soit  un  polynôme  du  troisième  degré  au  plus. 
On  aura  donc  ici 

/    a  =  mp^ -^  np^ -i-pp  -i-q, 

(i4)  •    ai=:  mpl^np\-^ppi-hq, 

(   a-i^  mpl  +  npl^pp^-hq. 

Avec  ces  hypothèses,  et  quelles  que  soient  les  constantes  m,  /?. 
/?,  q,  l'équation  (6)  sera  vérifiée  ;  il  suffira  de  faire 

F(p)  =  o 

141.   Examinons  maintenant  l'hypothèse 
/t  =  i. 

Après  quelques  réductions,  l'équation  (6)  se  réduira  à  la  sui- 
vante, 

o  =(a',  —  rt2)(p2—  pi)-f-  2(a  -H  «i-f-  «2) 

-i-a'(p,+  p2— 2p)— 2a(p,— p)(p2— p)F(p)=o. 


(i5) 
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Diflerenlions  deux  fois  par  rapport  à  p,  ;  il  viendra 

«'1'(P2—  Pl)=0. 

Il  faut  donc  que  a"l  soit  nul  et,  par  suite,  que  rt,  soit  un  poly- 
nôme du  second  degré.  On  aura  donc  ici 

Ia  =  /np2  -4-   2rtp  -t-jo, 
a,  =  /n2p^-i- 2«2p2-^-/'2• 
D'ailleurs,  si  dans  l'équation  (id)  on  prend  0  =  0,  =  p^,  il  reste, 
conformément  à  un  résultat  déjà  établi, 

a  -F  aj-i-  «2  =  o. 
Il  faut  donc  que  l'on  ait 

/   m  -+-  nii  -+-  /«2  =  o, 

(17)  '^  ]     «  -I-   «1   H-   «2  =  o, 

1    P-^  Pi  -^P^^o, 

et  ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes,  car  l'équation  (i  5)  est 
alors  vérifiée  si  l'on  y  prend  F(p)=  ~  —  • 

142.   Examinons  enfin  l'hypothèse 

Reportons-nous  à  l'équation  (6),  remplaçons-y  h  par  2  et  mul- 
tiplions par  (p,  —  p^)^-  En  faisant  ensuite  Of  =  p^,  il  restera 

F(p)+-:r 


a     p  —  pi 

équation  qui  ne  peut  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  p  et 
de  p,  que  si  l'on  a 

a'  =  o,        F(p)=  o. 

Par  suite,  les   trois  fonctions  a,  a,,  «2  se  réduisent  ici  à  des 
constantes,  et  l'équation  (6)  fournit  entre  ces  constantes  l'unique 
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relation 

(i8)  a  -+-ai-h  02  =  o. 

143.  Ainsi  nous  sommes,  dès  à  présent,  assurés  qu'il  existe 
trois  systèmes  triples  orthogonaux,  correspondants  aux  trois  hypo- 
thèses 

h=  -,  Il  =  1,  h  —  1. 

Mais  aussi  nous  nous  trouvons  en  présence  d'une  difficulté  nou- 
velle. Jusqu'ici  nous  n'avions  rencontré  que  des  systèmes  connus 
et  nous  n'avions  pas  eu  à  achever  les  calculs  qu'exige  l'application 
de  la  méthode  générale.  Maintenant,  au  contraire,  nous  devons 
intégrer  d'abord  les  six  équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  auxquelles  satisfait  la  fonction  M,  et  qui  doivent 
donner,  nous  le  savons,  une  solution  avec  quatre  constantes  arbi- 
traires. Ensuite,  quand  M  aura  été  obtenu,  il  faudra  chercher  les 
expressions  des  coordonnées  rectangulaires  x^  y,  z  en  fonction 
de  p,  p,,  po.  Nous  allons  montrer,  tout  d'abord,  que  ce  second 
problème  sera  complètement  résolu  toutes  les  fois  qu'on  aura  dé- 
terminé la  valeur  la  plus  générale  de  M. 

Nous  avons  vu,  en  effet  (n°  98),  que  si  l'on  a  obtenu  une  valeur 
particulière  de  M  et  les  expressions  de  x,  y,  z  en  fonction  de  p, 
p,,  p2  dans  le  système  orthogonal  correspondant,  les  autres  valeurs 
de  M,  correspondant  aux  systèmes  qui  dérivent  par  inversion  du 
proposé,  sont  de  la  forme 

a,  b,  c.  A-  désignant  quatre  constantes  quelconques.  Si  donc  on 
pose 

('9) 


on  voit  que  la  valeur  la  plus  générale  de  M  sera 

ou,  sous  une  forme  plus  élégante, 

(20)  M  =  aiM,-+-  «2^2+  «sMs+'ïiMv+^sMs, 


M,  =  M:r,         M,  =  Mj-, 

M3==M^, 

M^^M^'^-^'-^^', 

M5=M, 
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les  constantes  «,  étant  liées  par  la  relation  quadratique 

(21)  f/f  +  a|-r-«|  —  la^aâ^  o. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  cinq  fonctions  M^-  seront,  elles 
aussi,  liées  par  la  relation  quadratique  homogène 

(22)  M  j  +  M?  -H  M.^  —  2  Mi  M5  =-  o, 

et  que  cette  relation  homogène  du  second  degré  est  la  seule  qui 
puisse  exister  entre  les  cinq  fonctions. 

De  plus,  un  calcul  facile  montre  que,  si  l'élément  linéaire  du 
système  cherché  est  donné  par  la  formule 

( '23 )  f/52  =  -L  (  A  c/p2  -^  Al  dp\  -+-  A,  dp-^  ), 

on  a  identiquement 

(  24  )      ^M  ^  ^  rfiVI  l  +  dM  l  —  2  d\] 4  dM  5  =  A  f/p2  +  A 1  (/p  f  -+-  A ,  dp  | . 

Il  résulte  de  toutes  ces  remarques  que  la  solution  la  plus  géné- 
rale des  six  équations  aux  dérivées  partielles  qui  déterminent  M  et 
forment  un  système  complet  se  présentera  sous  la  forme 

(  25  )  M  =  ai  Ml  ~  «2  M,  -h  «.3  M3  -T-  «i  M4  -L-  03  M;; , 

les  six  fonctions  M/  n'étant  pas  nécessairement  celles  qui  sont 
définies  par  les  formules  (19),  mais  ponçant  s'y  ramener  par 
une  substitution  linéaire  à  coefficients  constants.  De  là  et  des 
propriétés  élémentaires  des  formes  quadratiques  résulte  la  con- 
séquence suivante  : 

La  valeur  la  plus  générale  de  M  satisfaisant  aux  six  éqiiations 
aux  dérivées  partielles  se  présentera  sous  la  forme  (26),  les  six 
fonctions  Mj  étant  liées  par  une  relation  quadratique  homogène  à 
coefficients  constants 

(26)  cp(Mi,M2,  ...,  M5)  =  o, 

et  les  six  constantes  «/  par  une  autre  relation  homogène 

(27)  ({/(ai,  «2,  .  ,  .,  «5)  —  o. 

Les  deux  formes  quadratiques  cp  et  tj;  seront  adjointes  l'une  à 
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l'autre  et  l'on  auia 

(28)  t^(d\U,cm.2,  ...,dM,)=  ~(A(h-^-^  Al  dpl  + A.  dpl), 

).  désignant  une  nouvelle  constante. 

Si,  par  une  substitution  linéaire  quelconque,  on  ramène  la  re- 
lation (26)  à  la  forme  (22),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  rela- 
tion (27)  à  la  forme  (21),  il  existera  un  système  orthogonal  pour 
lequel  on  aura 


(  •^'!)  > 

/             M, 

f    M  =  XM-;. 

AI., 

M 

"  ~  M, 

On  obtient  un  résultat  plus  élégant  encore  en  ramenant  les 
deux  relations  quadratiques  à  ne  contenir  que  les  carrés  des  va- 
riables, de  telle  manière  que  l'on  ait 

(3o)  ^M!  =  o,  '^aJ  =  o. 

Les  M,,  étant  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z,  x'^-hy'^^-h  :■-, 
représenteront  alors  les  coordonnées  pentasphériques  du  point 
(a:,  y,  z)  relatives  à  un  système  quelconque  de  sphères  ortho- 
gonales; et  l'expression  de  l'élément  linéaire  de  l'espace  dans  ce 
système  sera  donnée  par  la  formule 

ydMj 


'V  '^LL 


RijlU,  ...,R5  désignant  les  rayons  des  cinq  sphères  coordon- 
nées. Comme  on  a  alors,  en  vertu  de  la  relation  générale  (28), 

(■  ■'>■>■  )  y  dMf  =  /,  (  A  d?-^  -+-  A,  dp l  -\-  A,  d^l  ), 

on  voit  bien  que  l'on  obtiendra  la  formule 

A  dp''  -h  A I  f/p 2  -+-  A 2  rfp^ 


d;' 


(^■l'k 
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(j'esL  réiément  linéaire  du  sjslème  qui  correspond  à  la  valeur  sui- 
vante de  M  (<) 

(34)  '^^  =  ^2^" 

141.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  précédente  à  la  re- 
cherche de  l'un  des  trois  systèmes  triples  qui  restent  à  déterminer. 
Nous  choisirons  le  cas  où  l'on  a 

parce  que  le  système  auquel  il  conduit  se  retrouvera  au  Chapitre 
suivant. 

Les  valeurs  de  H,  H,,  H2  sont  alors  les  suivantes  : 


Mv/a(?  — pi)(o  — p,) 

(35)  .         )\\^=^     \ , 

Mv/^itPi— pK?i  — ?2) 

H,  ==  —~_ ' , 

Mv/«2(?2—  ?)(P2—  ?l) 

et  l'on  a 

Ia  =  m  p-  -^  2  /i  p  -^  />, 
«1  =  '«ipf  +  •i/tipi+  />i, 
j   a-i  =  /«2  pl  -T-  2  II-,  Pi  -+-  p-i, 

(  '  )  En  vertu  de  la  relation  bien  connue 


I-k 


enti-e  les  rayons  de  cinq  sphères  orthogonales,  on  voit  bien  que  les  coefficients 
des  M,,  dans  la  formule  (34)  satisferont  à  la  seconde  des  relations  (3o). 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  qu'un  système  de  coordonnées  pentasplic- 
riques  est  pleinement  déterminé,  si  l'on  donne  les  rayons  des  cinq  sphères  ortho- 
gonales; car  la  distance  d,j  des  centres  de  deux  sphères  coordonnées  quelconques 
(S,)  et  (S  )  est  immédiatement  donnée  par  la  formule 

d]j  =  R?  +  nj, 

et  il   est  clair  qu'on  peut]  construire  l'ensemble  des  cinq  sphères  si  l'on  counail 
à  la  fois  leurs  rayons  et  les  distances  mutuelles  de  leurs  centres. 
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avec  les  conditions 

(  m  -+-  nii  -+-  niî  =  o, 

(3;)  j  rt  H-  rt,  -I-  Hî  —  o, 

(  /j  -f-  />i  -f-  />2  =  o. 

Quant  à  la  fonction  M,  elle  satisfait  d'abord  aux  trois  équations 

l   (?   —  pi)a:-oi  =  ^o— ^1, 

(38)  J  (Pi  — p2)^12=  •3-1  —  ^2, 

(    (Pî—  P    )Xoî=Xi  —  Xo, 

déduites  des  formules  (4)  où  l'on  a  fait  A  =  i. 

Dans  ce  cas  particulier,  le  système  (B)  peut  être  complètement 
intégré  et  les  équations  (38)  admettent  pour  intégrale  générale 
la  valeur  suivante  de  M 

(39)  M 


(P  —  ?l)(p  —  ?2)  (pi—  p)(p,—  P2)  (p2— p)(p2—  pi)' 

où  chacune  des  fonctions  77  ne  dépend  que  de  la  variable  de  même 
indice.  Tout  se  ramène  donc  à  la  détermination  de  ces  trois  fonc- 
tions ri. 
Posons 

(4o)  N  =  /-(pi  — p2)-f-ri(p2— p)-i-/-2(p  — pi). 

Les  quantités  H,  H,,  Ho  prendront  la  forme  plus  simple 

(4.)  H=Pi^P^,         H,-^l^.  H._P_Zlfl. 


\^a  N/a,  N/aj 

Si  nous   calculons  les  valeurs  des  fonctions  ^z/t,  nous  aurons, 
par  exemple, 

_V^[.'(p_p,)^,,_.j, 

(42)  {  J__' 

?io=  — ^  [/•'i(p2—  pi)+  /'i  — Ta]. 

N  y/a 

Ces  formules  nous  permettent  d'établir  immédiatement   une 
propriété  géométrique  fondamentale  du  système  cherché. 
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Appliquons  la  relation  (18)  du  n"  109 

^^   '^  Bol  HHi    ()p  H,' 

qui  fait  connaître  le  rajon  de  courbure  principal  pour  la  surface 
de  paramètre  p  relativement  à  l'arc  H,  f/p,  ;  nous  aurons  ici 

(44)  '=^â(r'-'^). 

On  voit  que  ce  rayon  de  courbure  ne  dépend  pas  de  p,  et  de- 
meure, par  conséquent,  le  même  quand  on  se  déplace  sur  la  ligne 
de  courbure  pour  laquelle  pi  varie  seule.  Cette  ligne  de  cour- 
bure est  donc  un  cercle  et  notre  système  triple  est,  par  suite, 
exclusivement  formé  avec  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
circulaires,  c'est-à-dire  avec  des  cyclides  de  Dupin. 

14o.  Or  nous  avons  déjà  rencontré  deux  systèmes  formés 
exclusivement  avec  de  telles  cyclides.  Pour  l'un  d'eux  notamment, 
celui  qui  a  été  étudié  au  n"  36,  nous  avons  vu  qu'il  est  formé  avec 
des  cyclides  du  troisième  ordre.  Si  l'on  désigne  par  0,  p,,  03  les 
paramètres  des  trois  familles  de  quadriques  définies  par  l'équa- 
tion 


(45) 


nous  avons  montré  que  les  paramètres   des  trois  familles  ortho- 
gonales sont 

(«  —  pi)((t—  P2)        Jb  —  pi)(  b—  p,)        (c  —  pi)(c  —  p,)  ^ 
a  —  p  b  —  p  c  —  p 

Si  donc  nous  désignons  par  a,  ^,  y  les  paramètres  de  ces  trois 
familles,  nous  pourrons  les  définir  par  les  équations 


(46) 

(c- 
\  c  — p 


(a- 

-pi 

)(«- 

-P.) 

a 

-p 

(b- 

-pi 

)(b- 

-?2) 

b 

—  0 

(c- 

-Pi 

)(c- 

-pO 
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Un  calcul  facile  nous  conduit  à  la  relation 

(g  — a)(a  — p)    ,_  (b  —  '^){b  —  o)        (c  — y)(c  — p)  _ 
{a~b){a  —  c)    '    {b  —  a){b —  c)'^  {c  —  a){c  —  b)~^' 

qui  fera  connaître  p  et  donnera 

^    ,  _  a{b  —  c)a.-ir  b{c  —  a)P -!- c(a  —  6)y 

^^^■'  P-       (6-c)a-4-(c-a)[i+(a-6)Y 

De  là,  on  déduira  aisément  les  expressions  des  coordonnées 
rectangulaires  x^  y,  z  en  fonction  des  coordonnées  curvilignes  a, 
[^,  y.  On  a,  par  exemple, 


(48)      .=(«_p)^/^ 


v/(«  -6)(«— c)(a  — a)(Y  — P) 


b){a  —  c)        (6  — c)a^(c  — a)p+(a  — 6)y 

et  les  expressions  analogues  en  y  et  5. 

Mais  l'essentiel  est  d'obtenir  l'expression  de  l'élément  linéaire. 
En  différentiant  les  formules  (46),  on  a 

(49)  = lJ_  ^ Lr ^. 

a  —  a        pi  —  a        p2 — a        p  —  a 

En  multipliant  cette  équation  par  x,  en  l'élevant  au  carré  el 
ajoutant  ensuite  les  deux  équations  analogues,  on  aura 

(a  — «)2         C^-by-        {y-cy 
ou  encore 

^     ^  M4(a-a)(6-c)"*"(6-P)(c-a)"^(c-Y)(a-6)J' 

M  ajant  la  valeur 

(52)  M=  ^(^-g)°'  +  ^(g-<^)^  +  2(^-^, 

v/(«  — 6)(a  —  c)(6  — c) 

C'est  bien  là  un  cas  particulier  de  la  forme  que  nous  étudions, 
celui  où  les  polynômes  «,  a,,  a^  seraient  du  premier  degré  et  au- 
raient les  valeurs  suivantes 

(a_a)(6-c),     (b-^)(c-a).     (c-y)(a-b). 
D.  i^ 
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En  efTectuant  une  même  transformation  homographique  sur  a, 
P,  y,  on  obtiendrait  le  cas  où  les  trois  polynômes  du  second 
degré  «(p),  cti{p),  «2(p)  sont  assujettis  à  l'unique  condition 
d'avoir  une  racine  commune.  Mais  on  ne  parvient  pas  ainsi  au 
système  le  plus  général  de  la  forme  (35). 

146.  Il  est  vrai  que  nous  avons  fait  connaître,  au  n"  35,  un  autre 
système  triple  orthogonal,  exclusivement  composé  de  cyclides  et 
plus  étendu  que  le  précédent.  Nous  pourrions  procéder  pour  ce 
nouveau  système  comme  pour  le  précédent  et  vérifier  qu'il  nous 
donne  cette  fois  l'élément  linéaire  le  plus  général  défini  par  les 
valeurs  (35)  de  H,  H,,  Hj.  Mais  il  nous  paraît  plus  intéressant 
d'aborder  le  problème  directement  et  de  le  résoudre  par  la  déter- 
mination effective  de  la  fonction  M.  Nous  nous  contenterons  seu- 
lement de  remarquer,  pour  simplifier  la  recherche,  que  les  poly- 
nômes rt,  a,,  «2  étant  liés  par  la  relation 

a(p)  -4-ai(p)  +  a.2(p)=  o, 

c'est-à-dire  étant  en  involution,  ils  pourront  toujours,  excepté 
dans  le  cas,  déjà  examiné  au  numéro  précédent,  où  ils  auraient 
une  seule  racine  commune,  être  ramenés  par  une  même  substitu- 
tion homographique  à  ne  plus  contenir  les  termes  du  premier 
degré.  Nous  pourrons  donc  supposer,  dans  ce  qui  va  suivre, 

n  =  ni  =  «2=  o- 

Par  suite  de  la  forme  de  N,  les  équations  du  système  (B)  sont 
toutes  vérifiées  et  il  reste  seulement  à  satisfaire  aux  trois  équations 
du  système  (B'),  telles  que  la  suivante 

dp  âpi         '-"'-' 

Si  nous  substituons  dans  cette  équation  les  expressions  des 
quantités  [3/a  fournies  par  les  formules  (42)  et  celles  que  l'on  en 
déduit  à  l'aide  de  permutations  circulaires,  elle  devient 

Sa'  N  [  r'  (  p  —  P2  )  +  /'2  —  /•  ]  -H  2  a  N  /•"  (  p  —  p2  ) 
-+- a'iN [ r\  ( p2  —  pi )  + /-i  —  ^2]  +  aai  N /-'(  ( p,  —  pi ) 
^      _  — 2a     [/•'   (p    —p2)+/-2-    /•]['■'  (pi—  P2)-+-/'2—/'l] 

i  —  2ai[/-'i(p2— pO-t-z-i— r2l[/-'i(p2—  p  )+  /•  —  '-2] 

\     -K2a2[r;(p2-pl)+/-l—  /•2][''2(P     -p2)4-/-2—  /'    ]   =0. 
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Pour  trouver  les  valeurs  de  /',  z^,  /'o  qui  peuvent  vérifier  cette 
équation,  prenons  deux  fois  la  dérivée  par  rapport  à  p  et  deux 
fois  la  dérivée  par  rapport  à  p,.  Nous  aurons 

'•ï  ^  ;  «'(p2— ?)['•'(?- p2)+ '-2- /■] 

—  2ar"{p  —  piY-i-  iar'{p  —  p2)+  "^ar^ —  aar 
+  '-"^  |«i(pi-  P2)[^',(?2-  pi)  +  '-1-  '-2] 

—  2air'((pi  — p2)2  — aaiZ-'iCpo  — pi) 

-f-  art]  l'i  —  "y.ai  /•,  [  —a a, /•"/•'(  =  o. 

Si  nous  remarquons  que  r^  disparaît  de  cette  équation  et  que, 
en  vertu  des  formules  (3^),  on  peut  écrire 

a^r", •'[=-,•'[  —  {(mpl  -\-p)r]  -  r"  ^  [(/«i?^,  +/'i)/-i], 

l'équation  précédente  prendra  la  forme 


'■'[  ^  [-  «>'(P  —  P2)-  -+-  ra'ip  —  P2) 

—  2rt^"(p  —  p2)^-H  2a/-'(p  —  p2J—  ■y-ar  -\-  2(mp^  +/))/■] 

()2 
+   /•"^[— «l''l(  Pi—  ?2  )-+'•!  «'iC  pi—  ?2)— 2^1 /-'((pi  —  pî)^ 

-4-2ai/-'i(pi  — P2)  —  2«i/-,  H-2(mip^4-y^i)/-i]  =  o. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  p^,  celui  de  pa  et  le  terme 
indépendant  de  p^,  on  trouvera  les  trois  relations 

-,  d'  .         ,    ,  „  .         „  d' 

>'i  -j-ii—  a  i—iar  -\-  imr)  -^-  1    -^  (—  a,  r,  —  ■iair\  +  2Wi/-i)=  0, 

„  d'  ,       ,   , 
/'i  -j—^\'ia  r  p  —  /•«  -i-  4«/'"p  —  2a/-  ) 

n   d'-  ,      ,  ,  ,  „ 

-+-  r  -7-^  (2«i  /"i  pi—  riaj  -t-  4^1  /'i  pi —  2airJ  =  0, 
"?\ 

„  d'  ,        ,  ,  , 

/•,  ^  (—  a  /•  p2-4-  /-pa  —  -lap^ r  -+-  lapr'—  lar  -t-  2yD/-) 

■+■  r  '^^~'^i''i  Pr^-''i?i«i— 2«iPj-/-,'-f-2aipir'i  — 2«iri-(-2/)i/-,)  =  o. 
Or  la  forme  de  ces  équations  indique  comment  on  pourra  y  sa- 
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tisfaire.  Chacune  d'elles,  divisée  par  i"" r'\^  prend  la  forme 

nT(p)4-nTi(pi)=o; 

et,  par  des  permutations  circulaires,  on  peut  lui  adjoindre  les 
suivantes 

TUl(pi)-f-CT2(p2)  =  0, 
ICT2(p2)-t-    TTJ   (  p)  =  O; 

il  faudra  donc  que  l'on  ait  à  la  fois 

Tu(p)=0,  Trri(pi)=0,  7iT2(p2)=0. 

Ainsi  nous  pouvons  écrire  ici  : 

—j-^  ( —  a  r  —  lar  ->r  imr)=  o, 

-^[^iapr"—2ar'-^a'{2r'p  —  r)]  =  o, 

d^ 
—j-^  [—  2ar"p2-{-  nar'  p  ~  -xar  -\-  a!  p{r  —  r'  p)-\-  ipr\—  o, 

et  des  formules  semblables  pour  r,,  ^2- 

En  intégrant  les  équations  précédentes,  on  a 

(  — 2ar" — a' /^' -i- 2mr  =  u, 

(54)  l  ■2a(2pr" — ;■' ) -f- a' ( 2 /•' p  —  r)  =  t», 
(  —  2a(r"p2—  /-'p  -h  7')-t-  a'p(r  —  f' p)-i-  ipr  =  w, 

u,  ç^  w  étant  des  polynômes  du  premier  degré  en  p.  En  éliminant 
/•"  entre  les  deux  premières,  on  trouve 

(55)  — Q-an'-h  a' r  =  2up -h  V, 
ce  qui  donne,  en  différentiant, 

—  lar" —  a' r' -h  ra"  =  iu  -^  ipu  -^  v' . 

Retranchons  de  cette  équation  la  première  (54),  il  viendra  la 

relation 

a  +  2pa'-+-  (^'=  o, 

d'où  l'on  déduit  que  le  polynôme  u  doit  nécessairement  se  réduire 
à  une  constante.  On  est  ainsi  conduit  à  reconnaître,  en  reprenant 
l'équation  (55),  que  r  doit  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 
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suivante 


a  r  —  nar  =  aoi 


où  ao  et  (3o  désignent  deux  constantes  arbitraires. 

On  pourrait  aussi  remarquer  que  l'on  a  identiquement 

wp^H-  pp  -4-  (V  =  o, 

ce  qui  exige  encore  que  le  polynôme  du  premier  degré  u  se  ré- 
duise à  une  constante. 

L'intégrale  de  l'équation  en  r  est  de  la  forme  suivante 

(56)  r  =  Pp  —  «-f-y/â, 

a,  ^,  Y  étant  des  constantes.   On  aura  de  même,  a/,   [3/,  y,  dé- 
signant de  nouvelles  constantes, 


(56)' 


^1=  Pipt— ai4-Yiv/«i, 
7-2=  P2P2—  a2+ Y2v/«I. 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition  (53),  on 
trouvera  entre  ces  constantes  les  trois  relations 


(57) 


ma  -h  ryiiXi-h  m^aci  =  o, 
-{-  moL^  +  pp-i-  mict.l-\-pi^l-h  m-iocl-hpi^l  =  o, 


qui  seront,  à  la  fois,  nécessaires  et  suffisantes. 

On  peut  résoudre  ces  équations  comme  il  suit.  Ecrivons  la  pre- 
mière sous  la  forme 

mi(a,  —  a) -f- mj(a2— a)  =  o. 

On  pourra  poser 

a,  =  a — Xm^,        «2=  x-h'kmi. 

De  même  on  pourra  écrire 

et  il  viendra  alors 

N=  Y(pi— p2)/«-<-Yi(P2— p)\/«I-HYî(p  — pi)v/«^ 

H-X(/np-H/nipi-t-/nîp2)+  [x(jopip2-f-/?ipp2-l-/?sppi), 
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les  cinq  constantes  y,  y,,  fo-i  ^î  [>•  étant  liées,  comme  il  fallait  s'y 
attendre,  par  une  équation  homogène  du  second  degré  qui  est 

Si  donc  on  pose 

^  _  (pi  — p2)\/â  ^  _  (p2-p)v/^  ^  _  (p-pi)/^ 

s/—mp  \/—m\px  sf—in^Pi 


(58) 


et 


mp -4- mipi-t- mapa  _  /^Pi  P2-I- />!  p?5  +  A'=>PPi 

_  ,  x^  _  ,  

V/—  mmi  ma  V — PPiPi 

=       ^''i  =         T2 

y/ —  m/)  y/ —  niipi 


sJ—m^P'i  \/—  mmim^  \--PP\Pi 

on  aura 

(  59  )  N  =  y;  ar-i + y;  a?2 + T3  -^3  +  t;  a?4 + y;  x-,, 

les  constantes  7'y^  étant  liées  par  la  relation  quadratique 

(60)  ^^^'.-^  =  0. 

Donc,  d'après  la  remarque  du  n°  143,  les  valeurs  des  ^/données 
par  les  formules  (58)  seront  les  expressions  des  coordonnées 
pentasphériques  en  fonction  de  p,  p,,  p2.  On  vérifiera,  en  effet, 
conformément  à  la  théorie  du  numéro  cité,  que  ces  coordonnées 
vérifient  l'équation 

(61)  21^j=o, 

et  qu'elles  donnent  la  relation  diff'érentielle 

■v^       o  do"^  <ip!  dpl 

(62)      y  dxj  =  (pi-  p,y  _^  +  (p,_  p)2  ^  +  (p  _  po^-p. 

Les  formules  précédentes  mettent  en  évidence  toutes  les  pro- 
priétés du  nouveau  système.  On  voit  d'abord  que  les  intersections 
mutuelles  des  surfaces  qui  le  composent  sont  des  cercles.  Si  l'on 
donne,  par  exemple,  des  valeurs  constantes  à  pj  et  à  02,  les  quatre 
coordonnées  X2,  X3,  Xj^,  x^  deviennent  des  fonctions  linéaires  de  p 
et  sont,  par  suite,  reliées  par  deux  équations  linéaires  et  homo- 
gènes.   Donc   les    surfaces  qui  composent  le   système   sont  des 
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C}clides  de  Dupin.  De  plus,  puisque  les  cercles  d'intersection  des 
surfaces  de  paramètres  p,  et  pa  sont  définis  par  deux  équations 
linéaires  où  ne  figure  pas  Xt,  ils  sont  tous  orthogonaux  à  la  sphère 
coordonnée  (S,)  représentée  par  l'équation 


Ces  cercles  seront  donc  orthogonaux  à  une  cjclide  fixe  (l'une 
quelconque  de  celles  de  paramètre  p)  et  à  une  sphère  fixe  (S,  ).  Ils 
forment  donc  le  sjslème  le  plus  général  défini  au  n"  35.  C'est  ce 
que  nous  voulions  établir. 

Au  reste,  ce  résultat  aurait  pu  se  déduire,  sans  nouveau  dé- 
veloppement, des  valeurs  obtenues  plus  haut  pour  les  fonctions 
'')  ''i5  ''a-  Car  l'expression  de  /',  par  exemple,  montre  que,  pour 
la  surface  dont  le  paramètre  p  satisfait  à  l'équation 


les  deux  rayons    de  courbure  principaux  Roi,   Ro2>    qui  se  cal- 
culent immédiatement  à  l'aide  de  la  formule  (44)>  auront  poui 

valeur  commune 

I  I 


Roi=  R,)2- 


'■'  ^a       Y  v —  mp 


Donc  cette  surface  sera  une  sphère,  ce  qui  suffit  à  la  démon- 
stration du  résultat  précédent. 

1 47.   Pour  l'étude  des  deux  autres  hypothèses 

Il  —  2,        h—  -, 


nous  renverrons  à  notre  travail  déjà  cité  plus  haut,  nous,  con- 
tentant d'indiquer  ici  que  le  système  correspondant  à  l'hypo- 
thèse  /i  =  2    est  nécessairement   imaginaire   et    que   le  système 

correspondant  à  l'hypothèse  h=  -  est  transcendant.  Remarquons 

d'ailleurs  que,  malgré  son  apparente  généralité,  ce  dernier  sys- 
tème ne  dépend  d'aucune  constante,  le  polynôme  du  troisième 
degré  qui  y  figure  pouvant  toujours,  par  une  substitution  homo- 
graphique  légitime  (n°  135),  être  réduit  à  n'avoir  que  des  racines 
numériques. 


CHAPITRE  V. 


RECHERCHE  DES  SYSTEMES  ISOTHERMES  ET  D  AUTRES  SYSTEMES 
QUI  SE  PRÉSENTENT  DANS  LA  THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

On  a  VU  que,  parmi  les  systèmes  déterminés  dans  les  deux  Chapitres  précédents 
doivent  se  trouver  :  i°  les  systèmes  composés  de  trois  familles  isothermes; 
2°  ceux  pour  lesquels  l'équation  de  la  chaleur  admet,  dans  des  conditions  pré- 
cédemment définies,  une  infinité  de  solutions  de  la  forme  P/(  p) /,  (p,  ) /2(p2). 
—  L'objet  du  présent  Chapitre  est  précisément  la  détermination  de  ces  deux 
classes  particulières,  comprises  dans  celle  que  nous  avons  déterminée.  —  On 
commence  par  la  recherche  des  systèmes  isothermes  en  envisageant  successive- 
ment les  différentes  solutions  obtenues  dans  les  deux  Chapitres  pi-écédents.  — 
On  obtient  d'abord  des  systèmes  formés  d'une  famille  de  plans  parallèles  et  de 
deux  familles  de  cylindres  isothermes,  ou  d'une  famille  de  sphères  concentriques 
et  de  deux  familles  de  cônes  isothermes,  ou  d'une  famille  de  plans  passant  par 
une  droite  et  de  deux  familles  de  quadriques  homofocales  de  révolution.  —  On 
obtient  aussi  le  système  des  quadriques  homofocales  et  un  autre  système  ima- 
ginaire qui  a  été  signalé,  mais  non  déterminé,  par  Combescure.  —  r3ien  que  ce 
dernier  système  ne  puisse  jouer  aucun  rôle  en  Physique  mathématique,  il  y  a 
intérêt  à  le  déterminer;  on  montre  qu'il  est  formé  avec  des  cyclides  de 
Dupin  qui  sont  imaginaires  et  du  troisième  degré.  —  Après  avoir  ainsi  terminé 
la  recherche  des  systèmes  isothermes,  on  suit  une  méthode  analogue  pour  la 
détermination  de  la  seconde  classe  signalée  plus  haut.  —  On  démontre  d'abord 
un  lemme  fondamental  de  Lord  Kelvin,  relatif  à  l'inversion,  puis  on  montre  que 
les  systèmes  cherchés  se  réduisent  en  définitive  au  seul  système  des  cyclides 
homofocales  et  à  ses  variétés.  —  On  retrouve  cette  propriété  des  cyclides  ho- 
mofocales par  une  démonstration  directe  où  l'on  emploie  les  coordonnées  penta- 
sphériques  et  une  forme  remarquable  que  prend,  avec  ce  système  de  coor- 
données, l'équation  de  la  chaleur.  —  Le  Chapitre  se  termine  par  une  remarque 
qui  permet  d'étendre  une  partie  des  résultats  précédents  aux  systèmes  de 
coordonnées  curvilignes  les  plus  généraux. 


148.  Après  avoir  indiqué  comment  on  peut  résoudre  le  plus 
général  des  problèmes  que  nous  nous  étions  proposés,  celui  qui  a 
pour  objet  la  détermination  de  tous  les  systèmes  triples  dont  les 
trois  familles  sont  composées  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  iso- 
thermes, nous  devons  rappeler  qu'au  nombre  des  systèmes  ainsi 
obtenus  se  trouvent  nécessairement,  comme  nous  l'avons  dé- 
montré,  1°  tous  ceux  qui  se  composent  de    trois   familles  iso- 
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thermes;  2°  ceux  aussi  pour  lesquels  l'équalion  de  la  chaleur 
admet  les  solutions  particulières  précédemment  définies  au  n°  124 
et  de  la  forme  P/(?)/.  (?i)/2(p2). 

Nous  commencerons  par  la  recherche  des  systèmes  composés 
de  trois  familles  isothermes;  c'est  une  question  sur  laquelle  les 
découvertes  de  Lamé  ont  appelé  les  travaux  d'un  grand  nombre 
de  géomètres;  les  résultats  obtenus  dans  les  Chapitres  antérieurs 
vont  nous  permettre  d'en  donner  une  solution  complète  et,  nous 
l'espérons,  rigoureuse  ('). 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  trois  fonc- 
tions /(p),  fii^i),  fii^i)  des  coordonnées  curvilignes  puissent 
être  des  températures,  c'est-à-dire  soient  solutions  particulières 

de  l'équation 

A2V-0, 

s'expriment,  nous  l'avons  vu,  par  les  équations 


(I) 


^p[-ïr-^(p)J=«'  ;^[iîr^H^°'  ^7;[ii7-^H^"- 


Il  faudra  donc,  pour  que  les  trois  familles  dont  se  compose  le 
système  orthogonal  soient  isothermes,  que  l'on  puisse  choisir  les 
fonctions/,  /, ,  /o  de  manière  à  vérifier  les  trois  équations  précé- 
dentes. Appliquons  cette  règle  aux  différents  systèmes  triples 
que  nous  avons  obtenus. 

449.   Pour  les  premiers,  on  a  (n"  131  ) 

(2)  ds^=  ±-^[dp^+e^^{d?l  +  dpl)], 
la  fonction  R  de  p,,  po  devant  vérifier  l'équation 

(3)  _l-  -(_Ge2R  =  o, 

où  C  désigne  une  constante  quelconque. 


(')  Il  est  clair  que,  si  l'on  se  bornait  à  cette  recherche  particulière,  les  mé- 
thodes et  les  calculs  donnés  plus  haut  subiraient  de  très  grandes  simplifications. 
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Ici  les  conditions  (i)  prennent  la  forme  suivante 

A(^)=o,  (.=  0,,..), 

et,  si  l'on  pose 

(5)  M=.A-/'(p)/;(pO/;(?-2), 

elles  expriment  que  les  trois  dérivées  de  A'  sont  nulles;  par  suite, 
k  est  une  constante  et  M  est  le  produit  de  trois  fonctions  qui  dé- 
pendent respectivement  de  p,  de  pi  et  de  p2.  Nous  poserons,  pour 
la  commodité  des  calculs, 

(6)  M  =  e-a-a.-a., 

y-i  ne  dépendant  que  de  p/.  Alors,  pour  chacune  des  trois  familles, 
les  températures  seront  respectivement  égales  aux  intégrales  sui- 
vantes 


/  e-a  dp,      I  e-«i  dpi,       1  e-^^  dp^^ 


?oi  =  e«a', 

?io-«-«a;, 

^'-t 

Po2  =  e^<^', 

p20=e-«a,, 

^"-'^. 

multipliées  par  des  constantes  quelconques. 
Calculons  les  fonctions  3/^;  nous  aurons 


(7) 


En  exprimant  que  ces  fonctions  vérifient  les  équations  (B),  (B'), 
on  aura  les  conditions 

/  a'cc'y  =  o,         a'a'^  —  o, 

,  dK  ,  dR  ,    , 

\  a, h  a.,  -—  -H  ai  a.,  =  o, 

I  àpi  -  dpt 

}     „         -,         >  àR  ,  àR  ,^    „ 

(8)  ('=''-*-"^^  +  ^^d^-"^^+^'''^   =="' 


dR         ,  dR 


a.,  +  a,'  +  a, 


àpt         "-  àp2 
à^-R       à^R 


p2R, 


2R^'2 


l  ôpl  dpl  ' 

Si  nous  considérons  les  deux  premières,  nous  avons  le  choi^ 
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entre  deux  liypothèses  possibles,  que  nous  allons  envisager  succes- 
sivement. On  peut  supposer  d'abord 

(9)  a;  =  o,      a;  =  o. 

Alors    la    troisième    équation    est    vérifiée,    les    deux    suivantes 
donnent 

a"  =  o , 

Il  faut  que  a'  soit  une  constante.  Si  cette  constante  est  nulle, 
l'expression  de  M  fournie  par  la  formule  (6)  se  réduit  à  une  con- 
stante. On  peut  faire 

M  =  i, 

et  l'élément  linéaire  du  système  triple  a  pour  expression 

(il)  ds'^=dp'-+e-^^{dp\^dpl). 

Les  surfaces  de  paramètre  p  forment  des  plans  parallèles , 
et  les  surfaces  de  paramètre  p»  et  ^2  forment  deux  familles  de 
cylindres  isothermes.  Telle  est  notre  première  solution. 

150.  Si  la  constante  a'  n'est  pas  nulle,  posons 


On  aura,  en  vertu  de  l'équation  (10), 

()2R  f^2R  I       ,„ 

dp'         op^        a^ 

Cette  équation  exprime  que  la  surface  dont  l'élément  linéaire 
serait  déterminé  par  la  formule 

ds'^=e'^^{dp\^dp\) 

aurait  sa  courbure  totale  égale  à  —  • 

Gomme  on  peut  prendre  ici 

_P 
(12)  M  =  e    ", 
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l'élément  linéaire  du  système  triple  aura  pour  expression 

11 
(i3)  ds^=e"  [dp^+e'-^{dp\-hdpl)]. 


Poso 


ns 


P  P       p' 

(i4)  e"dp  =  dp',        e«  =  i-; 

il  viendra 

(I5)  rf,2=^p'2+p'2__LJ^±_ fV. 

Cet  élément  linéaire  convient  évidemment  à  un  système  com- 
posé d'une  famille  de  sphères  concentriques  et  de  deux  fa- 
milles de  cônes  isothermes.  Ce  sera  notre  deuxième  solution. 

151.  Revenons  maintenant  aux  deux  premières  équations  (8) 
pour  examiner  leur  deuxième  solution,  qui  correspond  à  l'hypo- 
thèse 

(i6)  a'=o. 

Alors  les  trois  équations  suivantes  du  même  système  nous 
donneront  les  relations 

a'(  -I-  a'i^  -H  a^  -l-  o!^-  =  o, 
dK  a,  a'(  ()R  a.\  n.\ 


dp^        a';-  +  a'/  dp^        a',^  +  a'/ 

d'oîi  l'on  déduira,  en  désignant  par  h  et  k  deux  constantes, 

/  a'i  -H  a'i-  =  /i^,  «2  -I-  rx'^  =  —  A^, 

(17)  ,,R_^?  +  °^'2^ 

Posons 

(i8)  e^,  =  p'j,         6^2=  p'^; 

les  deux  premières  équations  (17)  se  transformeront  dans  les  sui- 
vantes 
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ce  qui  nous  donnera,  en  intégrant  et  désignant  par  A,  B,  A',  B' 
des  constantes  quelconques, 

-P-  =  h  /o';'  — 4AB, 


l  p'  =  Ae'^pi  -f-Be-/'P., 

(19) 

[  p'.^  =  X'e'f'P^-hB'e-''*?', 

Comme  a,  et  ag  n'entrent  que  par  leur  somme  dans  l'expression 
de  M,  il  est  permis  de  multiplier  p'^  par  une  constante,  à  la  con- 
dition de  diviser  p',  par  la  même  constante.  Cela  nous  permettra 
de  supposer,  sans  diminuer  la  généralité,  que  l'on  a 

(20)  AB  =  A'B'. 

Alors  on  trouve 

Comme  on  peut  prendre,  en  vertu  des  formules  (6)  et  (i8), 


P,P2 


on 


obtient,  pour  l'élément  linéaire  du  système  cherché,  l'expres- 


sion 


^P?  dp'^- 


4AB     ,  ,    {      «P,  «P,        ) 

Le  lecteur  vérifiera  aisément  que  cette  expression  convient  au 
système  triple  dont  deux  familles  sont  formées  de  quadriques 
de  révolution  engendrées  par  des  coniques  homofocales  tour- 
nant autour  d'un  de  leurs  axes  communs,  la  troisième  famille 
étant  formée  de  plans  passant  par  cet  axe. 

Les  valeurs  particulières  des  constantes  que  nous  avons  né- 
gligées donneraient  des  cas-limites  du  système  précédent. 

152.  Examinons  maintenant  les  systèmes  triples  pour  lesquels 
les  valeurs  de  H,  H,,  Hj  sont  données  par  les  formules  (3)  du 
Chapitre  précédent  (n°  135).  Alors  les  conditions  d'isothermie  (i) 
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prendront  la  forme 

;^A"~ir-j  =  «'    di,\ — M — )  =  '''    ôfA — M — ;  =  "' 

et  elles  ne  pourront  être  vérifiées  que  si  M  est  proportionnel  au 
produit 

/'(p)/i(Pl)/2(p2)/«"l«2, 

c'est-à-dire  est  le  produit  de  trois  fonctions 


dépendant  respectivement  de  p,  de  pi  et  de  p^.  Mais,  comme  M 
doit  d'abord  être  une  solution  des  trois  équations  (4)  du  n°  135, 
on  reconnaîtra  aisément,  en  substituant  la  valeur  précédente 
dans  ces  équations,  que  l'on  doit  avoir 

A  se  //a'i  Aa'j 

La  valeur  commune  des  trois  expressions  précédentes  ne  doit 
dépendre  ni  de  p,  ni  de  p,,  ni  de  p2  et  doit,  par  conséquent,  se 
réduire  à  une  constante  k.  En  intégrant  les  équations 

h  a, 

on  obtiendra  pour  M  la  valeur  suivante 

M  ==  A ( p  -  A- )-/^ ( pi  —  A)-'' ( p2  —  A- )-''  ; 

et  celle  valeur  peut  même  être  réduite  à  une  constante  ou  à  l'unilé 
si  l'on  effectue  sur  les  variables  p,  p,,  p,  la  substitution 

P  —  k  =    —.>  Pi  A'  =    — ^  >  P2  —  K  =   —r  y 

•^  P  '  P,  P2 

qui  est  évidemment  permise,  d'après  la  remarque  faite  au  n"  135. 

Ainsi,  on  pourra  supposer,  dans  la  suite,  M  =  i  et  l'on  voit 

qu'alors,  si  le  système  est  isotherme,  les  températures  relatives  aux 

trois  familles  qui  le  composent  seront  respectivement  données  par 
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les  intégrales 

f^,      f^lL,       f^P\ 

que  l'on  pourra  mulliplier  par  des  constantes  quelconques. 

153.  Pour  trouver  ceux  des  systèmes  qui  sont  isothermes,  il 
faudra  remarquer  qu'ici  les  équations  (B)  sont  toujours  vérifiées 
et  que,  si  l'on  substitue  les  valeurs  des  fonctions  p,Vf  dans  le 
groupe  (B'),  on  obtient  trois  conditions  telles  que  la  suivante 

^"'^  '--(p,-p)'-/' r^(p,-p.)+«.^^-«.A] 


«2/i(P   —  ?l)'" 


2A  . 


Nous  savons  déjà  que  «o  est  un  polynôme  en  pa  d'un  degré  au 
plus  égal  à  4  —  2  A.  L'équation  précédente  montre  immédiate- 
ment que  ce  degré  ne  pourra  dépasser  2  —  2  A;  et,  par  conséquent, 
elle  exclut  déjà  celui  de  nos  systèmes  qui  correspond  à  l'hjpo- 

tlièse 

A  =  2. 

Si  l'on  suppose  maintenant  A  = ,  a,  a,,  a-i  représentent 

alors  un  même  polynôme  qui,  d'après  la  remarque  précédente, 
doit  être  du  troisième  degré  au  plus.  On  verra  aisément  que 
l'équation  précédente  est  alors  vérifiée  sans  qu'il  soit  nécessaire 
d'imposer  de  nouvelle  condition  à  ce  polynôme.  On  obtient  ainsi 
le  système  formé  par  les  surfaces  homofocales  du  second  degré 
et  toutes  ses  variétés. 

Si  l'on  suppose  h:=^  - j  a^  a\^  «2?  qui,  dans  le  système  corres- 
pondant, sont  des  polynômes  du  troisième  degré  au  plus,  devraient 
se  réduire  au  premier  degré.  On  verra  aisément  que  l'équation 
précédente  ne  peut  être  vérifiée. 

Enfin,  si  l'on  suppose  /i==i,  a,  «,,  a^^  qui  sont,  en  général, 
des  polynômes  du  second  degré  (n°  141),  doivent  se  réduire  à  des 
constantes/?,  />,,  p^  dont  la  somme  sera  nulle.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  l'équation  (22)  sera  toujours  vérifiée. 
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154.  Il  semble  donc  que  l'on  puisse  ajouter  aux  systèmes 
connus  de  Lamé,  et  retrouvés  plus  haut,  un  système  nouveau  pour 
lequel  l'élément  linéaire  sera  donné  par  la  formule 


ds"^ 


(^3^  ,         (p-p,)npi-P2)^(P2-pr^ 

j  x[(p,-p,)^^+(p,-p)^^+(p-p.)^^ 

Ce  système,  signalé  pour  la  première  fois  par  Combescure  ('), 
existe  en  effet.  Mais,  par  suite  de  la  relation 

qui  a  lieu  entre  les  constantes,  il  est  toujours  imaginaire.  Il  n'a 
donc  pas  d'intérêt  pour  la  Physique  mathématique;  toutefois, 
comme  les  imaginaires  doivent  prendre  une  place  aussi  grande  en 
Géométrie  qu'en  Analyse,  il  nous  a  paru  intéressant  de  le  définir 
complètement.  (]'est  ce  que  l'on  peut  faire  si  on  le  considère 
comme  un  cas-limite  de  celui  qui  est  formé  de  trois  familles  de 
cyclides  à  lignes  de  courbure  circulaires  et  qui  a  été  déjà  dé- 
terminé plus  haut,  au  n°  146. 

Reprenons  en  effet  les  formules  (58),  (62)  du  n°  146  relatives 
à  ce  système;  elles  entraînent  cette  conséquence  que  l'expression 
de  l'élément  linéaire  dans  un  système  de  coordonnées  pentasphé- 
riques  pour  lequel  les  rayons  des  sphères  coordonnées  seraient  R( , 
R2,  . . .,  Rg  serait  donnée  par  la  formule 


(24  )       ds^- 


,   9  ,  dçi-^  «'P?  dal 

dxl  (pi_p,)2^+(p,_p)2^+(p_p,)2J^ 


Si  nous  faisons  tendre  vers  zéro  les  trois  constantes  m,  m,,  m^ 
pour  obtenir  le  cas  où  les  polynômes  «,  <2),  «3  se  réduisent  à  des 
constantes  /?,  /?,,  jOo  dont  la  somme  est  nulle,  les  expressions  des 
coordonnées  Xk  deviennent  illusoires.  Mais,  si  l'on  développe  les 
trois  premières  suivant  les  puissances  positives  des  quantités  m. 


(')  Combescure  (E.).  Sur  les  déterminants  fonctionnels  et  les  coordonnées 
urvilignes  {Annales  de  l'École  Normale,  i"  série,  t.  IV,  p.  gS;  1867). 
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m,  OU  m2,  considérées  comme  étant  du  même  ordre,  et  si  l'on 
pose,  pour  abréger, 

(25)1        -^'^P'"?-^'  r2=p2—  P,  JK3=p  — pi, 

i pyi=-p\9i—?î)>  piy2=—pi(pi-?)>  i'2r3=-p|(p-pi) 

1  =      .-^^       H \/—m   + . . .  , 


(26)  {X^: 
f    373  =      /"^  -4-  — '  v/^7^2  +  .  .  .  . 

Portons,  concurremment  avec  ^4,  ^5,  ces  expressions  dans 
l'identité  (61)  du  n"  146;  on  obtiendra,  en  égalant  à  zéro  les 
termes  des  deux  premiers  degrés,  les  nouvelles  relations  iden- 
tiques 

(27)  <      m  nii  rrii 
auxquelles  il  faudra  joindre  la  suivante 

(28)  Jj+j2  +  y3=0, 

simple  conséquence  des  équations  de  définition  (25). 

En  effectuant  les  mêmes  substitutions  des  valeurs  des  x/(  dans 
l'équation  (62)  du  n"  146,  on  trouvera  de  même 

(2q)  — ^H -\ — dxl  =  o, 

nii  m-2         m-i 

Idyi  dy\  -f-  dy-i  dy\_  +  dy^  dy\  h-  dx\ 
42  d^t  d^i 

=  (?1-P2)^-^  +(p2-p)2-p-H-(p-p.P-r^- 
P  P\  Pi 

Ces  relations  permettent  d'obtenir  le  résultat  cherché. 

Si  l'on  élimine,  en  effet,y3  à  l'aide  de  l'identité  (28),  la  seconde 
identité  (27)  prend  la  forme 

y^^y\—y\)-^yï{y\—y'^)^  a;?  =  o 
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et  se  présente  sous  la  forme  d'une  relation  quadratique  entre 
cinq  fonctions.  Si  l'on  pose 

(3i)  ,         ,  .         , 

r  373— j         x,^  —  i  -  )        ^5  —  375, 

cette  relation  quadratique  prend  la  forme 

2  ^a'  =  o, 

et  l'équation  (3o)  nous  donne  alors 

(32)     ^dx'^'^ip.-p^y-^+ip.-py-^-^iP-pO-'^- 

Cela  posé,  essajons  de  disposer  des  cinq  constantes  R;^  de  telle 
manière  que  l'on  ait 

On  verra  facilement  qu'il  suffît,  pour  cela,  de  prendre 

^^î>  ïï;=^'    k  =  '^'     t=^"     k  =  '^"    k^""- 

Alors  l'élément  linéaire  de  l'espace,  dans  le  système  de  coor- 
données pentasphériques  pour  lequel  les  rayons  des  sphères  coor- 
données seraient  donnés  par  les  formules  précédentes,  aura  préci- 
sément pour  expression 

(35)      (Mi 

C'est  la  formule  (23)  donnée  plus  haut,  qui  caractérise  le  système 
cherché. 

153.  Si  l'on  ne  veut  pas  employer  les  coordonnées  pentasphé- 
riques, on  peut  raisonner  comme- il  suit.  Les  fonctions  7/,  j^ ,  x^ 
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satisfont  aux  relations  (27),  (3o)  que  l'on  peut  transformer  comme 
il  suit.  On  a 

(36)  py\^ pif^^ p^-y'-i^  {9  -  pi)(pi  — p2)(p2— p)  =  !;• 

Introduisons  dans  les  relations  la  fonction  !^  à  la  place  de  y\\ 
elles  deviendront 

(37)  ^  +  (72-^j,)(y,-7;)  +  ^l  =  o, 

1  ^  cK  +  d  {y,-  l^y\  diy'.^  - y'^  )  +  dx\ 
(38)  \     ^  ^  1        / 

Cela  posé,  il  suffît  d'appliquer  le  lemme  du  n°  143.  On  satisfera 
à  la  première  identité  en  prenant 

X-^  /'?lp2-+-/'l??2  +  /'2?pl 


Y  — Zt 


pyi—p\yi    _  />p+7>ipi  +  />2  Oi 


,3x7  —^v—ppipi         K\/—ppiP2 

^^  ^v  —  ppiPi 

pi       p^ 

et  la  formule  (38)  donnera  alors 

[    ^X2+^/Y2+^Z2 

Par  suite,  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
qui,  dans  le  système  cherché,  a  pour  coordonnées  curvilignes  0, 
p,,  P2.  Les  formules  (39)  résolvent  donc  analytiquement  la  ques- 
tion proposée.  On  peut  en  déduire  les  conséquences  géométriques 
suivantes. 

Si  l'on  augmente  p,  p,,  p2  d'une  même  quantité  h  dans  les  for- 
mules (39),  les  nouvelles  coordonnées  X',  Y',  Z'  seront  liées  aux 
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anciennes  par  les  formules 

(40  j  Y'— Z'i=  Y  — Zi, 

(  Y'-\-Z'i=  Y+Zi-+-2AX  — A2(Y  -Zi), 

qui  entraînent  la  suivante 

(42)  X'2+  Y'2+Z'2=X2+Y2-f-Z2. 

Ces  formules  définissent  une  rotation  finie  autour  de  la  droite 
isotrope 

(43)  X  =  o,        Y  — Zt=:o. 

Ainsi  le  système  tout  entier  ne  change  pas  quand  on  lui  imprime 
une  rotation  quelconque  autour  de  celte  droite  et,  par  suite,  les 
surfaces  de  chacune  des  trois  familles  qui  composent  le  système 
se  déduisent  de  l'une  d'entre  elles  à  l'aide  d'une  rotation  autour 
de  cette  même  droite. 

Étudions,  par  exemple,  les  surfaces  de  paramètre  po.  Pour 
connaître  leur  forme,  il  suffira  de  prendre  celle  qui  correspond  à 
la  valeur 


On  aura  alors 


p;  Y-^zi= ^^p- 

(pi— ?)V—PPiP^-  (Pi—?)V—PPlP2 


(44) 

X2+Y2+Z2 


PPipi—p) 

L'élimination  de  p  et  de  pt  conduit  à  l'équation 


+  Z2)fY  +  z.--t/^^=-X2*/z:^^ 
V  V  ppi  /  V  PP2 


(45)        (X2 

On  reconnaît  aisément  qu'elle  définit  une  cyclide  imaginaire  du 
troisième  degré,  qui  est  l'inverse,  par  rapport  à  l'origine  des  coor- 
données, du  cône  défini  par  l'équation 


(46) 


X2+(Y-.Z0[^/^|^  +  Ç(Y-Z0]=o. 


Ce  cône  est  de  révolution  et  une  de  ses  génératrices  isotropes 
passe  à  l'origine. 


RECHERCHE    DES    SYSTEMES    ISOTHERMES.  277 

Nous  signalerons  aussi  cette  circonstance  singulière  que,  si  l'on 
effectue  une  inversion  dont  le  pôle  est  placé  à  l'origine,  le  sys- 
tème orthogonal  se  transforme  en  un  autre  dont  les  trois  familles 
sont  formées  de  cônes  égaux  du  second  degré,  tous  de  révolution. 

156.  Nous  allons  maintenant  étudier  le  second  des  deux  pro- 
blèmes que  nous  nous  étions  proposés  et  déterminer  tous  les 
systèmes  triples  pour  lesquels  l'équation  de  la  chaleur  admet  une 
infinité  de  solutions  de  la  forme 

(47)  P/(P)/1(P.)/2(P2). 

Mais  auparavant  nous  démontrerons  un  lemme  célèbre  qui  est 
dû  à  Lord  Kelvin  (  '  )  : 

Si  Y{a:,y^  z)  est  une  solution  de  V équation  de  la  chaleur  et 
si  l'on  effectue  une  inversion,  définie,  par  exemple,  par  les  for- 
mules 

(^8)  ^  =  ^  =  ^  ^  '''  ^  ^' 

x'        y'        z'        x'-^-hy-fZ'^        /-'ï' 

la  fonction 

sera  une  solution  de  Inéquation  de  la  chaleur  relative  aux  nou- 
velles variables  x' ,y,  z' . 

En  effet,  comme  l'on  a 

( 49 )  dx-^+dy^^  dz^  =  ^  ( ^^'2  +  ^y 2 ^dz'^), 

on  pourra  considérer  x\  y',  z'  comme  des  coordonnées  curvilignes 
et  appliquer  la  formule  (26)  du  n°  111,  ce  qui  donnera 

^      ~  k-  ldx'\r'^  dx'J  ^  ày'\r'-^  dy' )  '^  ôz'\r'-^  dz')\ 

_  /^  oi2V        a£^  ^\r')   dV 
~  7^  dx^  ~^  T*        ôx'      dx'  "^ 


(  '  )  Sir  W.  Thomson,  Extrait  de  deux  lettres  adressées  à  M.  Liouville.  — 
LiouviLLE,  Note  au  sujet  de  l'article  précédent  {Journal  de  Liouville,  i"  série, 
t.  XII,  p.  25(5  et  265;  1847). 
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Comme 

l'on 

a 

H^ , 

-G 

0 

àx'-^       ' 

dv' 

2 

Féqualion  précédente  po 


iirra  s  écrire 


'•"-, 


et  elle  donne,  par  suite, 

(5o)  A,V 


['*  l  r'  dx'^  âx'      ôx'  dx'-'     } 

Y     Ox'-  âf'-^  ôz'-^     J 


Cette  identité  démontre  la  proposition  de  Lord  Kelvin. 
Cette  proposition  entraîne  la  conséquence  suivante  : 
Si  un  système  triple  a  la  propriété  que  nous  recherchons,  c'est- 
à-dire  si  l'équation  de  la  chaleur  admet,  dans  les  conditions  que 
nous  avons  indiquées  au  n°  124,  une  infinité  de  solutions  de  la 
forme  (47)?  la  même  propriété  appartiendra  aussi  à  tous  les  sys- 
tèmes triples  qui  se  déduisent  par  une  inversion  du  système  pro- 
posé, avec  cette  seule  modification  que  le  facteur  P  qui  se  trouve 

P 
dans  toutes  les  solutions  sera  remplacé  par  -•  Il  résulte  de  là  que, 

dans  un  groupe  de  systèmes  triples  orthogonaux  qui  sont  les  in- 
verses les  uns  des  autres,  il  nous  sera  permis  de  choisir  comme 
nous  voudrons  l'un  quelconque  des  systèmes,  pour  reconnaître  si 
la  propriété  appartient  au  groupe  tout  entier  ('). 

157.   Appliquons  cette   remarque   à  notre   première   solution. 


(')  La  proposition  de  Lord  Kelvin  montre  également  comment  on  pouvait 
être  conduit  à  se  proposer  le  problème  que  nous  allons  étudier  :  du  moment  que 
l'équation  de  la  chaleur  admet  une  infinité  de  solutions  de  la  forme 

/(P)/.(P>)/2(h), 

où  p,  pi,  p2  sont  les  paramètres  de  trois  familles  de  quadriques  homofocales,  elle 
devait  admettre  des  solutions  de  la  forme  (47)  pour  tous  les  systèmes  triples 
inverses  du  précédent.  On  voit  donc  qu'il  y  a  des  systèmes  jouissant  de  la  pro- 
priété que  nous  recherchons,  et  il  était  naturel  de  se  proposer  de  les  déterminer 
tous. 
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Elle  nous  a  donné  trois  systèmes  triples  différenls,  comprenant, 
le  premier  une  famille  de  plans  parallèles  et  deux  familles  de  cy- 
lindres isothermes,  le  second  une  famille  de  sphères  concen- 
triques et  deux  familles  de  cônes  isothermes,  le  troisième  une  fa- 
mille de  plans  passant  par  une  droite  et  deux  familles  de  surfaces 
de  révolution  à  méridiens  isothermes,  systèmes  auxquels  il  faut 
ajouter  tous  ceux  qui  en  dérivent  par  inversion.  Nous  pouvons 
évidemment  nous  borner  à  considérer  les  Irois  systèmes  fonda- 
mentaux et  négliger  leurs  transformés  par  inversion  ;  mais  on 
peut  aller  plus  loin  et  négliger  même  le  troisième  système,  celui 
qui  comprend  deux  familles  de  révolution.  On  peut,  en  effet,  dé- 
montrer le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  admet  l'emploi  des  inversions  imaginaires ,  toute  sur- 
face de  révolution  dérive  d'un  cône  par  des  inversions  ('); 
tout  système  triple  qui  comprend  deux  familles  de  surfaces  de 
révolution  ayant  un  même  axe  dérive  par  inversion  d'un  sys- 
tème triple  comprenant  une  famille  de  sphères  concentriques. 

Considérons  en  effet  les  plans  passant  par  une  droite  fixe;  une 
première  inversion  les  transforme  en  sphères  ayant  un  cercle 
commun;  si  l'on  place  le  pôle  d'une  seconde  inversion  au  centre 
d'une  des  sphères  de  rayon  nul  qui  contiennent  ce  cercle  com- 
mun, les  sphères  passant  par  le  cercle  se  transforment  en  sphères 
concentriques. 

Il  suit  de  là  que  toute  surface  de  révolution,  c'est-à-dire  toute 
surface  qui  coupe  à  angle  droit  des  plans  passant  par  une  droite 
fixe,  se  transforme  en  une  surface  qui  coupe  à  angle  droit  des 
sphères  concentriques,  c'est-à-dire  en  un  cône  ayant  son  sommet 
au  centre  de  ces  sphères. 

On  voit  aussi  que  tout  système  triple  comprenant  une  famille 
de  plans  qui  passent  par  une  droite  peut  se  transformer  en  un 
autre  système  comprenant  une  famille  de  sphères  concentriques. 
En  particulier,  notre  troisième  système  fondamental,  qui  com- 
prend deux  familles  de  surfaces  de  révolution  à  méridiens  iso- 


(  '  )  Mémoire  sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algé- 
briques, p.  162. 
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thermes,  dérive  par  deux  inversions  du  second  système,  qui  com- 
prend deux  familles  isothermes. 

Nous  pourrons  donc  nous  borner,  dans  l'étude  du  problème  pro- 
posé, aux  deux  premiers  systèmes  fondamentaux  comprenant  deux 
familles  isothermes,  soit  de  cylindres,  soit  de  cônes. 

158.  Pour  le  premier,  qui  comprend  deux  familles  de  cylindres, 
l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

(5i)  ds^=dp^-^e^^{dpl  +  dpl) 

avec  la  condition 

L'équation  de  la  chaleur  prend  la  forme 

^     1^  ^  dpl  '^  dpl  ~  "• 

Il  faut  exprimer  qu'elle  a  des  solutions  de  la  forme 

V=  Pr/i/-2, 

ri  dépendant  de  la  seule  variable  p,.  En  substituant  cette  valeur 
de  V,  on  trouve 


dHPn)         X    d^Fr^) 


r        dp^^       ^    •    7-1        dpl  r,       dpl 

ou  encore 


,_  a^P       d^V       d^F  ,„()?  r' 


o> 


dp^  (JpJ  ^p^  dp    r  r 


(53) 

r  -uo- ^  ^ ,  -^ 

dpi  ri  fi  dpz  Ta 


dP   r'.        _,  r'i  dP   r',        _,  ri 

2-r ?-  +  ?  —  -f-2-r ^+P  — 


L'hypothèse  est  que  /',  r,,  r^  doivent  satisfaire  respectivement 
à  des  équations  telles  que  la  suivante 

et  l'on  peut  toujours  mettre  de  telles  équations  sous  la  forme 

(54)  //(pt-)K'  +  2/;.(p,)r;-4-<pi(p,-)n=o, 
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que  nous  adopterons.  Il  faut  substituer  dans  l'équation  (53)  les 
valeurs  des  dérivées  rj  déduites  des  équations  précédentes  et  éga- 
ler à  zéro  les  coefficients  des  dérivées  premières  ainsi  que  le  terme 
indépendant.  On  obtient  ainsi  les  conditions 

(55)  !  P^P^--/KP./  ^^-^'''^^' 

On  déduit  de  là  d'abord,  en  négligeant  une  constante, 

(56)  P=/(p)/i(pi)/2(P2), 
puis  ensuite 

(rin)  ^2r/"(P)-?(P)      ,      /|(P1)  —  ?l(.P»)      ,      /â(pO-?2(p2)    _ 

Comme  R  ne  doit  pas  dépendre  de  p,  cette  dernière  équation 
montre  d'abord  que  e^^  est  nécessairement  de  la  forme  ('  ) 

(58)  e2K=ei(p,)-+-0.,(p2). 

Nous  sommes  donc  conduits  à  chercher  les  systèmes  plans 
orthogonaux  qui  donnent  pour  l'élément  linéaire  du  plan  l'expres- 
sion suivante 

(59)  ds^=[biipO  +  Up^)](dpl  +  dpl). 

Cette  question,  qui  se  présente  en  Mécanique  analytique,  a  été 
résolue  depuis  longtemps  par  Liouville  (^),  etles  systèmes  ortho- 


(')  Le  raisonnement  suppose  que  le  coefficient  de  e^R  n'est  pas  nul;  l'hypo- 
thèse contraire  conduirait  aux  solutions  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  condi- 
tions 

d'\  _         d-y     d-y  _ 
dp'  ~  ^'       dp\  "^  dpi  ~  "• 

Ces  solutions  sont  de  la  forme 

(  A  p -t- B  )  (  A' cosA-p, -h  B' sin  A-p,  )  (  A"e*f>  +  B"e-*fO, 

A,  B,  A',  B',  A",  B",  k  désignant  des  constantes,  et  elles  se  rencontrent  dans  tous 
les  systèmes  triples  considérés;  mais  elles  sont  linéaires  par  rapport  à  p. 

(^)  Liouville,  Sur  quelques  cas  particuliers  où  les  équations  du  mouvement 
d'un  point  matériel  peuvent  s'intégrer  {Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  XI, 
p.  36o;  i846). 
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gonaux  qui  en  donnent  la  solution  se  l'éduisent,  on  le  sait,  à  ceux 
qui  sont  formés  de  deux  familles  d'ellipses  et  d'hyperboles  homo- 
focales  et  à  leurs  variétés. 

Admettons  ce  résultat  et  achevons  la  solution.  D'après  la  forme 
môme  que  nous  trouvons  pour  P,  on  peut,  en  réunissant  la  fonction 
/,(p/)  à  r/,  réduire  P  à  l'unité.  Faisons  donc 

P  =  i; 
l'équation  à  résoudre  deviendra 

?(p)[0l(Pl)-+-^2(p2)]-(-?l(pl)  +  <P2(p2)   =  O. 

Elle  se  décomposera  évidemment  dans  les  suivantes 

cp(p)  =  A-, 

où  k  et  A'  désignent  deux  constantes  arbitraires. 

Les  équations  différentielles  qui  déterminent  r,  /■,,  j'o  seront 
les  suivantes 

/•"-+-  /a-  =  o, 

159.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  résultats,  qui  sont  bien 
connus,  et  nous  passerons  aux  systèmes  triples  qui  comprennent 
deux  familles  de  cônes  isothermes. 

Dans  ce  cas,  l'élément  linéaire  de  l'espace  est  donné  par  la  for- 
mule 

(60)  ds'^=dp^-\- p'-e-^^\dpl-hdpl), 
avec  la  condition 

(61)  ^-^^  +  "     =«• 

Un  calcul  presque  identique  au  précédent  montrera  de  même 
que  l'on  doit  avoir  (*) 

e2n=0,(pO  +  e2(p,). 


(')  Ici  encore  il  faudra  laisser  de  côté  des  solutions  qui  sont  linéaires  en  - 
et  conviennent  à  tous  les  systèmes  considérés. 
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On  sera  donc  conduit  au  problème  suivant,  dont  la  solution  est 
bien  connue  ('  )  : 

Mettre  Vêlement  linéaire 
de  la  sphère  de  rayon  i  sous  la  forme 

(62)  rf52=[0l(p,)+62(p2)](^p2_^rfpp. 

Le  système  triple  correspondant  comprend  deux  familles  de 
cônes  homofocaux  du  second  degré.  Ainsi  que  le  précédent,  il  se 
rattache  comme  cas-limite  à  celui  qui  est  formé  par  trois  familles 
de  surfaces  du  second  degré. 

160.  Il  nous  reste  à  traiter  les  systèmes  les  plus  importants, 
ceux  pour  lesquels  H,  H,,  H2  sont  données  par  les  formules  (3) 
du  n°  135.  L'équation  de  la  chaleur  devient  alors 


X    »,   /-    d    (s/a  d\\ 


^   ^^    '  à    f/a,d\\    ,   ,^      .,_„./-    à    f^a.ôY 


Si  l'on  substitue  à  p,  p,,  p2  les  variables  s,  s,,  e^  définies  parles 
formules 

(64)  ^'=  Tt^'         (^-=0,1,2), 

J  SI  ai 

elle  peut  s'écrire 

d   i  I    d'Y' 

\  (PI-P2)--'" 

(65) 


j    <^.-p=)-"'I(mÎ) 


Faisons 
(66)  V  =  Pr/-,/'j, 

(  '  )  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (IP  Partie,  n"  414,  p.  209). 
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/'/  ne  dépendant  que  de  e,;  l'équation  deviendra 

les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  des  permu- 
tations circulaires.  Si  l'équation  du  second  ordre  à  laquelle  doit 
satisfaire  /'/  est  donnée  sous  la  forme  déjà  employée 

fi{^i)r"i  +  2//( Zi)r'i  -H  0;(£/) n  =  o, 

on  obtiendra,  en  substituant  la  valeur  de  r'^  et  en  égalant  à  zéro 
le  coefficient  de  r'^  dans  le  résultat  de  la  substitution,  l'équation 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant  et  négligeant  une  constante, 

Comme  il  est  permis  de  réunir/i(£/)  à  r^,  on  pourra  supposer  que 
l'on  ait 

ce  qui  donnera 

(67)  P  =  V/M. 

Quant  à  l'équation  en  77,   elle  prendra  la  forme  plus  simple 

(68)  ^=r'l=odpi)n. 
Si  l'on  substitue  les  valeurs  de  P  et  de  77,  il  restera  la  condition 

(pi— P2)- 


(69) 


(P2-P)- 


■(P-Pl)-^^' 

qu'il  y  aura  à  vérifier. 


?(p)       '^'WmJ 

L  v/M  às-^       J 

[?i(Pi) 'ww 
/M  ^^f       J 

v/M    ~        ^^1      J 
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Or,  si  l'on  ajoute  les  trois  équations  du  système  (B'),  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  H,  H,,  Ha,  on  trouve 


(?i-?2)-2^'     W'M 


,--f^\ 


■    Wm 

)        h      a 

2    P.-P 

-F 

h       à 

d£2 

2     P2-P 

ha 

ha 

/i2a 

(pl—  p/''  (P2—  PX''  (pl  — ?)(P2— P)J 

les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  des  permu- 
tations circulaires.  Ajoutant  cette  condition  à  la  précédente  mul- 
tipliée par  4v/M,  on  obtient  la  condition  suivante  : 

i   ,  ..,{,,    s       h      a'  ha'  ,  a 

i  I  ^  ^^  I  _ 

!  ^     '(P2—  ?)^  (pl—  P)(P2—   pj  •••■~^' 

qui  ne  contiendra  plus  M.  On  aura  certainement  une  solution  du 
problème,  si  l'on  peut  disposer  des  trois  fonctions  'ft(pt)  de  ma- 
nière à  satisfaire  cette  condition.  Pour  examiner  cette  question, 
nous  donnerons  successivement  à  h  les  valeurs  que  nous  avons 
obtenues  au  Chapitre  précédent. 

161.   Pour/i  = >  nous  savons  que  a  est  un  polynôme  du 

cinquième  degré  au  plus.  Posons  donc,  a^,  a,,  ...  étant  des 
constantes, 

(71)  a,=  aop|  +  a,p,^  ^-«2?»-  -^^i?}  ^-..•, 
l'équation  prendra  la  forme 

(pl  — pa)     160 ( p)  -t-  5ajp3-l-  'Jaip^H-  -  a,p  -+-  -aj     +.,.  =  o, 

et  elle  donnera  la  solution 

(72)  i6o,(Pj)  =  —  5aop?  —  3aip?  —  mpi—  n, 

m  et  n  étant  deux  constantes  quelconques. 

Les  solutions  particulières  en  nombre  infini  auxquelles  nous 
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sommes  ainsi  conduits  sont  donc  de  la  forme  suivante 

(7.3)  \  =  s/^rr,r,, 

la  fonction  /•/  satisfaisant  à  l'équation 

,    ,.  d'^ri       a'i  dHi        /  5         ,3         ,        "i  "  \ 

^74)   «'-^  +  T  dy,  -*-  (r6^«??-^  76^'?'^  -^  rep'--^  Te)  "'•="' 

où  ?7i  et  n  désignent  deux  constantes  arbitraires. 

Si  le  polynôme  ai  se  réduit  au  troisième  degré,  M  devient  égal 
à  I,  ao  et  a,  sont  nuls  et  l'équation  linéaire  précédente  devient 
équivalente  à  celle  qui  a  été  obtenue  par  Lamé  et  que  nous  avons 
donnée  au  n"  124. 

162.  Examinons  maintenant  les  autres  valeurs  que  l'on  peut 
prendre  pour  h.  Si  l'on  fait  d'abord 

A  =  i, 
on  aura 

ai=  niip'f  +  mpi-i-pi. 

En  tenant  compte  des  relations  (17)  du  n°  141  qui  existent  entre 
les  coefficients  m/,  ni,  pi,  on  réduira  l'équation  (70)  à  la  forme 
suivante 

4cp(p)  — m  _^  4?i(pi)  — /»!  _^  4^i(Pî)  —  m-2  ^  ^ 

(Pl—   ?2)^  (P2—  ?)"^  (P  —  pi)' 

Il  n'y  a  évidemment  qu'une  seule  manière  de  satisfaire  à  celte  re- 
lation, celle  pour  laquelle  on  aura 

?A(pA)  =  y-»  (/t  =  0,1,2). 

L'équation  de  la  chaleur  aura  donc  seulement  huit  solutions  de  la 
forme  cherchée. 

Supposons  maintenant  /i  =  2.  Les  fonctions  ai  se  réduisent  à 
des  constantes  dont  la  somme  est  nulle,  et  l'équation  à  vérifier 
(70)  devient 

?(p)      ,     ?i(pi)    _^    y2(p2) 
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Ici  encore  il  y  a  une  seule  solution  possible,  pour  laquelle  on  a 

et  l'équation  de  la  chaleur  admet  seulement  huit  solutions  parti- 
culières de  la  forme  cherchée. 

Enfin,  si  l'on  fait  h  =  -,  les  fonctions  a,  a,,  a-y  se  réduisent  à 

un  même  polynôme  du  troisième  degré.  L'équation  à  vérifier 
devient  impossible  ;  on  le  reconnaît  immédiatement  en  chassant  les 
dénominateurs  et  faisant  p  =  p,  =  po. 

En  résumé,  en  dehors  des  systèmes  considérés  par  Lamé,  on 
ne  trouve,  à  proprement  parler,  que  le  système  des  cyclides  homo- 
focales  et  ses  variétés,  pour  lequel  la  propriété  a  été  établie  en 
premier  lieu,  au  moins  en  ce  qui  concerne  les  cyclides  à  plans 
principaux,  par  M.  Wangerin  ('). 

163.  Il  nous  paraît  intéressant  de  faire  connaître  ici  la  méthode 
directe  par  laquelle  nous  avons  démontré  et  étendu  aux  cyclides 
les  plus  générales  l'élégant  résultat  que  l'on  doit  à  M.  Wangerin  (2). 

On  sait  que  l'équation  du  système  des  cyclides  homofocales 
peut  prendre  une  forme  très  simple  si  l'on  adopte,  pour  repré- 
senter un  point  de  l'espace,  le  système  des  cinq  coordonnées 
pentasphériques 

S; 

(75)  ^'"^W' 

s,,  S2,  ...,  Sr,  désignant  les  puissances  du  point  par  rapporta 
cinq  sphères,  deux  à  deux  orthogonales.  Je  rappelle  les  relations 


(76) 


dx 

dx 

-+- 

ày 

t^ 

dz 

r)S,.- 

dz 

\0x 

0' 

H 

f)'-C 

dz  ) 

^    =2(SA-f-S;l.'), 

4(S;t+R2-), 


(')  Wangerin  (A.),  Ueber  ein  drei/ach  orthogonales  Flâchensystem,  ge- 
bildet  aus  gewissen  Flàchen  vierter  Ordnung  {Journal  de  C  relie,  t.  82,  p.  i\b; 
1876). 

(^)  Sur  l'application  de  méthodes  de  la  Physique  mathématique  à  l'étude 
des  corps  terminés  par  des  cyclides  (  Comptes  rendus,  t.  LXXXIII,  p,  1087  et 
1099;  novembre  1876). 
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qui  sont  d'ailleurs  d'une  vérificalion  facile,  et  auxquelles  on  peut 
joindre  l'équation  évidente 

Ces  relations  vont  nous  permettre  d'écrire,  dans  le  système  de 
coordonnées  pentaspliériques,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
de  la  chaleur  ou  du  potentiel. 

Soit  V  une  fonction  quelconque  des  cinq  quantités  S,;  on  pourra 
toujours,  en  faisant  usage  de  la  relation  identique  entre  les  quan- 
tités S/, 

(78,  21=- 

la  rendre  homogène  et  même  lui  donner  tel  degré  que  l'on 
voudra.  En  calculant  les  dérivées  secondes  de  V  et  tenant  compte 
des  relations  (76),  on  établira  sans  difficulté  l'équation  suivante 

()2V       d-^Y       d^\        ^V'i^o^'V       ,,  .V^V 

(79)  ^-^^-^^  =  42,R/^+(4^  +  -)25s;^ 

où  pi  désigne  le  degré  de  V.  Si  donc  on  admet  que,  par  l'emploi 
de  la  relation  (78),   la  fonction  homogène  V  ait  été  rendue  de 

degré ,  4p--*-2  sera  nul,  et  l'équation  du  potentiel  dans  le 

nouveau  système  de  coordonnées  prendra  la  forme  élégante 

(80)  ^^^=42^^==^- 

Cette  équation  doit  d'ailleurs  être  vérifiée,  soit  identiquement, 
soit  en  vertu  de  la  relation  homogène  qui  relie  les  quantités  xi. 
Avec  son  aide,  on  peut  établir  sans  calcul  le  lemme  de  Lord 
Kelvin.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si  l'on  transforme  une 
figure  par  inversion,  les  coordonnées  Xi  d'un  point  M  demeurent 
proportionnelles  à  celles  û;'^  du  point  homologue  M',  prises  par 
rapport  à  cinq  nouvelles  sphères  orthogonales  qui  sont  les  inverses 
des  premières.  On  a 

(81)  ^'=-77^' 
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/.-  étant  le  module  de  l'inversion,  et  /'  la  distance  du  point  M'  au 
pôle  de  la  transformation.  Or,  considérons  une  fonction  V  satis- 
faisant à  l'équation  (80).   Comme  elle  est  supposée  mise  sous 

forme    homogène  et    de   degré  —  ->  on  aura,  si  on  l'exprime  en 

fonction  des  nouvelles  coordonnées  x\  du  point  M', 

V  désignant  ce  que  devient  V  quand  on  y  remplace  xi  par  x\. 

Puisque  V  ne  diffère  de  V  que   par  l'accentuation  des  lettres, 
on  aura  évidemment 

ou  encore 

c'est-à-dire  que  la  fonction  —•,  exprimée  en  fonction  des  coordon- 
nées du  point  M',  sera  une  solution  de  l'équation  du  potentiel. 
C'est  le  résultat  de  Lord  Kelvin  déjà  établi  plus  haut  (n°  156). 

IGi.   Cela  posé,  considérons  le  système  des  cyclides  homofo- 
cales  et  orthogonales,  défini  par  l'équation 

Si,  dans  cette  équation,  on  considère  les  xi  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  M,  elle  fera  connaître  trois  valeurs  de  }v,  que  nous 
désignerons  par  p,  p,,  Oo,   et  qui  seront  les  paramètres  des  trois 
cyclides  orthogonales  se  croisant  au  point  M. 
L'identité 

OÙ  l'on  a  posé 

(84)  /()0  =  (>^  -  «i)(À  -«,)•••  (X  -  «5), 

et  qui  est  analogue  à  une  équation  semblable  de  la  théorie  des 
D. 
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coordonnées  elliptiques,  nous  conduit  sans  effort  aux  résultais 
suivants. 

En  développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  néga- 
tives de  X  et  posant 

(85)  a  =  ai4- «2  +  . .  .4- as, 
on  trouve  d'abord 

(86)  ^a,.T}  =  P, 

(87)  2a?^;  =  P(a-p-p,-p,). 

En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'identité  (83)  par 
rapport  à  X,  et  faisant  ensuite  X=  0,  on  trouve 


P(p  —  Pl)(p  —  P2)  ^ 
A?) 


F'(P), 


équation  à  laquelle  il  faudra  joindre  celles  qu'on  en  déduirait  par 
l'échange  de  p  en  p,  et  en  p^.  On  a  d'ailleurs  identiquement 


àF 


et,  par  des  calculs  fort  simples  où  l'on  emploiera  l'équation 

hF'(p)  y-  =0, 

on  établira  sans  difficulté  les  relations  suivantes  : 

2fêr- 

'«ç^   dp    dp\  _ 
^  dxi  dxi  ~    ' 
^  dp   d?  _ 


(89) 


4 

F'(?)' 


ûXi  dxi 
à^-p 


^tl      =_    ?_- V ^'_ 

^dxj  F'(p)^p  — a/ 


d'-V 


>   — -        =  id, 

Ad  dxf 
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OÙ  les  sommes  doivent  être  étendues  à  toutes  les  valeurs  de  l'in- 
dice ^;   on  obtiendrait  des  relations  analogues  en  échangeant  o, 

Au  moyen  de  tous  ces  résultats,  on  peut  former  sans  difficulté 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  définit  le  potentiel.  La  fonc- 
tion V  que  l'on  doit  substituer  dans  l'équation  (80)  devant  être 

homogène  et  de  degré  —  -j   nous  l'écrirons 
_i 

(90)  V  =  P      *0(p,  pi,p2). 

P  étant  du  degré  2,  d'après  la  formule  (86),  et  p,  p(,  p2  ne  dépen- 
dant que  des  rapports  des  quantités  Xi,  cette  expression  de  V 
satisfait  bien  à  la  condition  exigée. 

En  la  substituant  dans  l'équation  (80),  et  tenant  compte  des 

_  5 
formules  (89),  nous  aurons  en  facteur  P  ^  dans  tous  les  termes; 

ce  facteur  étant  supprimé,  il  restera  l'équation 

£(3a-5p-5p,-5p.,-       ^p_p,^^p_^^p-..=  °. 

les  deux  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  le 
changement  de  p  en  p,  et  en  pa-  On  peut  encore  écrire  l'équation 
sous  la  forme 


H^ 


(p  —  Pl)(?  —  P2) 


d'oij  il  suit  immédiatement  qu'elle  sera  vérifiée  si  l'on  prend 
pour  cp  le  produit  /v,  ro  de  trois  fonctions  dépendant  respecti- 
vement de  p,  p,,  po,  la  première  étant  déterminée  par  l'équation 

(90  /(p)/-"+i/'(p)r'-4--l(5p3_3ap^+Cp-hD)/-=o, 

OÙ  C,  D  désignent  deux  constantes,  et  les  autres  fonctions  /'(,  /'2 
satisfaisant  aux  équations  toutes  semblables  que  l'on  obtient  en 
conservant  les  constantes  C,  D  et  changeant  p  en  p,  ou  en  pj. 

C'est  le  résultat  que  M.  Wangerin  avait  publié,  dans  le  Mémoire 
déjà  cité,  pour  les  cjclides  à  plans  principaux. 
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On  peut  conslaler  qu'il  est  en  parfaite  concordance  avec  celui 
que  nous  avions  établi  plus  haut. 

En  effet,  si,  dans  l'identité  fondamentale  (83)  qui  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  X,  on  donne  à  cette  variable  la  valeur  «/,  on 
obtiendra  l'équation 


(9^)  ...=>/. ^/<<"-p";;;-,-j;';""-'°->.  ' 

qui  fournira  les  valeurs  des  coordonnées  pentasphériques  .r/  en 
fonction  de  P,  de  p,  de  p,  et  de  p^.  Quant  à  la  valeur  de  P,  elle 
se  déduira  de  l'identité  (78) 

qui  donnei'a,  si  l'on  y  remplace  les  xi  par  leurs  valeurs  (92), 


<^3)       -à-lW"^ 


^P      ^RiV  /'{ai) 


11  suffit  ensuite  de  porter  la  valeur  des  Xi  dans  l'équation 


ds^. 


It 


qui  fait  connaître  l'élément  linéaire  de  l'espace  en  coordonnées 
pentasphériques  ('),  pour  obtenir  la  formule 

^^     1  (p^-p)(p,-p,)      ,   .    (p,-p)(p2-pi)  ,    1 

qui  donne  l'élément  linéaire  de  l'espace  exprimé  en  fonction  des 
variables  p,  p,,  pa-  Cet  élément  linéaire  reproduit,  avec  un  léger 
changement  de  notations,  la  forme  générale  que  nous  avons  ob- 
tenue plus  haut  pour  la  valeur  —  -  de  /«,  et  il  est  en  parfait  accord 
avec  les  formules  du  n"  122,  si  l'on  y  remplace  P  par  z-r^- 

(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (I"  Partie,  p.  219). 
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16o.  La  recherche  que  nous  venons  de  terminer  n'a  pas  un 
caractère  aussi  particulier  qu'on  pourrait  le  croire  au  premier 
abord.  Il  est  aisé  de  démontrer  qu'elle  nous  fait  connaître  tous  les 
cas  dans  lesquels  l'équation  de  la  chaleur  admet  des  solutions  de 
la  l'orme  suivante 

V  =  N/(p)/,(p,)/j(pO, 

où  N,  p,  p,,  02  sont  des  fonctions  déterminées  et  où/,  /, ,  /j  sont 
des  fonctions  qui  seront  uniquement  assujetties  à  satisfaire  à  des 
équations  linéaires  de  la  forme  suivante 

Un  calcul  des  plus  simples  nous  montre,  en  effet,  que  l'on  a 

A2V=//,/2A,N+2/7i/2A(p,N)+  2//;/,A(p„N)  +2//,/;a(p„n) 
-t-     2N//;/;a(p,,p2)     +'2N/'/,/;A(p,po+aN/'/;.AArp,p,) 

-  N/"/,/,A(p)  +    N/,/;'/,A(p,)     -i-N//,/nrp,) 

+       ^ffj,\,(p)       +    N//;/2Aj(p,)    -+-n//,/:a,(po. 

Par  suite,  si  dans  l'équation 

A,V  =0, 
on  remplace  les  //  par  leurs  valeurs  déduites  de  l'équalion,  on 
aura  une  équation   irilinéaire  par  rapport  aux  quotients  -^  qui, 

Ji 

devant  être  vérifiée  au  moins  pour  deux  valeurs  indépendantes  de 
chacun  de  ces  rapports,  devra  avoir  lieu  pour  toutes  leurs  valeurs 
possibles.  Comme  elle  ne  contiendra  les  produits  de  ces  rapports 
que  dans  les  termes  de  la  seconde  ligne,  il  sera  nécessaire  que 
l'on  ait 

A(pi,?2)  =  o,         A(p,p2)  =  o,         A(p,  p,)  =  o. 

Par  suite,  p,  p,,  pa  sont  les  paramètres  de  trois  familles  orthogo- 
nales, et  nous  retombons  précisément  sur  le  problème  que  nous 
venons  d'étudier. 


CHAPITRE  VI. 

LES    SYSTÈMES    TRIPLES    DE    M.    BIANCHI. 

Dans  ce  Chapitre,  on  se  propose  de  donner  une  nouvelle  application  de  la  mé- 
thode générale  de  recherche  en  déterminant  tous  les  systèmes  triples  ortho- 
gonaux pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de  surfaces  à  courbure 
totale  constante.  —  Cette  application,  due  à  M.  L.  Bianchi,  a  son  origine  dans  un 
théorème  de  M.  Weingarten  qui  fait  prévoir  l'existence  d'une  classe  étendue  de 
ces  systèmes.  —  Ce  théorème  peut  s'énoncer  comme  il  suit  :  Étant  donnée  une 

surface  (S)  à  courbure  totale  constante  -  >  si  l'on  porte  sur  la  normale  en  chacun 

de  ses  points  une  longueur  infiniment  petite  MM'  proportionnelle  à  cos-— , 

v/A- 
d  désignant  la  distance  géodésique  de  M  à  un  point  fixe  A  de  (S),  la  sur- 
face (S')  décrite  par  le  point  M'  est,  elle  aussi,  à  courbure  constante  t  et  elle 

fait  partie  avec  (S)  d'une  famille  de  Lamé.  —  Il  permet  évidemment  de  con- 
struire, de  proche  en  proche,  des  surfaces  à  courbure  constante  et  égaie,  qui 
dépendent  de  quatre  fonctions  arbitraires  et  forment  une  famille  de  Lamé.  — 
Examen  d'un  problème  auquel  conduit  naturellement  la  proposition  de 
M.  Weingarten;  propriétés  de  certains  systèmes  cycliques  se  rattachant  à  une 
surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution.  —  Exposé  des  recherches  de 
M.  Bianchi;  ce  géomètre  s'est  proposé  de  déterminer  tous  les  systèmes  triples 
pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de  surfaces  à  courbure  totale  con- 
stante; mais  il  a  donné  de  l'extension  aux  recherches  de  M.  Weingarten  en 
supposant  que  la  courbure  totale  puisse  varier  lorsqu'on  change  de  surface.  — 
Mise  en  équation  du  problème.  —  En  écartant  le  cas  spécial  où  les  surfaces 
cherchées  seraient  de  révolution,  on  obtient  une  forme  élégante  de  l'élément 
linéaire;  celte  forme  dépend  d'une  seule  fonction  u  qui  doit  satisfaire  à  trois 
équations  aux  dérivées  partielles  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  —  Étude 
de  ce  systènie  d'équations  aux  dérivées  partielles;  il  est  montré  que  son  inté- 
grale générale  dépend  de  cinq  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  —  Propriétés 
générales  des  systèmes  triples  auxquels  on  est  conduit;  M.  Bianchi  a  fait  voir 
qu'on  peut  leur  appliquer  la  transformation  de  M.  Backlund.  Il  suffit  pour 
cela  d'intégrer  trois  équations  de  Riccati  auxquelles  satisfait  une  même  fonction. 
—  Examen  particulier  des  systèmes  de  M.  Weingarten  pour  lesquels  la  courbure 
totale  ne  varie  pas  lorsqu'on  passe  de  l'une  des  surfaces  à  toute  autre  de  la 
même  famille.  —  On  vérifie  les  propriétés  géométriques  qui  résultent  de  la 
proposition  énoncée  plus  haut.  —  Recherche  d'une  classe  particulière  de  sys- 
tèmes de  Weingarten.  —  En  essayant  de  déterminer  tous  les  systèmes  triples 
pour  lesquels  les  neuf  quantités  H,.,  ^-^  dépendent  d'une  seule  variable  a,  on  est 
conduit  à  un  système  exclusivement  composé  d'hélicoïdes  à  courbure  totale 
constante. 
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1G6.  Parmi  les  applications  de  la  méthode  générale  de  re- 
cherche des  systèmes  triples  orthogonaux,  nous  signalerons  en- 
core celle  que  Ton  doit  à  M.  Bianchi  et  qui  concerne  les  systèmes 
triples  pour  lesquels  l'une  des  familles  se  compose  exclusivement 
de  surfaces  dont  la  courbure  totale  est  constante.  Cette  appli- 
cation a  son  origine  dans  un  élégant  théorème  de  M.  Wein- 
garten  ('),  dont  nous  allons  tout  d'abord  faire  l'étude  approfondie. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  surface  (S)  à  courbure 

constante  négative \-  C'est  un  théorème  dû  à  Ribaucour  que 

si,  d'un  point  quelconque  de  la  surface  comme  centre  et  dans  le 
plan  tangent,  on  décrit  un  cercle  de  rayon  «,  tous  les  cercles 
ainsi  obtenus  sont  normaux  à  une  famille  de  surfaces  (S,)  qui  sont 

toutes  à  courbure  constante  —^  et  qui  font  partie  d'un  système 
triple  orthogonal  ('■^). 

Voilà  donc  une  première  catégorie  de  systèmes  triples  ortho- 
gonaux pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de  surfaces 
à  courbure  constante.  Nous  les  nommerons  systèmes  de  Ri- 
baucour. Toute  surface  à  courbure  constante  (S)  fait  partie 
d'une  infinité  de  systèmes  de  Ribaucour.  Car,  si  l'on  prend  l'une 
quelconque  des  surfaces  dérivées  (S,)  définies  plus  haut  et  si  on 
lui  applique  la  même  construction  qu'à  la  surface  (S),  il  est  clair 
que  l'on  en  fera  dériver  une  série  de  cercles  tous  normaux  à  (S) 
et,  par  conséquent,  un  système  triple  orthogonal  dont  (S)  fera 
partie.  L'étude  approfondie  de  l'opération,  par  laquelle  on  dérive 
(S,)  de  (S),  a  été  faite  dans  nos  Leçons  {^),  je  n'y  reviendrai 
pas  ici. 

Étant  donnée  la  surface  (S),  associons-lui  l'une  quelconque 
des  surfaces  (S,)  :  nous  obtenons  ainsi  deux  surfaces  dont  nous 
désignerons  les  points  correspondants  par  M,  M,.  Nous  savons 
que  la  droite  MM,  est  normale  à  une  famille  de  surfaces  paral- 
lèles pour  lesquelles  la  différence  des  rayons  de  courbure  est  con- 
stante et  égale  à  a.  De  plus,  les  lignes  qui,  sur  la  surface  (S), 


(')  Nous  connaissons  ce  théorème  par  l'énoncé  qu'en  a  donné  M.  L.  Bianchi, 
dans  les  Rendiconti  de  l'Académie  royale  des  Lincei,  série  IV,  vol.  I,  p.  i63. 
(^)  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (III*  Partie,  p.  4^3,  n°  804). 
(•■')  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (III"  Partie,  Livre  VII). 
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sont  langentes  à  MM,  sont  des  géodésiques,  allant  toutes  con- 
courir en  un  même  point  de  la  surface  situé  à  Finfîni,  de  sorte 
que  la  construction  par  laquelle  on  passe  de  (S)  à  (S,)  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Sur  la  surface   (S)   à    courbure    constante   négative   —^5    on 

construit  toutes  les  géodésiques  qui  vont  passer  par  un  même 
point  à  l'infini  :  les  droites  {d)  tangentes  à  toutes  ces  géodé- 
siques sont  aussi  tangentes  à  une  autre  surface  (S,)  qui  est  encore 

à  courbure  constante -;  et  si  Ton  désigne  par  M  et  M,  les 

points  de  contact  de  chaque  tangente  avec  (S)  et  (S,),  on  a  tou- 
jours MM,  =  a. 

De  plus,  la  relation  entre  (S)  et  (S,)  est  réciproque,  et  les  géo- 
désiques de  (S,),  qui  sont  tangentes  à  ces  mêmes  droites  (â?), 
vont,  elles  aussi,  concourir  en  un  point  à  l'infini. 

167.  Tous  ces  points  étant  rappelés,  considérons  la  surface  (S,), 
construisons  dans  ses  plans  tangents,  et  des  points  de  contact 
comme  centres,  les  cercles  de  rayon  «;  les  surfaces  trajectoires 
orthogonales  de  ces  cercles  auront  toutes  leur  courbure  con- 
stante égaleà et  elles  formeront  une  famille  de  Lamé  dont  (S) 

fera  partie.  Proposons-nous  de  déterminer,  dans  cette  famille,  la 
surface  infiniment  voisine  de  (S).  Il  faudra,  pour  cela,  porter  sur 
la  normale  en  M  à  la  surface  (S)  une  longueur  infiniment  petite 
MM'=  H  que  nous  allons  déterminer. 

La  trajectoire  orthogonale  de  toutes  les  surfaces  associées  à  (S), 
étant  le  cercle  qui  passe  par  M  et  a  son  centre  en  M,,  sera  à  elle- 
même  son  propre  cercle  osculateur.  Il  va  donc  nous  être  permis 
d'appliquer  une  proposition  donnée  plus  haut,  au  n°  40. 

Nous  savons,  en  effet,  que  le  rayon  de  ce  cercle  osculateur  est 
donné  par  la  formule 

^  '  p  II   dn  ' 

—  désignant  la  dérivée  de  H  lorsqu'on  se  déplace  sur  la  surface 

suivant  la  courbe  tangente  au  rayon  du  cercle  osculateur.  Nous 
allons  montrer  comment  on  peut  calculer  cette  dérivée. 
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Construisons  sur  (S)  les  géodésiques  dont  les  tangentes  sont 
aussi  tangentes  à  (S,).  Si  l'on  rapporte  les  points  de  la  surface  au 
système  de  coordonnées  formé  de  ces  géodésiques  et  de  leurs  tra- 
jectoires orthogonales,  l'élément  linéaire  de  (S)  pourra  être  ra- 
mené à  la  forme 

( -2 )  c?s2  _  a-î ( du'^  +  e^'^dv^); 

y-  sera  égal  à -t-(').  Si  donc  on  applique  la  formule  (')  ^n 

y  remplaçant  p  par  «,  il  faudra  que  l'on  ait 

i_  _     I     ^T 
a        «  H   du 

ce  qui  donne,  en  désignant  par  C  une  constante  infiniment  petite, 
(3)  II -Ce". 

De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée   une  surface  à  courbure  constante  —^  dont 

l'élément  linéaire  est  ramené  à  la  forme  {i)^  si  l'on  porte  sur 
la  normale  en  chacun  de  ses  points  M  une  longueur  infiniment 
petite  MM  proportionnelle  à  e",  la  surface  infiniment  voisine, 

lieu  //eM',  sera,  elle  aussi,  à  courbure  constante  négative ^ 

et  elle  fera  partie,  avec  (S),  d'une  même  famille  de  Lamé. 

Ce  théorème  peut  être  immédiatement  généralisé.  On  sait,  en 
effet,  que  l'élément  linéaire  de  la  surface  (S)  peut  être  ramené 
d'une  infinité  de  manières  à  la  forme  (2).  Si  l'on  effectue  la  sub- 
stitution définie  par  les  formules  suivantes  : 


(4) 


OÙ  a  désigne  une  constante,   cet  élément  linéaire  deviendra,   en 


(')  H  ne  dépend  que  de  u;  cela  résulte  de  la  théorie  développée  dans  nos 
Leçons,  théorie  qui  conduirait  d'ailleurs  très  aisément  à  l'expression  de  H  donnée 
par  la  formule  (3). 
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effet  ('): 

(5)  ds^  =  aHdu'^-^e'-"'dv'i). 

Le  théorème  subsistera  donc  si  la  longueur  MM'  porté  sur  la 
normale  est  e"',  c'est-à-dire  a  pour  valeur 

(6)  gîi' —  (j.  _  a)2(3«-f- g-". 

Cette   expression  est   une  combinaison  linéaire  des  trois  sui- 
vantes : 

(7)  ç-e'^-{-e-",     pe",     e"  ; 

et,  d'après  la  forme  linéaire  des  équations  du  problème,  on 
aperçoit  immédiatement  que  le  théorème  précédent  s'appliquera 
à  toute  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  de  ces  trois 
expressions.  En  eff'et,  pour  que  la  surface  (S')  infiniment  voisine 
de  (S),  décrite  par  le  point  M',  appartienne  avec  (S)  à  une  famille 
de  Lamé,  il  faut,  nous  le  savons,  que  MM'  vérifie  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  l'équation  étudiée  au  Livre  I, 
(Chap.  111  et  IV).  Or  cette  équation  ne  saurait  admettre,  pour 
toutes  les  valeurs  de  a,  la  solution  (6)  sans  admettre  aussi  les 
trois  solutions  particulières  (7).  Le  raisonnement  est  le  même  en 
ce  qui  concerne  la  courbure.  Sans  faire  de  calcul,  on  reconnaît 
immédiatement  que  la  courbure  totale  de  (S')  au  point  M'  diffère 
de  la  courbure  de  (S)  au  point  M  d'une  quantité  qui  est  une  fonc- 
tion linéaire  de  MM'  et  de  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres. 
Par  conséquent,  ici  encore,  si  cette  différence  s'annule  pour  la 
solution  (6),  elle  s'annulera  aussi  pour  les  trois  solutions  (7)  et, 
par  suite,  pour  une  quelconque  de  leurs  combinaisons  linéaires. 

Or,  considérons  la  combinaison  linéaire  suivante 

{v  —  a)2e«-+-(p2  4_  e-2M)eH. 

D'après  une  formule  connue  (^),  elle  représente 

ap  cos  — .} 


(■)  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (IIP  Partie,  n°  796). 
(^)  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (111°  Partie.  n°  789). 
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d  désignant  la  dislance  géodésique  du  point  de  coordonnées  a,  v 
au  point  dont  les  coordonnées  sont 

u  = —  Logp,        V  —  T.; 

2  [3  pouvant  être  remplacé  par  un  facteur  de  proportionnalité 

et  — .  étant  la  racine  carrée  de  la  courbure,  nous  pouvons  énoncer 

ai  *■ 

le  théorème  de  M.  Weingarten  : 

Étant  donnée  une  surf  ace  {^)  à  courbure  totale  constante  t» 
si  l'on  porte  sur  la  normale  en  chacun  de  ses  points  M  une 
longueur  infiniment   petite    MM'  proportionnelle  à   cos— j 

d  désignant  la  distance  géodésique  de  M  à  un  point  fixe  A 
de  (S),  la  surface  (S')  décrite  par  le  point  M'  est,  elle  aussi,  à 

courbure  totale  j  et  elle  fait  partie  avec  (S)  d'une  même  fa- 
mille de  Lamé. 

En  répétant  la  même  construction  sur  (S'),  on  en  déduira  une 
surface  nouvelle  (S"),  puis  une  suite  illimitée  de  surfaces  (S'"), 
(S"),  .  .  .,  qui  formeront  une  famille  de  Lamé.  Cette  famille 
sera  assez  générale,  car  elle  dépendra  de  quatre  fonctions  arbi- 
traires d'une  variable,  ceUes,  au  nombre  de  deux,  qui  entrent 
dans  la  définition  de  (S),  puis  celles  qui  servent  à  définir  les  po- 
sitions des  points  A,  A',  A",  . .  .  dans  les  surfaces  correspondantes 
(S),  (S'),  (S"),  ....  Un  raisonnement  intuitif  montre  même  que 
l'on  pourra  choisir  arbitrairement  (S)  et  une  des  trajectoires 
orthogonales  de  la  famille  de  Lamé. 

Désignons,  en  effet,  par  (C)  cette  trajectoire  orthogonale,  qui 
coupera  normalement  (S)  en  un  point  P.  Comme  on  connaît  en 
ce  point  le  cercle  osculateur  de  (C)  et  comme  H  est  constant  en 
même  temps  que  d^  on  sait  déjà  (n°  40)  que  le  point  A  sera  sur  la 
géodésique  admettant  pour  tangente  en  P  la  section  du  plan  tan- 
gent à  la  surface  par  le  plan  osculateur.  D'autre  part,  d'après  la 
formule  déjà  rappelée  (i),  le  rayon  connu  de  ce  cercle  osculateur 
doit  être  défini  par  la  formule 

1  __  1  :^ 
p  ~       n  On' 


300  LIVRE    II.   —   CHAPITRE    VI. 

OÙ  H  désigne  MM';  el,  comme  on  a  ici 

II  =  cos— —  , 

et  comme  -—  n  est  autre  que  la  denvee  prise  par  rapport  a  a,  on 

aura 

I         1  d 

-  =  —1.  tang— ^, 

p     ^k     V>t 

équation  qui  fera  connaître,  en  grandeur  et  en  signe,  la  distancée? 
de  P  au  point  A,  sur  la  géodésique  passant  par  P  et  déterminée 
plus  haut.  On  pourra  donc  construire  le  point  A  et,  par  suite, 
faire  dériver  (S')  de  (S).  Recommençant  le  raisonnement  avec 
(S')  et  continuant  ensuite  indéfiniment,  on  pourra  reconstruire 
toute  la  famille  de  Lamé. 

Ces  raisonnements  demandent  sans  doute  à  être  complétés, 
mais  ils  donnent  une  idée  très  nette  a  priori  des  systèmes  que 
nous  voulons  étudier.  Avant  de  retrouver  tous  les  résultats  par 
une  analyse  plus  irréprochable,  nous  allons  étudier  quelques 
questions  qui  sont  clairement  posées  par  les  énoncés  précédents. 

168.  La  construction  que  M.  Weingarten  a  donnée,  pour  passer 
de  la  surface  (S)  à  la  surface  (S'),  offre  ce  caractère  essentiel 
qu'elle  est  indépendante  de  la  forme  de  la  surface  (S)  et  demeure 
la  même  quand  celle-ci  se  déforme  d'une  manière  quelconque. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  nous  proposer  le  problème  suivant  : 

Étant  donnée  une  surface  quelconque  (S),  on  porte  sur  ses 
normales  des  longueurs  infiniment  petites  MM'.  Est-il  pos- 
sible que  la  surface  (S')  décrite  par  M'  appartienne  toujours, 
avec  (S),  à  une  famille  de  Lamé,  lorsque  (S)  se  déformera  de 
toutes  les  manières  possibles  en  entraînant  avec  elle  les  petites 
normales  MM'? 

Pour  résoudre  cette  intéressante  question,  nous  supposerons 
la  surface  rapportée  à  des  coordonnées  curvilignes. 

Nous  construirons  le  trièdre  (T)  attaché  à  la  surface  et  nous 
emploierons  le  Tableau  IV  de  formules  donné  dans  nos  Leçons 
sur  la  théorie  des  surfaces  (IP  Partie,  p.  387). 

Formons  d'abord,  d'une  manière  générale,  l'équation  linéaire 
aux   dérivées  partielles  du  second  ordre  à   laquelle  satisfont  les 


,0) 
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fonctions 

I,    x',  y,    z',    x'--r- y-  -\-  z'-, 

./:•', ^'',  z'  désignant  les  coordonnées  absolues  d'un  point  de  la  sur- 
face, c'est-à-dire  les  coordonnées  relativement  à  un  système  fixe 
d'axes  coordonnés  rectangulaires. 

Nous  savons  que  les  caractéristiques  de  cette  équation  seront 
les  lignes  de  courbure,  et,  par  suite,  c'est  à  elle  que  devra  satis- 
faire la  plus  courte  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voisines. 
Au  lieu  de  calculer  à  la  fois  x\  y  j  z' ,  nous  remarquerons  que 
l'équation  aux  dérivées  partielles  précédente  est  caractérisée  par 
la  propriété  d^ admettre  comme  solution  particulière  le  carré 
de  la  distance  du  point  de  la  surface  à  un  point  fixe  quel- 
conque de  Vespace. 

Or,  si  l'on  désigne  par  .r,  j-,  c  les  coordonnées  d'un  point  fixe 
de  l'espace  relativement  au  trièdre  (T)  attaché  à  la  surface,  on  a, 
comme  on  sait, 


(8) 


le  carré  de  la  distance  à  un  point  fixe  de  l'espace  aura  donc  pour 
expression 

(9)  ^^x^.^y^-^z\ 

Les  dérivées  de  cette  fonction  8  se  calculent  aisément  à  l'aide 
des  formules  précédentes  et  sont  données  par  le  Tableau  suivant  : 

1  du  ôv 

Éliminant  x,  y,  z  entre  ces  équations,  de  manière  à  obtenir 
une  équation  homogène  en  0,  nous  voyons  que  9  satisfera  à  l'équa- 


dx 

dx 

ày 

-f-  -h   r.   -^  rx  —  pz  —0, 
du 

àv 

-f- +   r,,  -h  riX  —  PiZ 

dv           '                      -^  ' 

^+/>7-'7^  =  o, 

dz 
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lion  aux  dérivées  partielles  linéaire  suivante  : 

?  7)  o 


dO 


dQ 

du 

d^ 

dç 

ôH 

àl 

dû^ 

du 

dn 

d^ 

dudv 

dv 

(PO 

d^ 

â^ 

dv 

rir 


^i''i 


du 

di> 
dt]i 
di> 


\r 

-^^p-lq 

\r. 

-r,pi~\qi 

\^r. 

■r\\P\—\\q 

?^+ 


Telle  est  donc  aussi  l'équation  à  laquelle  devra  satisfaire  la  plus 
courte  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voisines.  Cette  équa- 
tion, dans  notre  hypothèse,  devra  avoir  une  solution  particulière 
6  =  II, 

qui  se  conservera  quand  la  surface  se  déformera  de  toutes  les  ma- 
nières possibles. 

Or,  lorsque  la  surface  se  déforme,  il  existe  entre  les  rotations 
Pi  <]i  P*  ?  9*  ^^^  seule  relation  linéaire 

■npi  —  ^qi'-^-nip  —  ^q, 

à  laquelle  ne  pourra  jamais  se  réduire  l'équation  (i  i)  donnée  plus 
haut.  11  faudra  donc  que  la  solution  9  =  H  vérifie  les  trois  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  que  l'on  obtiendra  en  supprimant, 
dans  le  déterminant  précédent,  l'une  quelconque  des  trois  der- 
nières lignes  et  la  quatrième  colonne.  En  d'autres  termes,  il  sera 
nécessaire  et  suffisant  que  tous  les  déterminants  contenus  dans  le 
système  linéaire 


dH 

du 

dH 

dv 

(12) 

d-ni 

àu^ 

ou 

d^W 

du  dv 

dv 

dn\ 

dv^ 

dv 

soient  nuls. 

^i''I 


du 

dr]         . 

dv         ^ 
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Il  y  a  une  solution  évidente 

H  =  const. 

qui  correspond  au  passage  à  la  surface  parallèle.  Mais,  si  nous 
l'écartons  pour  chercher  les  autres,  on  doit  supposer  que  les  deux 
dérivées  premières  de  H  ne  soient  pas  nulles  en  même  temps. 

Pour  obtenir  des  formules  simples,  supposons  que  l'on  ait  rap- 
porté la  surface  au  système  de  coordonnées  formé  avec  les  courbes 
H  =  const.  et  leurs   trajectoires  orthogonales.  Alors,  on  pourra 

faire 

II  =  «,        Tj  =  f  1  =  o  ; 

et,  en  appliquant  les  Ibrmules  du  Tableau  IV  de  nos  Leçons  sur 
la  théorie  des  sur/aces,  on  aura  les  deux  conditions  : 

ÔK  d{XG) 

—  =  o,  — ^T =  o; 

di>  ou 

d'où  l'on  déduit  aisément  que  l'élément  linéaire  de  la  surface 
cherchée  sera  réductible  à  la  forme 

(t3)  ds'-=^  o^-{u)ilu^-^  ~^^  dç'-. 

De  là,  il  résulte  qu'elle  est  applicable  sur  une  surface  de  révo- 
lution et  comme  l'élément  d'aire  est  du  di>,  on  est  conduit  au  théo- 
rème suivant  : 

Considérons  une  sur/ace  (S)  et  imaginons  que  l'on  porte 
sur  toutes  ses  normales  des  longueurs  infiniment  petites  MM', 
de  manière  à  obtenir  une  suif  ace  infiniment  voisine  (S')  qui 
forme  avec  (S)  une  famille  de  Lamé.  Pour  que  cette  propriété 
subsiste  lorsque  (S)  se  déforme  de  toutes  les  manières  possibles 
en  entraînant  toutes  les  petites  normales  MM',  il  faut,  ou  bien 
que  MM'  soit  une  constante,  ou  bien  que  (S)  soit  applicable  sur 
une  certaine  surface  de  révolution  (S).  Alors,  pour  définir 
toutes  les  longueurs  MM',  on  portera  sur  chaque  normale  à 
(S)  une  longueur  proportionnelle  à  l'aire  comprise  entre  un 
parallèle  fixe  et  le  parallèle  qui  passe  par  le  pied  de  cette 
normale. 

Ce  parallèle  fixe  pouvant  être  choisi  arbitrairement,  l'expression 
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de  H  contiendra  une  constante  arbitraire  en  dehors  du  facteur  de 
proportionnalité. 

Par  exemple,  si  la  surface  est  à  courbure  constante  —■,  on 
pourra  ramener  son  élément  linéaire  à  la  forme 

et  il  faudra  porter  sur  chaque  normale  des  quantités  proportion- 
nelles à 

cosO+A-. 

Dans  le  cas  particulier  des  surfaces  à  courbure  constante,  qui 
sert  de  point  de  départ  à  cette  recherche,  la  surface  (S')  conserve 
toujours  la  même  courbure  totale,  lorsque  la  surface  (S)  se  déforme 
el,  par  suite,  la  surface  (S')  demeure  toujours  applicable  sur  elle- 
même.  Cette  propriété,  il  est  aisé  de  le  reconnaître,  ne  saurait 
subsister  lorsque  la  surface  (S)  a  sa  courbure  totale  variable.  En 
effet,  lorsqu'elle  se  déforme  en  demeurant  de  révolution,  la  sur- 
face (S')  est  aussi  de  révolution.  Par  suite,  si  celle-ci  demeurait 
toujours  applicable  sur  elle-même,  elle  devrait  l'être  sur  une  sur- 
face de  révolution  dont  les  parallèles  correspondraient  à  ceux  de 
la  surface  (2).  Un  calcul  que  nous  omettons  montrera  au  lecteur 
que  cela  n'arrive  jamais.  Cette  remarque  accroît  encore  l'intérêt 
du  théorème  de  M.  Weingarten. 

109.  Nous  avons  vu  (n°'  40,  41  et  46)  qu'à  chaque  valeur  de  H 
correspond  un  système  cyclique  formé  par  les  cercles  osculateurs 
des  trajectoires  et  v/ce  versa,  l^e  théorème  précédent  montre  donc 
qu'il  existe  des  systèmes  cycliques  formés  de  cercles  normaux  à 
une  surface  (S)  et  qui  conservent  cette  propriété  lorsque  la  sur- 
face se  déforme  de  toutes  les  manières  possibles  en  entraînant  ces 
cercles.  La  surface  (S)  est  alors  applicable  sur  une  surface  de  ré- 
volution (2)  et  les  plans  des  cercles  qui  composent  le  système 
sont  tangents  à  la  surface  complémentaire. 

Le  raisonnement  suivant  par  lequel  on  peut  retrouver  cette 
propriété  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  de  révolution 
mettra  une  fois  de  plus  en  évidence  l'intérêt  qu'il  y  a  à  introduire 
l'imaginaire  en  Géométrie. 
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Si  réléinenl  linéaire  d'une  surface  (S)  est  réduclible  à  la  forme 

(  I  j  I  ds-  —  du^-^  C^  rfi'2, 

où  G  est  fonction  de  ?/,  on  sait  que  cette  surface  (S)  est  appli- 
cable sur  une  surface  de  révolution  (S);  de  plus,  les  tangentes  aux 
géodésiques  de  paramèlre  v  touchent  une  autre  surface  (S|)  dont 
l'élément  linéaire  est  réduclible  à  la  forme 


(^7 


^  ,       /'CC"\2  ^  ,       dw'- 

ds}=  {  -r^    ]     dir-  -4-  -^ 


Par  suite,  cette  surface  (S|),  que  nous  appellerons  avec  M.  Bian- 
clii  ta  surface  complémentaire  de  (S),  est,  elle  aussi,  applicable 
sur  une  surface  de  révolution  (S,)  ('). 

Nous  avons  étudié  cette  proposition  avec  tous  les  détails  né- 
cessaires, nous  en  signalerons  ici  une  conséquence  nouvelle  et 
singulière  :  c'est  que  toute  surface  de  révolution  peut,  en  se  dé- 
formant, venir  s'appliquer  sur  une  droite  quelconque.  Imaginons, 
par  exemple,  que  (S),  en  se  déformant,  vienne  s'appliquer  sur  la 
surface  (S),  il  faudra  bien  que  la  surface  (S,)  vienne,  en  se  dé- 
formant, s'appliquer  sur  l'axe  même  de  (S);  chaque  point  de  cet 
axe  contiendra  tous  les  points  de  (S,)  qui  correspondent  à  un 
même  parallèle  de  (S).  Nous  allons  retrouver  cette  proposition  et 
montrer  de  plus  que  (S(),  en  se  déformant,  peut  même  se  ré- 
duire à  une  droite  isotrope. 

En  effet,  nous  savons  que  la  variable  w  employée  plus  haut, 
dans  la  formule  (i5),  est  définie  par  la  quadrature 

(i6)  dw  ^C(q  du-\-  fjid^'), 

OÙ  nous  conservons  toutes  les  notations  de  nos  Leçons  (IP  Partie, 
n"  749).  Les  quantités  ^,  ^,  satisfont,  avec  les  autres  rotations  du 
Irièdre  (T)  attaché  à  (S),  aux  relations 


(«7) 


ôv         au 


P^li  —  (JPi  =  Oj 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (lit"  Partie,  Livre  VII,  Clinp.  X). 

t).  20 
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En  général,  la  rotation  q^  n'est  pas  nulle,  (v  est  alors  une  fonction 
qui  ne  dépend  pas  uniquement  de  u\  l'expression  de  ds\  est  une 
somme  de  deux  carrés  et  convient  à  une  surface  (S,  )  qui  a  réelle- 
ment deux  dimensions.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  l'hypothèse 

gr,  =  o, 

peut  être  admise;  elle  réduit  alors  ds\  à  un  carré  parfait  et  la  sur- 
face (S<)  à  une  ligne  droite.  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

^  =  o,  C"  =  qpi, 

dv  du  ^ 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant, 

c  ce 

(l8)  p}-\-C-  =  h^.         q  —  —j  dw  — du. 

'       Pi  Pi 

h  désignant  une  constante. 

1/élément  linéaire  de  (S,)  prend  alors  la  forme  suivante  : 

*î  =  (§^)'-, 

c'est-à-dire  qu'il  se  réduit  à  un  «arré  parfait.  Il  est  aisé  de  vérifier^ 
d'après  les  résultats  donnés  au  n°7-49  de  nos  Leçons,  que  (S,)  se 
réduit  à  une  droite.  Si  la  constante  h  devient  nulle,  cette  droite 
est  isotrope. 

Ainsi,  il  existe  une  infinité  de  déformations  simultanées  des 
surfaces  complémentaires  (S)  et  (S,)  dans  lesquelles  l'une 
d'elles  (S,)  se  réduit  à  une  droile  {d),  et,  parmi  elles  il  j  en  a 
une  pour  laquelle  cette  droite  est  isotrope. 

Soit  (So)  l'une  des  formes  de  (S)  pour  lesquelles  (S,)  se  réduit 
à  une  droite  (d)  et  soit  alors  m  un  point  quelconque  de  (d).  La 
sphère  de  rajon  nul  admettant  pour  centre  le  point  m  coupera  les 
plans  tangents  de  (Sq)  suivant  des  cercles  (Co)  et  nous  savons  (') 
que,  lorsque  (S,,)  se  déforme,  en  entraînant  ces  cercles  (Cq),  de 
manière  à  reprendre  sa  forme  primitive  (S),  les  nouvelles  posi- 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (IIF  Partie,  Livre  VII,  Chap.  VIII). 
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dons  (G)  des  cercles  (Go)  engendrent  un  système  cyclique,  quel 
que  soit  le  point  m  choisi  sur  [d). 

Au  lieu  de  rattacher  tous  les  cercles  (G)  à  la  surface  (S),  on 
peut  définir  leur  position  relativement  à  la  surface  complémen- 
taire (S,  ). 

Soit/?  un  point  de  (S),/>,  le  point  correspondant  de  (S,),  les 
plans  tangents  en  /?,  /?,  aux  deux  surfaces  se  coupent  suivant  la 
droite /?/>,,  ils  sont  rectangulaires  et  forment  avec  ppi  une  figure 
qui  demeure  invariable  lorsque  (S)  et,  par  suite,  (S,  )  se  déforment 
d'une  manière  quelconque. 

Lorsque  (S)  prend  la  forme  (So)  pour  laquelle  (S,)  se  réduit  à 
une  droite  (d),  pt  devient  le  point  où  le  plan  tangent  en  p  k  (So) 
vient  couper  la  droite  (d),  le  plan  tangent  à  (S,)  en/?,  se  réduit 
au  plan  passant  par  les  droites  (d)  et  ppi',  de  sorte  que  le 
cercle  (Gq)  défini  plus  haut  a  nécessairement  son  centre  sur  la 
droite  pp, .  Il  en  sera  donc  de  même  des  cercles  (G). 

Ainsi,  étant  donnée  une  surface  (S,)  applicable  sur  une  surface 
de  révolution,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  cycliques  que  l'on 
peut  rattacher  comme  il  suit  à  cette  surface  :  si  /?,  est  un  point 
quelconque  de  (S,),  il  lui  correspondra  un  cercle  dont  le  centre 
sera  situé  sur  la  tangente  en  /?,  à  la  géodésique  qui  résulte  de  la 
déformation  d'un  méridien  et  dont  le  plan  sera  le  plan  osculateur 
à  cette  géodésique.  Et  le  système  de  tous  ces  cercles  ne  cessera 
pas  de  rester  cjclique  lorsque  la  surface  se  déformera  d'une  ma- 
nière quelconque  en  les  entraînant. 

Gomme  les  déformations  qui  réduisent  (S,)  à  une  droite  (d) 
dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  h,  comme,  d'autre  part,  on 
peut  choisir  arbitrairement  le  point  m  sur  chaque  droite  (c/),  les 
systèmes  cycliques  précédents  dépendent  de  deux  paramètres. 

Parmi  eux,  nous  devons  distinguer  ceux  qui  correspondent  au 
cas,  signalé  plus  haut,  où  la  droite  (d)  est  isotrope;  alors,  comme 
chaque  point-sphère  ayant  son  centre  sur  cette  droite  la  contiendra 
tout  entière,  les  cercles  (Go)  et,  par  suite,  les  cercles  (G)  passeront 
par  le  point />,.  Ils  deviendront  normaux  à  (S()  en  ce  point. 

Il  est  ainsi  établi  par  la  Géométrie  qu'à  chaque  surface  appli- 
cable sur  une  surface  de  révolution,  on  peut  faire  correspondre 
une  suite  simplement  infinie  de  systèmes  cycliques;  ces  systèmes 
sont  formés  de  cercles  normaux  à  la  surface  et  ne  cessent  pas  de 
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rester  cycliques  quand  la  surface  se  déforme  d'une  manière  quel- 
conque en  entraînant  tous  les  cercles.  Les  plans  de  ces  cercles 
demeurent  tangents  à  la  surface  complémentaire. 

170.  Après  ces  remarques  sur  la  proposition  de  M.  Wein- 
garten,  nous  allons  faire  connaître  l'extension  que  lui  a  donnée 
M.  Bianchi.  Non  seulement  l'éminent  géomètre  a  démontré  en 
toute  précision  l'exislence  des  systèmes  triples  orthogonaux  que 
le  théorème  de  M.  Weingarlen  permettait  de  prévoir;  il  a  mis, 
de  plus,  en  évidence  l'existence  d'une  infinité  d'autres  familles 
de  Lamé  qui  sont  toujours  composées  de  surfaces  à  courbure 
constante;  mais  la  courbure  de  chaque  surface  n'est  pas  la  même; 
elle  varie  suivant  une  loi  quelconque,  lorsqu'on  passe  de  l'une 
des  surfaces  à  toute  autre  de  la  même  famille.  Il  a  fait,  en  outre, 
connaître  un  grand  nombre  de  propriétés  géométriques  des 
systèmes  triples  auxquels  on  est  ainsi  conduit  (').  Nous  allons 
démontrer  ici  les  plus  essentiels  des  résultats  que  l'on  doit  à 
M.  Bianchi. 

Considérons  un  système  triple  et  supposons  que  les  surfaces  à 
courbure  totale  constante  soient  celles  dont  le  paramètre  est  p. 
Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbure  de  toutes  les 
surfaces,  qui  pourrait  être  tantôt  positive  et  tantôt  négative,  soit 

négative  et  égale  à  —  iTï'  '^  ^^^^^  "'^^  constante  s'il  s'agit  des  sys- 
tèmes de  M.  Weingarten,  et  une  simple  fonction  de  p  s'il  s'agit 
de  ceux   de  M.  Bianchi.  Exprimons  d'abord  que  les  surfaces  de 

paramètre  p  ont  leur  courbure  totale  égale  à  —  —  • 

Les  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  de  paramètre  o  sont 
donnés  par  les  formules  (n"  107) 

j_  _  _     i_  ^Hi  _1_ r      dlij 

^'^^^  Ho,  ""       mil    Op  '  Ho2  ~       HH2    dp   ' 


(')  Les  recherches  de  M.  L.  Bianclii  sont  résumées  dans  ses  evcellentes  Lezioni 
di  Geometria  differertziale.  Elles  sont  développées  principalement  dans  deux 
Mémoires  insérés  aux  tomes  XIII  el  XIV  des  Annali  di  Matematica  de  Milan, 
2"  série.  On  pourra  consulter  aussi  les  deux  Notes  insérées  le  i5  février  et  le 
i5  mars  i883,  dans  les  Rendiconti  de  l'Académie  Hoyalc  des  Lincei,  série  IV, 
t.  I. 
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Posons,  en  inlrodiiisant  une  variable  auxiliaire  o), 

(•21)  Roi  =  Rcotw,  R02  —  — Riangw. 

Il  viendia 

,      ,  dIogH,  H  dIogH,        II 

(..)  —^^  =-^  tang.>,  — ^    ^  -cota,. 

o-  .  11     CHi     àW',    1  11         1         , 

bi  nous  portons  ces  valeurs  de  -—>  -^  dans  celles  des  equa- 

lions    (B)    qui     conliennenl    après    leur    développement  -r — r-'  , 

dnu  '^  ^' 

- — =->  nous  aurons 

dç>  dp  1 

\  ÏT  Â^  =  — tangcoy    , 

j    I     dU,  dio 

f  rr  T^  =      coiw— -. 

Ou  déduira  de  là,  en  intégrant, 

(24)  Hi=S2Cos(A>,         Ho^Sisinw, 

S/t  ne  dépendant  pas  de  la  variable  o/^. 

Substituons  ces  valeurs  de  H,,  Ho  dans  les  équations  (aa);  elles 
nous  donnent  les  deux  suivantes  : 


(25) 


()logSi 

àp 

=  cotwj 

/H 

c^logS, 

dp 

=  —  lan 

g^»( 

.  R  ~~  ~ùo 

Si  donc  on  n'a  pas,  à  la  fois. 


II  OlM    _  Ô^i     _  àSi 

R         Op  '  dp    ~     '  Op 


on  déduira  des  équations  précédentes  la  relation 


dlogSi  c^logS, 

tangco r2 h  cotu) 


àp  dp 

et,  par  suite,  tangto  sera  de  la  forme 

(26)  tangco  —  -,  ;^  "-^-- 

^(P.P2) 


3lO  LIVRE    II.   —    CHAPITRE    VI. 

Nous  allons  voir  que  celte  hjpolhèse  conviendrait  aux.  seuls 
systèmes  pour  lesquels  toutes  les  surfaces  à  courbure  constante 
sont  de  révolution. 

171.  En  effet,  considérons  une  surface  particulière  de  para- 
mètre p.  Son  élément  linéaire,  qui  est  donné  par  la  formule 

ds^-  =  cos^to  S^  dp\  -t-  siii^wSioJpl, 

peut  être  ramené  à  la  forme  plus  simple 

(7,7)  ds-  =  cos-to  du^-h  sin^w  di>^. 

Il  suffît,  pour  cela,  de  poser 

(28)  u=  /Sjf/pi,        (' =  ISidpi. 

Avec  ce  changement  de  variables,  la  formule  (26)  nous  donnera 

(29)  tangu)  =  ^,, 

U  et  V  dépendant  respectivement  de  u  et  de  v.  D'autre  part,  en 
exprimant  que  la  courbure  totale  est  égale  à  —  -rr,^,  on  aura 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

c)-io        0-ixi  __  sintocoso) 

à  laquelle  devra  satisfaire  w.  Si  l'on  remplace  w  par  sa  valeur  dé- 
duite de  l'équation  (29)  et  si  l'on  emploie  la  notation  de  La- 
grange  pour  les  dérivées  de  U  et  de  V,  il  viendra  la  condition 

/U"  V"\  U2+V2 

(30)  (^•^--^j(U^-V^)^-^+2U'^+2V'^. 

Cette  équation  fonctionnelle,  dérivée  successivement  par  rap- 
port à  u  et.  à  Çj  nous  donnera 

(-)'vv..(-)'...o. 
On  déduit  de  là  que  l'on  doit  poser,  k  désignant  une  constante, 

(-u'')'=''"^''         (t)'  =  -<*^^' 
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En  intégrani,  on  aura  d'abord 
h  et  A,  désignant  de  nouvelles  constantes,  puis 

U'2  =  k\]''-\-/l  U2-h  l,  V'2  =  —  AV4+  /ti  V2-f-  /,, 

/  et  /,  étant  encore  des  constantes.  En  portant  les  valeurs  de  U', 
V,  U",  V"  dans  l'équation  fonctionnelle,  il  viendra 

Les  coefficients  de  U-  et  de  V-  ne  pourraient  être  nuls  en 
même  temps  que  si  la  surface  avait  une  courbure  totale  nulle, 
c'est-à-dire  se  réduisait  à  une  développable  ou  à  un  plan.  Si  nous 
écartons  ces  cas  déjà  étudiés,  il  faudra  donc  que  l'une  des  fonc- 
tions U  ou  V  se  réduise  à  une  constante.  Mais  alors,  w  ne  dépen- 
dant que  de  l'une  des  variables  u  et  r,  on  sait  que  la  surface  est 
de  révolution. 

Ces  systèmes  formés  de  surfaces  de  révolution  peuvent  être 
construits  a  pi'iori.  Ecartons  le  cas,  déjà  étudié,  où  elles  sont 
toutes  des  sphères;  il  résulte  de  la  proposition  démontrée  au 
n°  64,  que  l'axe  de  révolution  sera  commun  à  toutes  les  surfaces 
qui  composent  une  telle  famille  de  Lamé.  Or  une  surface  à  cour- 
bureconstanle  de  révolution,  qui  admet  un  axe  donné  de  révo- 
lution, dépend  de  trois  constantes  arbitraires. 

En  établissant  deux  relations  entre  ces  trois  constantes,  on 
formera  une  infinité  de  familles  de  Lamé  répondant  aux  con- 
ditions du  problème  et  l'on  trouvera  sans  difficulté,  en  construi- 
sant les  trajectoires  orthogonales  des  méridiens,  la  famille  de 
surfaces  de  révolution  qui,  jointe  à  l'ensemble  des  méridiens,  com- 
plète le  système  triple  cherché. 

172.  Si  nous  écartons  encore  cette  solution  spéciale  du  pro- 
blème, nous  voyons  qu'on  devra  supposer 

H  =  n  — ,         -7—  =  o,         —  =  o  : 

dp  dp  dp 

S,  dépendra  de  la  seule  variable  p^  et  S^  de  la  seule  variable  p,. 
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Par  suite,  en  substituant  à  pi  et  à  02  les  deuK  quadratures 


/  Sidpi,  I  Sidpi, 


on  pourra  ramener  l'expression  de  l'élément  linéaire,  dans  le  sys- 
tème orthogonal  clierclié,  à  la  forme  élégante 

(32)  ds'-=  lV^f^Y(/p^--^cos'-oidpl-hsin^ojdpl., 
c'est-à-dire  prendre 

(33)  H  =  R^,  Ui  =  cosM.  H2=sinw. 

dp 

Il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  ces  expressions  de  H,  H,,  Ho 
dans  les  équations  fondamentales  (B)  et  (B')  pour  obtenir  les 
équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  devra  satisfaire  co. 
On  est  ainsi  conduit  aux  formules  suivantes. 

Calculons  d'abord  les  rotations  [i^y;.  On  aura 

„     _       sinco  o     _  ^^       ^^^ 

(^^>  ^P"^-      -R-'        ^^»-     ilT^  J^' 

En  les  substituant  dans  les  six  équations  (B),  (B'),  il  restera 
seulement  les  quatre  équations  suivantes  : 

_  d^M        à^io        sinwcosto 
°  ^  =  d^  ■"  d^  ^ÎP        ■  =  '^  ' 

l)b  =  —— , , cotto r — r—  -+-  tangw— -  -,—-3—  =  o, 

opopiâp^  opi  dp  op. 2  wp2  opdpi 

^  _    ()     /     I        ()2co   \         I     c)   /sinw\  I       diù     à^io     _ 

^~  dpi  \cosa>  dpdpij        R  dp  \     l\    /        sinw  dp^  dp  dp^ 


(35) 


CD  = 


d     f     \        d'^tji    \         i     d   /costoN  r       dio     ()-n) 

dpi  \sina)  dpdp^J    '~  R  dp\     K     /       cosw  t^pi  dp  dpi 


La  seconde  équation  joue  un  rôle  important  dans  des  recher- 
ches qui  seront  exposées  plus  loin  et  son  intégration  permettrait 
de  déterminer  lous  les  systèmes  triples  orthogonaux;  elle  peut  se 
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mettre  sous  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 


(36) 


llb     _    d    /     I        di(xi  \  _  T       dio     d^M 

cosw  ""  dp2  \cosw  dpdpj  sinw  dpi  dp  dp.2 

l)l>            d    /     i        d^oi  \  ï       dui     d^ijj 

sinw  "  c'pi  l^sitio)  dpoptj  cosw  dp^  âpdpi 

\lî,                  à     /             O^io    \  d    l                 d^-to 

=  —     cotio 7— 

ù  cosw        Opi  \  dp  dp.^^ 


o, 


ces  trois  formes  permettent  de  vérifier  aisément  les  relations  iden- 
tiques suivantes  auxquelles  satisfont  les  premiers  membres  des 
équations  (35) 


,^    .  dA, 

coso)  —  (Ib)  sinw  =  -7— 

do 


d     /    1)1)    \         ^3  _  i       doi  dio  i         d'^M 

•)pi\coso>/        dp'i  "^        sinw  dpi  dp^  sinw  dp  dp, 

d    /     llî)    \         d(Ç)  i       d(t)    „         d(u    -  I        d^O} 


dpiXsuMxt /        dpi  cosw  dpî  dpi  coswdp()pi 

et  qui  vont  jouer  un  rôle  essentiel  dans  notre  discussion. 

On  pourrait  d'abord  en  déduire  que  les  deux  dernières  équa- 
tions (35)  sont  de  simples  conséquences  des  deux  premières. 
Laissant  ce  point  de  côté,  nous  remarquerons  tout  d'abord  qu'en 
vertu  delà  première  identité  on  peut  supprimer  l'une  quelconque 

des  équations 

3  =  0,         ou         (JD  =  o. 

En  tenant  compte  des  deux  autres  identités,  on  peut  montrer 
(jue  si  l'équation 

cl)  =  o 

est  toujours  vérifiée  et  si  les  équations 

lll,  =  0,         cO  =  o 

le  sont  seulement  pour  p,  =  o,  elles  le  seront  pour  toutes  les  va- 
leurs de  p, . 

Supposons,  en  effet,  que  \)Ij,  OD  et,  par  suite,  S  soient  nuls  pour 
p,  =  o.  11  résulte  des  identités  qu'il  en  sera  de  même  des  dé- 
rivées premières  de  ces  fonctions  par  rapport  à  p,.  En  différen- 
tiant  les  identités  par  rapport  à  cette  même  variable,  on  verra 
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qu'il  en  est  de  même  de  toutes  les  dérivées  de  \)î),  G,  (D  jusqu'à 
un  ordre  quelconque,  prises  par  rapport  à  p,.  Par  conséquent, 
ces  fonctions,  qui  sont  développables,  seront  nulles  pour  toutes 
les  valeurs  de  p, . 

De  cette  proposition,  on  peut  déduire  la  règle  suivante  : 

On  intégrera  l'équation 

A>  =  o, 

en  déterminant  une  solution  w  qui  satisfasse  aux  conditions  ini- 
tiales suivantes 

dui         . 
to  =  to„,  -r—  =  7o,  pour  pi  =  o, 

Wq  et  J^o  étant  des  fonctions  de  deux  variables  assujetties  à  vérifier 

les  deux  équations 

ilî,  =  o,        0  =  0, 

où  l'on  aura  remplacé  w  par  too,  -r—  par  <^q,  c'est-à-dire  étant  dé- 
terminées par  le  système 

(38)     1  ^    ""^  ^  ^^  ^'     ^ 

(  0*^2  \sinwo  <^p<^Pi/         ^  ^P  \      i"^     /         cosioo    àp 

La  fonction  w  ainsi  déterminée  sera  la  solution  la  plus  générale 
des  équations  (35);  car  elle  satisfait  à  la  première  pour  toutes 
les  valeurs  de  p(  et  aux  trois  autres  pour  p,  =::  o. 

Il  nous  reste  à  discuter  le  système  précédent  (38);  mais  ce  sys- 
tème contient  deux  fonctions  inconnues  et  il  se  compose  de  deux 
équations,  l'une  du  second,  l'autre  du  troisième  ordre.  Il  admettra 
donc  une  solution  générale  dépendant  de  cinq  fonctions  arbi- 
traires d'une  variable.  Ainsi  se  trouve  fixé  le  degré  de  généralité 
de  la  solution  la  plus  étendue  du  système  (35). 

Il  y  a  cependant  à  préciser,  à  distinguer  les  cas  où  R  est 
constant  de  ceux  oii  R  est  une  fonction  de  p. 

Dans  la  première  hypothèse  qui  correspond  aux  systèmes  de 
M.  Weingarten,  on  ne  change  pas  la  forme  des  équations  en  rem- 
plaçant p  par  une  fonction  de  p.  On  peut  ainsi  faire  disparaître  une 
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fonction  arbitraire  et  la  solution  ne  dépend  plus  que  de   quatre 
fonctions  arbitraires. 

Si  l'on  faisait  le  même  changement  dans  le  second  cas,  on 
modifierait  la  forme  de  la  relation  qui  relie  II  à  p,  ce  qui  n'est 
évidemment  pas  permis.  Les  systèmes  de  M.  Bianchi,  qui  corres- 
pondent à  cette  hypothèse,  contiennent  donc  une  fonction  arbi- 
traire de  plus  que  ceux  de  M.  Weingarten. 

173.  On  aurait  pu  encore  montrer  que  les  équations  (35)  ad- 
mettent une  intégrale  commune  et  fixer  le  degré  de  généralité  de 
cette  intégrale  en  raisonnant  de  la  manière  suivante. 

Remplaçons  dans  le  système  (35)  la  première  équation  par  ses 
trois  dérivées  relatives  à  p,  p,,  po.  En  tenant  compte  de  la  pre- 
mière identité  (37),  on  reconnaît  qu'il  restera  seulement  cinq 
équations  du  troisième  ordre,  pouvant  être  résolues  par  rapport 
aux  dérivées  troisièmes 


dJw 

Opldp-i' 

Op  ^  àp 

d-^io 

d^iM 

àpl' 

àpi  Opi  <Jp  ' 

op\  dp 

et  toutes  les  valeurs  que  l'on  en  déduira  pour  celles  des  dérivées 
quatrièmes,  cinquièmes  ou  sixièmes  qui  peuvent  être  obtenues  de 
différentes  manières  par  la  différentiation  seront  compatibles.  De 
là  il  résulte  qu'en  différentiant  jusqu'à  un  ordxe  quelconque,  on 
n'aura  jamais  de  valeurs  discordantes  pour  une  même  dérivée  et 
l'on  pourra  déterminer  toutes  les  dérivées  du  /r"""'^  ordre  sauf 


()«10 

d'^M 

à"  M 

f)"Oi 

d"(ù 

dp'^' 

^p«-' op. 

Op'^-^Op.' 

àp'^-'àpi 

l^a  solution  générale  comportera  donc  cinq  fonctions  arbitraires 
d'une  variable.  Cela  résulte  des  propositions  générales  relatives 
à  la  théorie  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

174.  M.  Bianchi  a  remarqué  que,  lorsqu'on  a  trouvé  un  sys- 
tème orthogonal  de  la  nature  des  précédents,  on  pourra  en  dé- 
duire une  infinité  d'autres  de  même  nature  en  leur  appliquant  des 
transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  employées  pour  les 
surfaces  isolées.  On  peut  établir  ce  résultat  comme  il  suit. 

Prenons  dans  le  plan  des  yz  du  trièdre  (T)  formé  par  les  nor- 
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niales  en  M  aux  surfaces  coordonnées,  c'est-à-dire  dans  le  plan 
langent  à  celle  des  trois  surfaces  dont  la  courbure  est  constante, 
le  point  M'  dont  les  coordonnées  sont 

(39)  X  =  o,        y^/HcosO,         z  =  /«.siiiO, 

m  désignant  une  fonction  inconnue  de  p.  Les  projections  du  dépla- 
cement de  ce  point  seront  définies  par  les  formules 

[  D;j.  —  (  R--^  _t_jJ3,o4-  3ÎB20)  dp  —y  %\  dpx  —  z'^o^^dpi, 
/  /    \         )  \      ^P  / 


D;  —  sinO  dm  -hy{d^  —  J3.2i  dpi  -+-  fn2  dpi)  -+-  s\i\m  dp^. 

qui  sont  une  simple  application  des  équations  (C)  (n°  107). 

Si  nous  nous  déplacions  sur  la  surface  de  paramètre  p  et  si  nous 
voulions  obtenir  la  transformation  de  M.  Bâcklund,  c'esl-à-diie  si 
nous  voulions  que  la  surface  décrite  par  le  point  M'  fût  à  cour- 
bure constante  comme  la  surface  décrite  par  le  sommet  M  du 
triùdre  (T),  il  faudrait  choisir  pour  Q  une  fonction  satisfaisant  à  la 
condition  (  '  ) 

m(d<)  —  ^n  dpi-i-  '^iîdp,_) 

=  siiiO  cos oy( dp i  +  X  dp-i)  —  sin  m  cosO(/.  dp^  -{-  dp,). 

Conservons  ici  la  même  équation;  mais,  pour  tenir  compte  de 

ce  que  0  dépend  de  p,  remplaçons-^?  â?0  par  d^  —  y  dp  afin  qu'elle 

convienne  à  des  variations  arbitraii^es  de   p,  pi,  o.,.   Nous  aurons 
ainsi  l'équation 

f  m{d%  -  '^iidpi-\-^i,dpi) 
^   '  =  sinO  cosw(<7p, -r- À  (r/p.2)  —  «inw  cosO(X  </pi -+- <:/p2)  H- /«— ofp, 

qui  s'appliquera  à  des  valeurs  quelconques  des  différentielles  â?p, 
<fp, ,  d^.2' 

On  peut  s'en  servir  pour  simplifier  les  expressions  (4o)  des 
projections  du  déplacement.  Mais,  auparavant,  faisons  tourner  le 
trièdre  (T)  d'un  angle  8  autour  de  M^,  de  manière   que  son  axe 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  (IIP  Partie,  Livre  VII,  Cliap.  XII). 
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des  r  prendra  la  direction  MM'.  En  désignant  par  Dy ,  D^  les  pro- 
jections du  déplacement  sur  les  nouveaux  axes  desjK  et  des  z,  on 


Dj:  =  (  R  -j — ^7  Pio-I-  -^^ao)  ^?  ■+-  rr(s'n^  cosO  dpi  —  sin6  cosw  c/sj). 

j,)      /  D,'=  —do  -4- cosw  cosO  f/pi -T- sino)  sinO  r/p.,. 

I  -^      \      .'  Op      '  '^" 

D;' =  m  —  dp  —  ).  (  sinto  cosO  rfpi  —  siiiG  cosco  r/pi). 

Aux  surfaces  coordonnées  décrites  par  le  point  M  correspon- 
dent trois  familles  de  surfaces  décrites  par  le  point  M'.  Pour  que 
ces  trois  familles  soient  orthogonales,  il  sera  nécessaire  et  suflî- 
sant  que  l'ei^pression  de 

ds'-i  =  D.?.  -^  D/  -f-  D?. 

ne  contienne  que  les  carrés  des  différentielles  dp,  dp,,  dp.,. 

En  exprimant  d'abord  que  le  rectangle  dpidp,  disparaît,  on 
trouve  l'équation 

,    ,  7)1- 

|)uis,  en  égalant  à  zéro  les  deux  autres  rectangles,  on  a 

Op  âp        -^  '  '  âp 

de  sorte  que,  en  rapprochant  les  équations  (34),  (4')?   (44),   on 
voit  que  0  sera  défini  par  le  système  suivant 

il- 1- -—     —     sinO  cosoj  —  /  sin  co  cosO, 

\  ()pi        Op.,/ 

!          /  âf)  doy   \        ^     .    „ 

(.\'))  '   ni  \ H -T^  1  =  A  SMiO  coso) —     sinwcosO, 

.  ô(\                   doj              cosO      d-M               siiiO      OUo 
A  --  —  -^-  -4-  m  ■ r-— -  -J-  m    .—  ^ -, 

O'j  OO  COSCO    OOOpi  SIIIW    OjO'j.^ 


fiui  se  ramené  i 


mmédiatemenl  à  Tensemljle  de  trois  équations  de 
Puccali,  si  l'on  prend  comme  inconnue  lang--  Les  méthodes  que 
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nous  avons  souvent  appliquées  (')  montrent  que  ces  trois  équa- 
tions admettront  une  intégrale  contenant  une  constante  arbitraire 
toutes  les  fois  que  o>  satisfera  aux  équations  fondamentales  (35). 
On  peut  maintenant,  comme  l'a  fait  M.  Bianchi,  édifier  une 
théorie  toute  semblable  à  celle  que  l'on  applique  à  des  surfaces 
isolées  et  qui  a  été  développée  dans  nos  Leçons  (Livre  Vil, 
Chap.  XII  et  XIII).  Mais  nous  renverrons  sur  ce  point  aux  Mé- 
moires et  à  l'excellent  Ouvrage  de  M.  Bianchi. 

175.  ISfous  terminerons  cette  étude  générale  en  vérifiant  par 
l'Analyse  une  des  propriétés  fondamentales  des  systèmes  de 
M.  Weingarten.  Pour  les  familles  de  Lamé  formées  de  surfaces 

ayant  toutes  la  même  courbure  totale  -j -,  les  lignes  d'équidistance 
de  chaque  surface,  c'est-à-dire  les  lignes  pour  lesquelles  la  dis- 
tance à  la  surface  infiniment  voisine  est  la  même,  sont  définies, 
d'après  l'énoncé  même  du  théorème  fondamental,  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

d 
COS-—  =  const. 

et  sont,  par  suite,  des  cercles  géodésiques  concentriques.  Si  les 
systèmes  que  nous  avons  obtenus  se  confondent  réellement,  en 
supposant  que  R  soit  constant,  avec  ceux  dont  le  théorème  de 
M.  Weingarten  fait  prévoir  l'existence,  il  faudra  que  les  lignes 
d'équidistance,  définies  évidemment  par  l'équation 

— -  =:  const., 
dz 

soient  des  cercles  géodésiques  parallèles. 

La  condition  de  parallélisme  pour  les  courbes  définies  par  une 

équation 

n  =:  const., 

sur  la  surface  de  paramètre  p,  s'exprime,  comme  on  sait,  par 
l'équation  (-  ) 

(46)  An=-^(^)'V    .-V-(^)'=F(,0. 

^  cos-a)\()pi/         sin2w\()p2/  ^     ^ 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (  I"  Partie,  Livre  I). 

(-)  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  {H"  Partie,  Livre  V,  Gliap.  IV  et  V  ). 


SYSTÈMES    TRIPLES    DE    M.     BIANCIII.  3l9 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  calculer  la  fonction 

Or,  dans  le  cas  où  R  est  constant,  un  calcul  facile  montre  qu'en 
combinant  les  équations  (35)  on  peut  obtenir  les  deux  suivantes 

dp~i~  W^  d^  dp  dpi  ~  ^'  ^  ~  R2  âp"  dfdpl  "^  ^  ' 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant  et  posant 

(48)  *■' 

la  relation 

(49) 


où  F(p)  désigne  une  fonction  arbitraire  de   p.   Cette  équation 
montre  déjà  que  les  courbes  d'équidistance  sont  parallèles. 

Si  l'on  veut  rapporter  la  surface  à  ces  courbes  et  à  leurs  trajec- 
toires orthogonales,  il  faudra  partir  de  l'identité 


n  =  -—  j 

dp 

An 

n2  +  F(p) 

R2 

ds^  =  cos^o)  «?p2  _j_  sin^o)  dp'^ 

_  dn^  I    /  dU,>      ,  d^i 

\n        An 


/               dHo      ,                       d^M     ,     ' 
tansraj- — - — ap^  —  cotw-r dpi 

V        *     dp  dpi     '  dp  ûp.2     ' 


Si,  comme  nous  le  supposons,  les  courbes  d'équidistance  sont  des 
cercles  concentriques,  il  faudra  que  la  difFérentielle  entre  paren- 
thèses ait  un  multiplicateur  fonction  de  la  seule  variable  n.  Cette 
condition  permet  de  le  déterminer  et  l'on  trouve  aisément  que  l'on 
peut  poser 

(jo)  tangw -T — ^—dp',  —  costo-r — -- rfpi  =  An  «f . 

dpdpi  dpdp2     ' 

On  a  ainsi  pour  l'élément  linéaire  de  la  surface  l'expression  très 
simple 

qui  convient,  on  s'en  assure  aisément,  à  une  surface  de  courbure 
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lolale  —  jT^,  rapporlée  à  une  famille  de  cercles  concentriques  et 

aux  géodésiques  qui  les  coupent  à  angle  droit. 
Si  F  est  positive,  on  peut  poser 

H 

n  -\-  sjn"'  +  F  =  v/Fe«, 
et  l'élément  linéaire  prend  la  forme 

(  52 )  ds''  =  diC-  -+-  \^ ^ /  —  ch 2 , 

qui  convient  au  cas  où  le  centre  des  cercles  géodésiques  est  idéal. 
Si  F  est  nulle,  on  pourra  poser 

u 

et  il  viendra 

il' 
(53)  cW-  =  da"--^  e"  dv''-. 

Le  centre  des  cercles  géodésiques  est  alors  à  l'infini. 
Enfin,  si  F  est  négative,  on  aura 

n  -+-  \/n^^¥  =r-  v/^F^«, 
II 
Il  —  \/ II-  -+-  1'"  =  \/ —  l<'e    î', 

et  l'élément  linéaire  sera  donné  par  la  formule 

/  gU <-~  iî  \   F 

( 5 { )  ds^-  =  diC-  -y -—J  -  d.\ 

qui  caractérise  le  cas  oii  les  cercles  géodésiques  ont  leur  centre 
réel . 

176.  On  obtient  un  des  systèmes  triples  orthogonaux  que  nous 
venons  d'étudier  lorsqu'on  se  propose  le  problème  suivant. 

La  recherche  d'un  système  triple  dépend  de  la  détermination 
des  neuf  quantitf's  H,-,  [3//,.  Proposons-nous  de  trouver  tous  les 
systèmes  dans  lesquels  ces  neuf  quantités  sont  reliées  par  huit  re- 
lations et  dépendent,  par  conséquent,  d'une  seule  fonction  in- 
connue a. 
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Les  six  équations  (B)  montrent  d'abord  que  celle  fonction  a 
doit  salisfaire  à  des  relations  telles  que  les  suÏNantes 

=  'J/(a),  (t=:o,  i,-j), 

et,  de  là,  on  déduit  facilement  qu'elle  dépend  d'une  fonction  li- 
néaire 

Cp  -H  Cl  pi  H-  0-2  p2, 

<le  p,  p( ,  o.j.  Envisageons  le  cas  général  où  aucune  des  constantes  Q 
n'est  nulle;  on  pourra,  en  substituant  à  p,  p,,  p2  les  variables  Gp, 
C,p),  C^po  et  en  remplaçant  a  par  une  fonction  convenablement 
choisie,  ramener  a  à  la  forme  la  forme  plus  simple 

(V>)  a  =  p-hpi~p.,. 

Alors  on  remplacera,  dans  les  équations  (H),  les  [j/a  j>ar  leurs 
expressions 

q    =  _L  ^  _  Mj!: 

' '''       H,-    Opi         H,' 

et  l'on  aura  trois  équations  du  second  ordre  qui  s'intégreront  im- 
médiatement et  donneront  les  relations 

(50)  Hi,=  C;;.H/H/        a^k^l), 

où  C^  désigne  une  constante.  En  substituant  les  valeurs  des  ^//^ 
dans  les  équations  (B'),  on  reconnaîtra  que  ces  équations  sont 
\érifiées,  pourvu  que  les  constantes  Q  vérifient  l'unique  relation 

Les  équations  (56)  apparliennenl  à  un  type  (jue  l'on  rencontre 
notamment  dans  l'étude  du  mouvement  de  rotalion  d'un  corps 
solide.  Leur  intégrale  peut  être  donrtée,  comme  on  sait,  par  les 
formules  ('  ) 

(5S)  11=  A  sua,         IIi  =  A]Cna,         IL^A^diia, 


(')  Pour  avoir  rinlégrale  f^éncrale,  ii  faudrait  au  lieu  de  a  iiiellre  une  t'onclior 
linéaire  de  a,  mais  cela  ne  ferait  que  compliquer  l'écriture. 

J).  21 
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OÙ  les  constantes  A,  A,,  Ao  doivent  vérifier  les  relations 

(59)  A  =  CA,A2,         A,=  — G.AA,,        A,  ==  —  C,/.-2  AA,, 

k  désignant  le  module  des  fonctions  elliptiques.  En  substituant 
les  valeurs  de  C,  C,,  G^  déduites  des  relations  précédentes  dans  la 
condition  (S'j),  on  aura  l'unique  relation 

I  I  7.2 

Â^  -  Âj  -  AI  ^  '^' 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  quatre  constantes  A',  A,  A,,  Ao. 
On  peut  poser 

(60)  — -=:(lnao,         -—  =  ?nao, 
A]  Ao 

et  il  viendra  alors,  en  supposant  A  :=  1 ,  ce  qui  équivaut  à  rem- 
placer le  système  triple  par  un  système  semblable, 

II  II  en  a  (In  a 

(()i)  II=sna.         Hi=- ,  II.,  = 

(lna,i  '       snao 

L'élément  linéaire  sera  donné  par  la  formule 

,  „  ,       ,  „         en- a     ,  „        (In^a     ,   , 

(  bi  )  as-  =  s n ■'  a  «p-  H — ; — ;^ —  do }  -\ do l . 

'  dii-ao     '  '        sn-ao      '  " 

il  est  facile  de  voir  que  le  système  triple  ainsi  obtenu  est  exclu- 
sivement composé  de  surfaces  à  courbure  constante.  En  conservant 
en  efïet,  les  valeurs  des  constantes  G,  qui  figurent  dans  les  rela- 
tions (59),  on  a 

11;,  =  G/,  II,  II/, 

et,  par  suite,  le  rayon  de  courbure  R,vt  sera  déterminé  par 
l'équation 

On  déduit  de  là 
(64  )  - — jT-  =  C/,G/. 

Gette  relation  montre  que  la  courbure  totale  de  la  surface  de 
paramètre  p,  est  invariable.  De  plus,  en  vertu  de  la  relation  (07), 
la  somme  des  courbures  relatives  aux  trois  familles  sera  nulle. 
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Comme  les  expressions  de  H,  H),  Ho  demeurent  invariables 
lorsqu'on  ajoule  à  p,  p,,  02  des  constanles  dont  la  somme  est  nulle, 
on  reconnaîtra  qu'il  existe  une  infinité  de  déplacements  laissant 
inNariable  le  système  triple,  et  de  là  ou  déduira  sans  peine  qu'il 
est  exclusivement  composé  de  surfaces  héiicoïHp.s. 


LIVRE  ïll. 

THÉORIES  GÉNÉRALES. 


CHAPITRE  1. 


TROIS     THEOREMES     SUR     LES     SYSTEMES     n  EQUATIONS 
AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES    DU    PREMIER    ORDRE. 


Après  avoir  traité  quelques  applications,  on  se  propose  de  revenir  à  la 
théorie  générale  des  systèmes  triples  ortliogonaux  ;  mais  il  faut  auparavant 
démontrer  quelques  propositions  générales  relatives  à  certains  systèmes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Ces  systèmes  rentrent 
tous  dans  le  type  exprimé  par  les  équations  suivantes  : 

ij.ï  I, 

où  les  indices  i  et  h  peuvent  prendre  des  valeurs  différentes,  et  où  les 
seconds  membres  désignent  des  fonctions  arbitraires  des  fonctions  incon- 
nues et  des  variables  indépenilantcs. 

Mais  il  y  a  lieu  de  distinguer  trois  cas. 

Il  y  a  d'abord  les  systèmes  pour  lesquels  on  connaît  une  dérivée,  et 
une  seule,  de  chaque  fonction  inconnue.  On  démontre  alors,  en  appliquant 
la  belle  méthode  d'approximation  de  M.  Emile  Picard,  que  si  l'on  adopte 
pour  les  variables  indépendantes  un  système  quelconque  de  valeurs  ini- 
tiales, les  équations  proposées  admettent  toujours  un  système  de  solutions, 
et  un  seul,  dans  lequel  chaque  fonction  inconnue  se  réduit  à  une  fonction 
quelconque  des  autres  variables,  quand  on  donne  à  la  variable  par  rapport 
à  laquelle  est  prise  sa  dérivée  sa  valeur  initiale.  Pour  que  ce  théorème 
soit  exact,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonclionsy,/,  demeurent  continues  dans 
un  domaine  continu  comprenant  les  valeurs  initiales  des  fonctions  et  des 
variables  indépendantes.  Il  suffit,  de  plus,  que,  considérées  uniquement 
comme  dépendantes  des  u/-,  elles  satisfassent  à  ce  qu'on  appelle  la  condi- 
tion de  Lipschiiz. 
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Notre  deuxième  proposition  s'applique  au  cas  où  le  système  détermine 
toutes  les  dérivées  des  fonctions  continues  et  où  toutes  les  conditions 
d'inlégrabilité  sont  vérifiées.  C'est  ce  qu'on  appelle  un  système  complet, 
et  cette  théorie  est  bien  connue. 

Enfin,  notre  troisième  proposition  concerne  le  cas  où  certaines  fonctions 
entrent  par  plusieurs  dérivées.  On  montre  alors  que,  si  les  conditions 
d'intégrabilité  sont  identiquement  vérifiées,  le  système  admet  une  solution, 
et  une  seule^  dans  laquelle  chaque  fonction  inconnue,  dont  on  connaît  .les 
dérivées  par  rapport  à  certaines  variables  a?/,,,  xi,^,  ...,  xi,  .  peut  se 
réduire  à  une  fonction  quelconque  des  autres  variables,  quand  on  donne 
aux  variables  37/,^,  xi,,^,  ...  leurs  valeurs  initiales;  toujours,  bien  entendu, 
sous  certaines  conditions  de  continuité,  qui  dérivent  naturellement  de 
l'application  du  théorème  fondamental. 


177.  Après  avoir  indiqué  dans  le  Livre  précédent  différentes 
applications  des  formules  de  Lamé,  nous  allons  revenir  à  la  théorie 
générale.  Mais  auparavant,  nous  ferons  connaître  quelques  pro- 
positions simples  et  générales,  relatives  à  certains  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'une  forme  particulière,  propositions 
auxquelles  nous  aurons  à  faire  appel  plus  d'une  fois  dans  le 
développement  de  cette  étude.  Voici  la  première  et  la  plus  impor- 
tante de  ces  propositions. 

Théorème  I.  —  Considérons  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.,  comprenant  des  fonctions 
inconnues  et  des  variables  indépendantes,  en  nombre  abso- 
lument quelconque.  Si,  en  dehors  des  fondions  inconnues  et 
des  variables  indépendantes,  ce  système  ne  contient  qu'une 
seule  dérivée  de  chaque  fonction  inconnue,  et  si,  déplus,  il  peut 
être  résolu  par  rapport  à  toutes  les  dérivées  prem.ières  qui  y 
figurent,  il  admettra,  sous  certaines  conditions  de  continuité, 
un  système  de  solutions,  et  un  seul,  dans  lequel  chacune  des 
fonctions  inconnues  se  réduira  à  une  fonction  arbitraire  de 
toutes  les  variables  autres  que  celle  par  rapport  à  laquelle  est 
prise  la  dérivée  de  cette  fonction  qui  figure  dans  le  système, 
quand  on  donnera  à  cette  dernière  variable  une  valeur  arbi- 
traire quelconque. 
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Démonstration.  —  Soient  x,,  jCo,  .  .  ,  ,  x„,  les  variables  indé- 
pendantes. Désignons  par  la  notation  Ui/i  celles  des  fonctions 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x<  figure  dans  le  système  considéré. 
Les  équations  qui  composent  le  système  pourront,  d'après  les 
hypothèses  énoncées,  s'écrire  comme  il  suit 

la  notation  du  second  membre  indiquant  que  la  fonction  //^ 
contient  toutes  les  fonctions  inconnues  u/si  et  toutes  les  variables 
indépendantes  Xk'-  Si  le  second  indice  h  peut  recevoir  les  va- 
leurs I,  2,  3,  . . .  ,  a,-,  le  nombre  total  N  des  fonctions  inconnues, 
égal  au  nombre  des  équations,  sera 

(■J-)  N  =  ya/. 


Par  hypothèse,  les  conditions  initiales  peuvent  s'énoncer 
comme  il  suit  :  les  fonctions  Ui/t  doivent  se  réduire,  quand  on  y 
fait 

à  des  fonctions  arbitraires 

des  variables  autres  que  Xi. 

Pour  la  commodité  de  l'exposition,  nous  remarquerons  que  ces 
conditions  initiales  peuvent  s'énoncer  d'une  manière  infiniment 
plus  simple,  si  l'on  effectue  la  double  substitution 

(  î  )  ^/ 1  ^i  -4-  x'^i ,     Il  ih  1  u  ih  -^  ^ih  • 

Car,  alors  on  obtiendra  un  système  de  même  forme ^  dans 
lequel  les  fonctions  inconnues  uih  seront  assujetties  à  devenir 
nulles  lorsqu'on  donnera  la  valeur  zéro  à  chacune  des  va- 
riables Xi. 

Je  considérerai  le  système  ainsi  modifié,  et  je  lui  appliquerai  la 
méthode  des  approximations  successives,  dont  M.  Emile  Picard  a 
fait  un  si  brillant  usage  dans  l'étude  d'un  grand  nombre  de  ques- 
tions analogues. 
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Je  prendrai,  pour  définir  la  première  approximation,  des  valeurs 
nulles  de  toutes  les  fonctions  inconnues    ' 

(4)  «"  =o 

€t  j'en  déduirai  la  seconde  approximation  par  les  formules 

i'i)  Il },,  =   1      fiu  { o ,  SCI,'  )  dxi. 

•0 

En  général,  je  passerai  d'un  système  de  valeurs  approchées  «'/f' 
au  suivant  u'I^  par  les  formules 


(6) 


«/'//=   /     fiiiiu'li  ',  x-i,')da 


Cela  posé,  je  vais  montrer  que,  sous  certaines  conditions,  les 
valeurs  approchées  u"/^  tendent,  lorsque  n  augmente,  vers  des 
limites  déterminées,  et  que  ces  valeurs  limites  fournissent  un 
système  de  solutions  des  équations  proposées. 

Nous  supposerons  d'abord  que  toutes  les  fonctions  y,/,  demeurent 
finies  et  continues  quand  toutes  les  variables  Uki-,  Xw  dont  elles 
dépendent  varient  en  restant  dans  le  voisinage  de  zéro.  Il  sera 
alors  possible  de  trouver  une  limite  supérieure  M  de  toutes  les 
fonctions y'/Aî  c'est-à-dire  qu'on  pourra  écrire 

(7)  \fi,A<^\ 
toutes  les  fois  qu'on  aura  simultanément 

(8)  |^/,'|<A,     \uu,\<k, 

A.  étant  un  nombre  positif  convenablement  choisi. 

Nous  supposei'ons,  en  outre,  que  dans  le  domaine  ainsi  défini, 
les  fonctions  /"/a,  considérées  comme  dépendantes  uniquement 
des  Uhi^  vérifient  ce  qu'on  appelle  la  condition  de  Lipschitz.  Alors 
on  pourra  trouver  une  constante  positive  R  telle,  que  si  l'on 
donne  à  la  variable  iiui  Taccroissement  t^iikh  on  î^iL 

(9)  |A/,7,|<Kï2:|A,A,v|. 

Sous  cette  double  condition,  nous  allons   montrer  que  la  mé- 
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lliode  (rappioximaLion  successive  exposée  plus  haut  conduit  à  une 
solution  (lu  système  proposé. 

Il  faut  d'abord  montrer  qu'on  peut  toujours  diriger  la  méthode 
de  telle  manière  que  les  valeurs  successives  de  chaque  fonction 
demeurent  dans  le  domaine  auquel  s'appliquent  les  hypothèses 
précédentes.  Cette  condition  est  évidemment  remplie  par  la  pre- 
uiière  approximation,  pour  laquelle  toules  les  fonctions  Uki  sont 
nulles.  Il  suffira  donc  de  prouver  que,  si  elle  l'est  jusqu'à  l'ap- 
proximation de  rang  n  — i,  elle  l'est  aussi  pour  l'approximation 
qui  lui  succède. 

Reportons-nous  aux  formules  (6).  i^'élément  de  l'intégrale  y  a 
son  module  évidemment  inférieur  à  Mâ?.ç/,  dsi  désignant  la  diU'é- 
rentielle  de  l'arc  du  chemin  d'intégration,  pour  la  variable  xi.  On 
aura  donc 

I  ";'/,!<  M  s-/, 

5/ étant  l'arc  suivant  lequel  on  intègre.  Par  suite,  Si  sera  égal  au 
module  \xi\  de  a?/,  si,  comme  nous  le  supposerons  dans  la  suite, 
l'intégration  est  rectiligne.  Il  suffira  donc  de  satisfaire  à  la  fois  aux 
deux  inégalités 

(i<>)  I-^'-Km'      I-^'I<a, 

si  l'on  veut  être  assuré  cpie  la  nouvelle  approximation  sera  com- 
prise dans  le  domaine  auquel  s'appliquent  nos  hypothèses.  Les 
deux  inégalités  précédentes  ne  sont  pas  incompatibles,  et  il  suffira 
de  prendre  toutes  les  variables  indépendantes  inférieures  à  la  plus 

petite  des  quantités  A,  —'  Ceci  ne  présente  aucune  difficulté. 

Envisageons  maintenant  les  formules  relatives  à  deux  approxi- 
mations consécutives  d'indices  n  et  w -f- 1 .  En  les  retranchant 
membre  à  membre,  on  déduira  des  relations  telles  qu(î  les  sui- 
vantes 

(II)  mJ/^'  —  //,"/,  =  j     [fiki  i4h  ^k- )  —fihin'lf  ' ,  a^A')] dxi. 

D'après  la  condition  de  Lipschitz,  telle  que  nous  l'avons  for- 
mulée plus  haut,  on  a 
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Si  l'on  désigne  par  U'^i  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 
ul-,  —  ^/"7'  I  on  aura  à  plus  forte  raison 

I  ./■//,  (  "'l/-  ^/.'  )  -  fin  (  u'ii  ' ,  XI,  )  |<  K  SS  U?v  ; 

et,  si  l'on  intègre  dans  un  intervalle  au  plus  égal  à  B,  la  for- 
mule (il)  nous  donnera  l'inégalité 

(l'^O  u;;.;'<KBsvu;;'/. 

Si  l'on  pose  enfin 

(.3)  i:sL7./=s„. 

la  sommation  de  toutes  les  équations  comprises  dans  la  formule  (is<) 
nous  donnera 

(i4)  S„+,<NKBS„. 

L'intervalle   d'intégration  B  est  assujetti  à  l'unique  condition 

d'être  inférieur  à  la  plus  petite  des  quantités  A,  ■^-  Nous  pouvons 

donc  lui  imposer,  en  outre,  la  condition  d'être  inférieur  à  j^j  et 

alors  les  quantités  S,j  décroîtront  plus  rapidement  que  les  termes 
d'une  progression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  se- 
rait NKB. 

11  en  sera  évidemment  de  même  de  toutes  les  quantités  IJ^y,  par- 
ties essentiellement  positives  de  S„  ;  ainsi,  toutes  ces  quantités 
décroîtront  plus  rapidement  que  les  termes  d'une  progression 
décroissante,  et,  d'après  un  raisonnement  bien  connu,  les  quan- 
tités u'if,  qui  sont  les  sommes  des  séries 

( «/!/  —  o )  -^  (  uli -  u),, )+...-+-(  u'I,—  u'jr,  •  ) , 

auront  des  limites  finies  et  déterminées  Uhi. 

U  est  aisé  maintenant  de  montrer  que  ces  limites  Uki  satisfont 
eflectivement  aux  équations  aux  dérivées  partielles  et  aux  con- 
ditions aux  limites  proposées.  Il  suffît,  en  efîet,  de  reprendre  les 
équations  (i  i).  En  y  efFectuant  le  passage  à  la  limite,  on  aura, 
évidemment,  en  vertu  de  la  continuité 


(i5) 
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et  la  différenliation  par  rapport  à  xi  donnera  bien  le  système  pro- 
posé (i).  D'ailleurs,  les  uih  satisfont  également  aux  conditions 
aux  limites;  car  on  a  évidemment 

Uih  —  o 

pour  Xi  =  o. 

178,  Il  nous  reste  maintenant  à  établir  un  point  de  la  propo- 
sition générale  qui,  nous  le  verrons  dans  la  suite,  a  de  nombreuses 
applications.  Nous  devons  établir  que  le  système  des  valeurs 
obtenues  est  le  seul  qui  satisfasse  à  la  fois  aux  équations  propo- 
sées et  aux  conditions  aux  limites.  Nous  allons  montrer  pour  cela 
qu'il  est  impossible  de  supposer  l'existence  de  deux  systèmes 
distincts  satisfaisant  à  la  fois  à  toutes  les  conditions  imposées. 

Admettons,  en  effet,  pour  un  moment,  l'existence  de  deux 
systèmes  différents  de  solutions  uih  et  Uj,^.  On  aura  évidemment 

UiU  —  U'ih  =     I        [fih  (  "A/,  ^h'  )  —  fih  (  "'/,/,  XI,'  )  ]  dXi 
«-0 

ou,  d'après  un  calcul  déjà  fait 

('fi)  U,7.<KBvvU/,/, 

L //i    désignant    la    limite    supérieure    du    module    de    la    dilVé- 
rence  iHh  —  u'u, . 
En  posant 

on  déduira  de  là,  par  le  procédé  qui  a  été  indiqué  plus  baut, 

S<KNBS. 

Si  l'on  choisit  encore  l'intervalle  d'intégration  B  de  telle  ma- 
nière fpj'on  ait 

KNB<i, 

l'inégalité  précédente  ne  sera  possible  que  si  l'on  a 


Or,  S  ne  peut  être  nulle,  à  moins  quMl  n'en  soit  de  même  de 
toutes  les  quantités  Ua/;  et,  par  suite,  il  est  nécessaire  que  les 
deux  systèmes  supposés  distincts  soient  identiques. 

Notre  proposition  se  trouve  ainsi  entièrement  démontrée. 
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Si  nous  faisons  abslraclion  de  la  substitution  (3)  et  si  nous 
revenons  à  la  forme  plus  générale  de  l'énoncé,  on  voit  que  les 
conditions  de  continuité  qui  y  figurent  peuvent  s'exprimer  de  la 
manière  suivante  : 

Les  fonctions  fih  doivent  demeurer  finies  et  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  o^i  données  aux  Uki-,  et  x'I./  données  aux 
variables  Xki'i  et,  dans  le  domaine  ainsi  défini,  elles  doivent 
satisfaire  à  la  condition  de  Lipschitz,  quand  on  les  considère 
comme  dépendantes  uniquement  des  fonctions  u^i- 

179.  Après  avoir  étudié  les  systèmes  dans  lesquels  figure  une 
seule  dérivée  de  chacune  des  fonctions  inconnues,  nous  allons 
envisager  l'hypothèse  qui  s'jen  écarte  pour  ainsi  dire  le  plus,  et 
considérer  les  systèmes  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  toutes 
les  dérivées  des  fonctions  inconnues. 

Ces  system.es  sont  évidemment  de  la  forme  suivante  : 

(17)  —^  =/,/,(?/!,  a,,  ....  u,„,  Xi,  x-i,  .  .  .,  x,j), 

OX/i 

i  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs   1,2,    .  .  .  ,  m  et  h  toutes  les 
valeurs  i ,  2,  .  .  . ,  />. 

In  tel  système  ne  sera  possible  que  si  les  deux  valeurs  qu'on 

peut  en  déduire  pour  chacune  des  dérivées -^  sont  égales,  ce 

'  '  âx/idx//  "         ' 

ce  qui  conduit  à  des  conditions  de  la  forme 

t,s\  '^^'/'  ^V^/"'/'   /•  'Ifi/r  ^\^  àfih' 

/,  /, 

Si  toutes  ces  conditions  sont  vérifiées  identiquement,  on  a  ce 
qu'on  appelle  un  système  complet.  On  peut  au  sujet  de  ces 
systèmes,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

THÉouiiMK  11.  —  Sous  certaines  conditions  de  continuité,  un 
système  complet  admet  un  système  de  solutions,  et  un  seul, 
pour  lequel  les  fonctions  inconnues  ui  prennent  des  valeurs 
arbitraires,  données  à  l'avance,  a,,  lorsqu'on  donne  aux  va- 
riables indépendantes  Xk  des  valeurs  numériques  quel- 
conques x'jI  . 
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Les  conditions  de  continuité  dont  il  est  question  dans  (;et 
énoncé  sont  les  suivantes.  Il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions //^ 
soient  finies  et  continues  dans  le  \  oisinage  des  valeurs  <7/,  x"„  don- 
nées respecti\einent  aux  variables  Ui  et  x/i-  H  n'j  a  plus  lieu  de 
parler  ici  de  la  condition  de  Lipschitz,  puisque  la  vérification  des 
identités  (i8)  su|)pose  évidemment  l'existence  des  dérivées  des 
fondions  fi/,  par  rapport  à  toutes  les  variables  dont  elles  dé- 
pendent. 

Pour  démontrer  la  proposition,  nous  emploierons  une  méthode 
1res  féconde  et  dont  nous  avons,  plusieurs  fois  déjà,  fait  usage. 
Introduisons  les  premiers  membres  des  équations  (17),  et  posons 

(19)  A//,=  -—!-  —fiuuii,  ...,  «/„,  xi,  .,.,  X,,). 

OX  II 

L'existence  même  des  conditions  d'inlégrabilité  nous  conduira  à 
la  relation  identique 


(20) =   7 A/,/,—  7 

^      '  dx/,'         i)xn        ^  OUI,  Ad 


où,  dans  le  premier  membre,  figurent  les  dérivées  totales  de  Kih  par 
rapport  à  Xh'  et  de  A/^'  par  rapport  à  Xh-,  c'est-à-dire  les  dérivées 
de  ces  fonctions  considérées  comme  des  fonctions  composées  des 
variables  indépendantes.  Nous  allons  voir  l'usage  qu'on  peut  faire 
de  ces  identités. 

Le  théorème  que  nous  avons  en  vue  a  été  déjà  établi  pour  le  cas 
d'une  variable.  11  rentre  alors,  si  l'on  \eut,  dans  notre  théorème  L 
11  suffira  donc  que  nous  prouvions  que,  s'il  est  vrai  pour/>  — 1 
variables,  il  l'est  encore  pour  le  cas  où  il  y  a  une  variable  de 
plus. 

Dans  le  système  proposé,  considérons  le  groupe  des  équations 
(pii  contiennent  les  dérivées  par  rapport  à  Xi 

(21)  —  ^fn{ui,  ;/,,  ...,  «,„,  Xi,  Xi,  ...,  X,,). 

En  vertu  du  théorème  1,  ce  groupe  d'équations  admet  des  solu- 
tions Ui  qui  sont  entièrement  déterminées  par  la  condition  de  se 
réduire  à  des  fonctions  quelconques  de  x^-,  x^,  .  .  .  ,  Xp  quand  on 
y  fera  x,  =  j^'j .  Désignons  par  u"  la  valeur  que  prendra  la  fonc- 
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tion  Ui-  SI  l'on  fait  x,  =  x^  dans  toutes  les  équations  du  sys- 
tème (  i^)  distinctes  du  groupe  (21),  on  verra  que  les  fonctions  «)? 
doivent  satisfaire  à  toutes  les  équations 

(•2'2)  ^  =/,/<(«?,   ...,«»,,  a^î,  .r-i,   ...,a-,,)         (fi  = -2,  3,   ...,/>). 

Or,  ces  équations,  on  le  reconnaît  immédiatement,  forment  un 
système  complet  à p  —  i  variables  seulement;  et  par  conséquent, 
d'après  l'hypothèse  faite  au  début,  le  théorème  étant  supposé  établi 
pour  le  cas  de />  —  i  vaiùables  indépendantes,  elles  admettront  une 
solution  et  une  seule,  dans  laquelle  les  m"  devront  se  réduire  à 
des  constantes  quelconques,  a^  par  exemple,  quand  on  donnera 
des  valeurs  déterminées  à  toutes  les  variables  x<,^  ...  Xp,  par 
exemple  la  valeur  x^  à  Xi . 

11  suit  de  là  que,  si  elles  existent,  les  solutions  m,  du  système 
proposé  (l'j)  seront  entièrement  déterminées  par  la  condition  de 
se  réduire  à  des  constantes  données  «,  quand  on  attribuera  aux 
variables  X/(  des  valeurs  déterminées  xl.  Mais,  dans  la  marche  que 
nous  avons  suivie,  nous  ne  sommes  assurés  que  d'une  chose  :  les 
fonctions  «/  satisferont  bien  aux  équations  du  groupe  (21)  c'est- 
à-dire  aux  équations 

(  ^.3  )  A/1  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  des  variables  indépendantes,  mais  elles  ne 
satisferont  aux  équations 

(24)  A//,  =  o, 

où  k  est  supérieur  à  i ,  que  pour  Xt  =  x^^  .  Il  faut  montrer  qu'elles 
satisfont  à  ces  dernières  équations  pour  toutes  les  valeurs  de  Xs. 
Or,  si  nous  nous  reportons  aux  identités  (20)  en  y  faisant  /i'=  i 
et  tenant  compte  des  équations  (23),  nous  aurons  des  relations 
telles  que  les  suivantes  : 

^      '  dx^         ^  du/,-  '  ^  ' 

Omsidérons  ces  équations  comme  formant  un  système  propre 
à  déterminer  les  fonctions  A/a  .  D'après  notre  théorème  fonda- 
mental, ces  fonctions  seront  entièrement  déterminées  parla  con- 
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dilion  de  se  réduire,  pour  :r,  =  xj,  à  des  fonctions  déterminées  des 
autres  variables.  Il  y  aura  donc  un  système  unique  de  solutions 
des  équations  (aS)  pour  lequel  les  valeurs  Initialesdes  A,/,  de\ront 
se  réduire  à  zéro.  Or,  ce  système  unique  de  solutions  apparaît 
immédiatement;  car,  on  l'obtient  en  égalant  à  zéro  toutes  les 
fonctions  Kih  =  o . 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  les  équations 

A,i  =  o 

sont  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  des  variables,  et  que  les 
autres  équations 

A//,  =  o 

le  sont  pour  la  valeur  particulière  x^  =Xj,  ces  dernières  équa- 
tions le  sont  aussi,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  x^.  Les 
solutions  Uih  que  nous  avons  définies  plus  haut  satisfont  donc^ 
sans  aucune  restriction,  à  toutes  les  équations  du  système  pro- 
posé; et  la  proposition  que  nous  avions  en  vue  se  trouve  établie 
dans  toute  sa  généralité. 

180.  Nous  allons  maintenant  envisager  des  systèmes  d'une  forme, 
en  (juelque  sorte,  intermédiaire  entre  les  types  auxquels  s'appliquent 
nos  théorèmes  1  et  11. 

TuitOKiiME  111.  —  Soit  donné  un  système  iV équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  contenant  un  nombre  quel- 
conque de  fonctions  inconnues  et  de  variables  indépendantes. 
Supposons  que  ce  système  puisse  être  résolu  par  rapport  à 
toutes  les  dérivées  qui  r  figurent,  c'est-à-dire  qu'il  puisse  être 
ramené  à  la  forme 

<  -i^  )  T =  Jik  (  «/./ ,  Xw  ) , 

de  telle  manière  que  l'on  connaisse  plus  d^ une  dérivée.,  au 
moins  pour  un  certain  nombre  de  fonctions  inconnues.  Sup- 
posons de  plus  que  toutes  les  équations  obtenues  en  égalant  les 

deux  valeurs  r — -^—  que  Von  pourra   calculer  d'une   dérivée 

OX/iOXu' 

seconde  n' introduisent  aucune  dérivée  première  nouvelle  et  se 
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réduisent  à  des  identilés  quand  on  y  remplacera  les  dérivées 
premières  par  leurs  valeurs  (^-6). 

Dans  ces  conditions,  choisissons  un  système  quelconque  x]  de 
valeurs  initiales  pour  les  variables  indépendantes  xi.  Sous  les 
conditions  ordinaires  de  continuité,  les  équations  proposées 
admettront  un  système  de  solutions  et  un.  seul,  dans  lequel 
chaque  fonction  inconnue  dont  on  connaît  les  dérivées  par  rap- 
port à  certaines  variables  X/,^,  x,,^,  ...,  X/,^  se  réduira  à  une 
fonction  arbitraire  des  autres  variables  quand  on  donnera  aux 
Xj,.  leurs  valeurs  initiales. 

Par  exempte,  une  fonction  inconnue  dont  le  système  proposé 
ferait  connaître  toutes  les  dérivées  pren\ières pourra  être  assu- 
jettie à  se  réduire  à  une  constante  arbitraire  quand  on  donnera 
à  toutes  les  variables  leurs  valeurs  initiales. 

Pour  établir  cette  importante  proposition,  sans  employer  un  troj) 
grand  luxe  de  notations,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  et  de 
trois  variables  i|idépendantes,  qui  suffira  d'ailleurs  pour  les  appli- 
cations que  nous  avons  en  vue. 

181.  Si  nous  commençons  par  sup|)oser  qu'il  n'y  ait  que  deux 
variables  indépendantes  x  et  y,  le  système  comprendra  des  fonc- 
tions Ui  dont  on  connaîtra  la  seule  dérivée  par  rapport  à  x,  des 
fonctions  Vh  dont  on  connaîtra  la  seule  dérivée  par  rapport  ky,  et 
enfin  des  fonctions  n\  dont  on  connaîtra  les  deux  dérivées.  Il  sera 

donc  réductible  à  la  forme  suivante  : 

* 

-j^  =  fi{ii'h-yi,^'^'m,x,y),  —  =o-,{un,^-h»'t..x,y). 

Nous  supposons    que    les  conditions  d'intéi^rabilité   obtenues    en 

égalant  les  deux  valeurs  de  3 déduites  des  équations  précédentes 

^  dx  Oy  1  ' 

n'introduisent  aucune  dérivée  nouvelle  et  soient  identiquement 

vérifiées.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  d'abord  cpie  les  cp^  ne 

contiennent  pas  les  Vi,  et  que  les  f^  ne  contiennent  pas  les  u/,,  ce 
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qui  ramènera  le  système  proposé  à  la  forme  définitive 

où  les  F/  et  les  <I>;t  contiendront,  en  même  temps  que  x,  y,  toutes 
les  fonctions.  Les  conditions  d'intégrabilité  fourniront  les  relations 


En  raisonnant  comme  pour  le  théorème  précédent,  nous  remar- 
querons que,  si  l'on  pose 


-iv, 

«"=t-*'. 

w.=  ^ 

-Â, 

W..=  |i-?e, 

(29) 


les  conditions  d'intégrabilité  conduisent  aux  identités  suivantes 


dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Dans  le  système  proposé,  isolons  les  équations 

(il)  A/=o,         15/,  =  0,         Wo£=o. 

Elles  nous  fourniront,  d'après  le  théorème  J,  des  valeurs  des  fonc- 
tions inconnues  qui  seront  entièrement  déterminées  si  l'on  assu- 
jettit les  fonctions  ui  et  Wg  à  se  réduire  à  des  fonctions  données 
u]  et  (Vg  de  la  variable  jk  quand  on  y  fera  x  .=  ^„  et  les  fonctions 
i'k  à  se  réduire  à  des  fonctions  v)^  de  la  variable  .r,  pour  y=zyf^.  Il 
restera  seulement  à  examiner  si  l'on  peut  disposer  de  ces  condi- 

D.  22 
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lions  initiales  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

qui  sont  les  seules  laissées  de  côté  dans  le  système  (3i). 

Or  si  l'on  se  reporte  aux  identités  (3o)  on  voit  qu'en  tenant 
compte  du  système  (3i),  elles  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(3,.)  £^=yitw„„ 

^      '  ()x         ^Ow,„ 

et,  par  conséquent,  d'après  une  proposition  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage  (n°  179),  les  fonctions  W,g  seront  nulles  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  si  elles  le  sont  pour  x  =  Xo. 
Or  pour  iP  =  ^0  on  a 

(33)  W?s=  ^-U<^  ^Kn^o,y). 

11  suffira  donc  que  les  valeurs  initiales  tv"  des  w^  vérifient  les 
équations  différentielles  ordinaires,  obtenues  en  égalant  à  zéro  les 
W?e,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté.  On  pourra  laisser  arbi- 
traires les  valeurs  initiales  iil  des  Uh  et  les  (v?  seront  déterminées 
par  la  condition  de  satisfaire  aux  équations 

(34)  W?e=o 

et  de  se  réduire  à  des  constantes  données,  a^.  par  exemple  pour  w", 
quand  on  y  fera  jk  =jKo. 

Ainsi,  quand  les  conditions  d'intégrabilité  (28)  seront  vérifiées, 
le  système  proposé  (2'^)  admettra  une  solution,  et  une  seule,  pour 
laquelle  les  ui  se  réduiront  à  des  fonctions  quelconques  u^  des  j^, 
pour  x  =  Xo',  les  pa  se  réduiront  à  des  fonctions  quelconques  Py[. 
des  X,  pour  y=y0;  et  enfin  les  «'j  se  réduiront  à  des  constantes 
quelconques  «e  quand  on  y  fera  à  la  fois  x  =  Xq,  y  =jKo' 

C'est,  pour  le  cas  de  deux  variables,  la  proposition  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 

182.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  trois  variables  indépen- 
dantes. Les  systèmes  que  nous  aurons  à  considérer  pourront  con- 
tenir des  fonctions  figurant  par  une   seule  dérivée,  d'autres  par 
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deux  OU  par  trois  dérivées.  Ils  seront  donc  réductibles  à  la  forme 
suivante  : 


,  Or 


(Jx 


is.-è-"" 


R./ 


S,. 


S..=^       -0,3  = 


où  les  fonctions  ««,  (^]i,  (Vy  sont  celles  dont  on  connaît  une  seule 
dérivée,  tandis  qu'on  connaît  deux  dérivées  des  fonctions  y»/,  qk^  t'i 
et  trois  dérivées  des  fonctions  ,s'£.  Les  fonctions  F,  <I>,  W^f,  cp,  -i,  6 
ne  dépendent  que  des  fonctions  inconnues  et  des  variables 
indépendantes.  On  n'a  écrit  qu'une  éc[uation  pour  chaque 
i;rou|)e. 

Un  tel  système  donne  lieu  à  des  conditions  d'intégrabilité,  que 

Ton  obtient  en  égalant  les  deux  valeurs  de  l'une  des  dérivées  ,     ,'  , 

— -T-,  - — —,  — —5  - — T-, On  voit  d  abord,  en  procédant  a  ce 

0.V  dz     dx  dy     Ox  dy    dx  dz     dy  Oz  '         ^ 

calcul,  que  les  fonctions  F/,  ^k-,  ^1/  peuvent  contenir  toutes  les  fonc- 
tions inconnues  en  même  temps  que  les  variables  indépendantes. 
(Hiant  aux  autres  fonctions,  elles  ne  peuvent  dépendre  que  des 
\ariables  qui  sont  en  regard  d'elles  dans  le  Tableau  suivant  : 


y.  M 

'■?o/.- 

M 

<V«/ 

-^.z, 

?2/. 

0„s 

Ou 

0,, 

«"'y.  Ph-,  gii'-,  H,    ^,   y, 

<'p,  Ph,  Oi",  s„     X,     y, 

"3(,  Ç/r,  '•//",  s.,     X,     y, 

Ph  s /II,  3",    y,  z; 

g/.,  s„„  .r,     y,  z; 

/•/,  s,„,  X,    y,  z. 


Fn  formant  comme  précédemment  les  conditions  d'intégrabilité, 


34o  MVRn:  m.  —  ciiapituk 

on  sera  conduit  aux  identités  suivantes  : 


àPu        OP,i  _     'y  àf-u  -^  à/,,-  ^  û/,,-  yi  ,)/„■ 


(36)    / 


y         ■  //  A'  î         ■ 


-2fe^^-2S^^o^-2 


f>S,ç 


Ro/ 


^•f2/.- 


Soç, 


y  :^'  B3_y  ^'  ,>„  _y  !^  R„,._y  '}^  s.,, 


(37; 


r>3 


dx 


S,, 


R,|/    -+-     7     -^ So/« >     -^ Po;    —    >      


dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Commençons  par  isoler,  dans  le  système  proposé,  les  équations 
suivantes  : 


(38) 


A»  =  o, 
Qo/.  =  o, 


Gv  =  o, 

Soî=  o, 


Pi/=o. 


D'après  le  théorème  fondamental  1,  ces  équations  admettront 
une  solution,  et  une  seule,  pour  laquelle  les  //«,  les  q^,  les  P/,  les 
5e  se  réduiront  à  des  fonctions  déterminées  de  y  et  de  c  pour 
X  =  Xq,  les  i'p,  les  /?/  à  des  fonctions  déterminées  de  ^  et  de  ^  pour 
y=j(^  et  enfin  les  «'y  à  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  ^ 
pour  z  =  Zq.  La  question  est  donc  uniquement  de  savoir  si  l'on 
peut  disposer  de  ces  valeurs  initiales  de  manière  à  vérifier  toutes 
les  autres  équations. 
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Pour  la  commodité  de  rexposilion,  je  désignerai  par  t!^"  <'e  que 
devient  une  fonction  T,  pour  x  =  iPo!  de  même  par  î^*,  J^^,  ^'",  !^'-, 
'^°*'-  ce  que  devient  la  fonction  quand  on  y  fait,  soity  =^0»  soit 
z  =  z-o,  soit  à  la  fois  a)  =  Xq,  y  =y„,  etc.  Il  résulte  de  ce  qui  pré- 
cède que,  pour  les  solutions  du  système  (38),  il  ne  reste  plus 
d'arbitraire  dont  on  puisse  disposer  que  les  fonctions  u^,  t^p,  «>y, 
Pi  ■>  Çh  ''n  ^£'  1^^''  contre,  sous  les  conditions  de  continuité  habi- 
tuelles, ces  valeurs  initiales  soni  entièrement  arbitraires. 

Cela  posé,  prenons,  dans  le  groupe  des  équations  (38),  les  sui- 
vantes : 

Ru/  =  o,         Soç  =  o, 

et  adjoignons-y  les  équations  non  encore  employées 

en  faisant  partout  j'  =j''o-  Nous  serons  conduits  au  système 

-;^  =  Ai{v'^^  Pin  '/,",  *c  ,  ^,  JKo,  -s). 

Ces  équations,  auxquelles  satisfont  les  trois  groupes  de  tonc- 
lions  pI,  z-^',  si,  détermineront  ces  fonctions  quand  on  connaîtra 
leurs  valeurs  initiales  p}^,  ;•"',  5"'.  Les  fonctions  /•"',  5"'  sont 
connues  puisqu'on  s'est  donné  /•",  5".  Mais  on  voit  que  les  pj  seront 
déterminés  par  le  système  précédent,  qui  ne  laissera  d'arbitraires 
que  les  valeurs  initiales  pj'-.  Ainsi  il  sera  possible  de  vérifier, 
dans  les  conditions  indiquées,  le  système  (38)  et  de  plus  de  choisir 
les  valeurs  initiales  p'-  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

(40)  P2.=  0 

poury  :=j„,  la  fonction />^!-  demeurant  encore  ai-bitraire. 

Considérons  maintenant  les  équations  que  nous  n'avons  pas 
employées 

(il)  R,/=o,         Qî/,  =  0,         S,î=o,         82==  o, 
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et  faisons-y  x  ^  x^^.  Klles  deviendront 

Ce  système  est  de  la  forme  de  ceux  que  nous  avons  considérés 
au  numéro  précédent  et  qui  ne  contenaient  que  deux  variables 
indéj)endantes.  D'ailleurs  les  conditions  d'intégrabilité  y  sont  évi- 
demment vérifiées.  11  admettra  donc  une  solution  qui  sera  pleine- 
ment déterminée,  si  l'on  donne  les  valeurs  initiales 

,.0  1  ^0  2  ..0  12 

En  résumé,  la  solution  la  plus  générale  du  système  proposé  (o.")) 
ne  peut  être  que  celle  dans  laquelle  on  choisit  arbitrairement  les 
fonctions  ou  les  constantes  wji,  c^,  «'y,  p\'- ^  q^-,  rj",  s"*'-  ;  et  l'on 
peut  toujours  choisir  une  telle  solution  de  manière  que  les  équa- 
tions (38)  soient  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  5,  que  les 
équations  (4o)  le  soient  pourj^=y,),  quels  que  soient  x  et  z,  et 
que  les  équations  (40^^  soient  pour  .27=:  .r,,,  quels  que  soient  y  et  z. 

Le  moment  est  venu  de  se  servir  des  identités  (36)  et  (3^).  Si 
l'on  y  introduit  l'hypothèse  que  les  équations  (38)  sont  vérifiées 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,  j',  z,  elles  se  réduisent  à  la  forme  sui- 
vante : 


(4'>.) 


dy 

i 

2 

dQu- 
dx 

=21!'='.  -'ï^^-'-^'" 

' 

^Ri/ 
dx 

dx 

m 

dx 

-l^^^^^l^'-^ 
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el  elles  nous  montrent,  en  application  du  théorème  général  déjà 
(Muplojé  deux  fois  (n"*  179  et  180),  que  les  P21,  QaA?  Ri/?  S,£,  Sas 
seront  constamment  nulles  si  les  Pa*  le  sont  pour  y  =yo,  et,  si 
toutes  les  autres  variables  Q2A,  Ri/,  Sig,  Sas  le  sont  pour  x=^x^^. 
C'.es  deux  hypothèses  se  trouvant  réalisées  par  notre  méthode,  on 
peut  affirmer  que  le  système  (35)  tout  entier  sera  vérifié  pour  toutes 
les  valeurs  de  ^,  jK,  -,  comprises  dans  le  domaine  de  continuité;  et 
la  proposition  que  nous  avions  en  vue  se  trouve  ainsi  entièrement 
('tablie. 


CHAPITRE  II. 

APPLICATIONS    DES    THKORKMES    PIIÉCKDENTS. 
Applications  analytiques.  —  On  envisage  d'abord  l'équation 

ùx  dy       ^\    '  -^  '  ^'  ()x  '  Oy] 

qui  a  déjà  été  l'objet  des  belles  études  de  M.  Emile  i'icard.  Sous  les  con- 
ditions de  continuité  habituelles,  elle  admet  une  solution,  et  une  seule  pour 
laquelle  z  se  réduit  à  une  fonction  donnée  de  x,  pour_;>^  =^'o}  et  à  une  fonc- 
tion donnée  de  y,  pour  x  =  x^. 
On  considère  ensuite  le  système  suivant  : 


()2  e   _     /        _  ()o    fXj  \ 

djcd^  -  ./3  [T,  r>  ^>  ^ '  -^j ' 

qui  se  présente  assez  souvent  en  géométrie.  Si  les  conditions  d'inlégrabilité 

d'^  0 

obtenues  en  égalant  les  diverses  valeurs  de sont  vérifiées,  ce  svs- 

*'  ôxoyôz  '  ^ 

lème  admet  une  solution,  et  une  seule,  pour  laquelle  0  se  réduit  à  une  fonc- 
tion arbitraire  de  chacune  des  variables  quand  les  deux  autres  variables  se 
réduisent  à  leurs  valeurs  initiales. 

Applications  géométriques.  —  On  considère  d'abord  la  correspondance 
|)ar  plans  tangents  parallèles,  et  l'on  se  propose  le  problème  suivant  :  étant 
<lonnée  une  surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  tracé  sur  (S),  trouver  toutes 
les  surfaces  (S,)  qui  correspondent  par  plans  tangents  parallèles  à  (S),  avec 
conservation  du  réseau  conjugué. 

On  donne  deux  solutions  dift'érentes  de  ce  problème  et  l'on  démontre  le 
théorème  suivant  :  considérons  sur  la  surface  (S)  les  deux  courbes  du  réseau 
conjugué  (C)  et  (D)  qui  se  croisent  en  un  point  M  de  la  surface,  puis 
construisons  dans  l'espace  deux  courbes  (Ci)  et  (Di)  qui  se  croisent 
en  un  point  Mi  et  sont  assujetties  à  l'unique  condition  d'avoir  leurs  tan- 
gentes respectivement  parallèles  à  celles  de  (G)  et  de  (D).  Il  existera  une 
surface  (Si),  et  une  seule,  donnant  une  solution  du  problème  et  contenant 
les  courbes  (Ci),  (D,). 

La    seconde    application    géométiique   concerne    la    recherche    de    deux 
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systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  se  correspondent  dételle  manière 
qu'aux  points  correspondants  les  plans  tangents  aux  surfaces  coordonnées 
soient  parallèles,  et  par  suite  aussi  les  tangentes  aux  courbes  coordonnées. 
Nous  dirons  alors  que  les  deux  systèmes  sont  parallèles.  On  montre  com- 
ment on  pourra  obtenir  de  tels  systèmes.  Ils  doivent  d'abord  être,  comme 
nous  dirons,  à  lignes  conjuguées,  c'est-à-dire  les  courbes  coordonnées  doi- 
vent former  un  réseau  conjugué  sur  chaque  surface  coordonnée. 

Toutes  les  fois  qu'un  système  est  à  lignes  conjuguées,  il  admet  une  infi- 
nilé  de  systèmes  parallèles,  dont  on  peut  définir  comme  il  suit  le  degré  de 
généralité. 

(Considérons  dans  le  système  conjugué  connu  un  point  M  et  les  trois 
courbes  coordonnées  (C),  (Ci),  {Ci)  qui  passent  en  ce  point.  Par  un  point 
quelconque  M'  de  l'espace,  faisons  passer  trois  courbes  (C),  (Cj),  (C'j) 
assujetties  à  l'unique  condition  d'avoir  leurs  tangentes  respectivement 
parallèles  à  celles  des  courbes  (C,).  Il  existera  un  système  de  coordonnées, 
et  un  seul,  parallèle  au  proposé  et  pour  lequel  les  trois  courbes  (CJ)  feront 
partie  du  système  des  courbes  coordonnées. 

Détermination  et  conditions  d'existence  des  systèmes  conjugués. 
Enoncé  géométrique.  —  Considérons  trois  surfaces  (ii),  (Si),  (S2)  se 
coupant  en  un  point  M  et  désignons  par  (C/)  la  courbe  d'intersection  des 
deux  surfaces  (S/),  (S/).  Nous  supposerons  que  les  trois  surfaces  soient 
assujetties  à  l'unique  condition  que  les  tangentes  en  M  à  (C^)  et  (G/)  soient 
des  tangentes  conjuguées  de  {^t).  Alors  il  sera  possible,  et  d'une  infinité  de 
manières,  de  tracer  sui-  chaque  surface  (S,)  un  réseau  conjugué  comprenant 
les  courbes  (Ga),  (G/).  Quand  on  aura  ainsi  tracé  les  trois  réseaux  sur  les 
surfaces  (S,),  ce  qui  comporte  l'introduction  de  trois  fonctions  arbitraires 
de  deux  variables,  il  existera  un  système  de  coordonnées  à  lignes  conju- 
guées, et  un  seul,  comprenant  comme  surfaces  coordonnées  les  trois  sur- 
faces (S/)  et  comme  courbes  coordonnées  toutes  celles  des  trois  réseaux 
tracés  sur  les  surfaces  (S,j. 


J8ii.  Nous  allons  mainlenaiit  indiqtier  quelques  applications 
très  simples  des  théorèmes  généraux  développés  dans  le  chapitre 
précédent.  Et  d'abord,  nous  considérerons  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre 

qui  a  été  l'objet  d'une  étude  directe  de  M.  Emile  Picard  (  '). 

(')   Voir,  en   parliculier,  nos    Leçons  sur  la  théorie   générale   des  surfaces, 
Y  l'arlie,  Note  1,  p.  355  et  suiv. 
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En  prenant  comme  inconnues  auxiliaires 

on  peut  constituer  le  système  du  premier  ordre  suivant  : 

'   dz  ^-^    _ 

auquel  s'applique  immédiatement  notre  troisième  théorème  fon- 
damental et  où  la  condition  d'intégrabilité  est  évidemment  vérifiée. 
Ce  système  a  donc  une  solution  et  une  seule  pour  laquelle 

Zx  se  réduit  à  une  fonction /(,r)  de  x  poury  =_/„ 
5o  se  réduit  à  une  fonction  'f  (jk)  de  y  pour  x  ^  x^^ 
z  se  réduit  à  une  constante  a  pour  x  ■=  x^^  y  =:yo- 

Il  est  aisé  de  simplifier  cet  énoncé.  Gomme  on  a 

ûz 


on  verra  immédiatement  que,  pourj'=jKo,  on  devra  avoir 

z  =  a -h    /      f(x)dx. 
De  même  pour  x  ^=  x^^  on  trouvera 

de  sorte  que  le  résultat  peut  s'énoncer  comme  il  suit:  L'équation 
proposée  aura  une  solution  et  une  seule  dans  laquelle  j  se  réduira 
à  une  fonction  déterminée  F(x)  de  x,  pour  r^y^,  et  à  une  fonc- 
tion ^  (y)  dey,  pour  x=:x^t,  ces  fonctions  F  (a?),  ^  (y)  n'étant 
assujetties  qu'à  la  condition  évidente 

F(,ro)  =  <i'(yo). 
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I8i.  Considérons  maintenant  le  système  suivant, 


dx  dy       ■^''  \    '  "^'  ^'  (>3:  '  'J^X  /  ' 
([ui  se  présente  assez  souvent  en  géométrie. 

En  égalant  les  trois  valeurs  de  -t — r— -  que  fournit  la  difterentia- 
o  dx  dy  dz    » 

tion  de  chacune  de  ces  équations,  et  en  posant,  pour  abréger, 

^    '  dx         ^'  dy         -'  dz 

on  sera  conduit  aux  deux  conditions  d'intégrabilité  suivantes 

...  àf,  ^df,         df,         dU  ,  df,      ,   df, 

^^^  d^  -^  dîT/'-^W/' ^  ^  ""  ^•^' ""  dn;-^' 

~  dz        dfi/-   '    d^,-^'' 

Admettons  que  ces  conditions  d'intégrabilité  soient  identique- 
ment vérifiées;  alors,  en  introduisant  0,,  ^a,  0;,,  nous  pourrons 
constituer  le  système  suivant  : 


(7) 


auquel  s'applique  évidemment  notre  troisième  théorème  fonda- 
mental; car  les  conditions  d'intégrabilité  y  sont  vérifiées. 

Ce  système  admettra  donc  une  solution  pleinement  déterminée 
par  la  condition  : 

1°  que  0  se  réduise  à  une  constante  a  pour  ^  =  a?,,,  y=:r^. 


d^-    ~  *■' 

,)i) 

-,='>" 

Oz 

M,         , 

■dl  =-^^' 

d^i        ^ 

dx       •^■■' 
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2"  que  0,  se  réduise  à  une  fonclion /,  [x)  de  x  pourj-  =  y^^^ 

■"=^0   5 

3"  que  O2  se  réduise  à  une  fonction /^  {y)  de  y  pour  z  r=  ^„, 
X  =  .c,,  ; 

4"  (jue  O3  se  réduise   à  une  fonclion /a  [z)  de  ;  pour  j?  =^07 

Comme  on  a,  par  exemple  pour  y  =y„,  z  =  z^^ 

0  ==  a  +    /      f)i  dx  =  a-h   I     fi{x)  dx, 

on  \oit  que  ces  dilîerenles  conditions  peuvent  se  remplacer  par  la 
suivante  : 

I^a  fonction  0  devra  se  réduire,  poury  =j^„,  ;  =^0,  à  une  fonc- 
lion donnée  F,  (:r);  pour  z  =  5,,,  x  =  :r„,  à  une  fonction  donnée 
h\  ()')  de  j/;  et  enfin  pour  x  =  ^„,y  r^y^,  à  une  fonction  donnée 
F;,  (s)  de  :;,  ces  trois  fonctions  n'étant  assujetties  qu'à  la  condition, 
évidente  a  priori^ 

F,(ro)  =  F,(jo)  =  F,(3,). 

J8o.  JNous  allons  indiquer,  dès  à  présent,  cjuel(|ues  applications 
géométriques  des  propositions  précédentes. 

Considérons  d'abord  deux  surfaces  quelconques  (S),  (S|)  et 
établissons  une  correspondance  entre  ces  deux  surfaces  par  la 
condition  qu'aux  points  correspondants  M,  M,,  les  plans  tangents 
aux  deux  surfaces  soient  parallèles.  On  sait  qu'il  existe  en  général 
deux  tangentes  M/,  Mm  de  (S)  auxquels  correspondent  deux  tan- 
gentes M,^,,  M,  w,  de  (S,),  respectivement  parallèles  aux  deux 
jiremières.  On  sait  de  plus  que  les  droites  M/,  Mw  sont  des  tan- 
gentes conjuguées  de  (S);  de  même  que  les  droites  M,«,,  M,  m, 
sont  des  tangentes  conjuguées  de  (S|).  Les  courbes  de  (S)  tan- 
gentes à  M^,  Mm  forment  donc  sur  cette  surface  un  réseau  con- 
jugué, auquel  correspond  sur(S(  )  un  réseau  conjugué  que  l'on  peut 
dire  parallèle  au  premier;  puisque  les  tangentes  des  courbes  coor- 
données, aux  points  correspondants  des  deux  réseaux,  sont  paral- 
lèles. 

Si  l'on  suppose  que  la  surface  (S,)  se  réduise  à  une  sphère,  on 
retrouve  la  i^eprésentation  spliérique  deOauss;  et  le  réseau  conju- 
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gué  tracé  sur  (S)  devient  celui  qui  est  formé  des  lignes  de  cour- 
bure. 

Gela  posé,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Etant  donnée  une  surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  tracé 
sur  (S),  trouver  toutes  les  surfaces  (S,  )  qui  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles  à  (S),  avec  conservation  du  réseau 
conjugué. 

On  peut  résoudre  cette  question  de  différentes  manières. 

Soient  d'abord  x^y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point 
de  (S)  et  désignons  par  p,  Oi  les  paramètres  des  deux  familles  de 
courbes  conjuguées  tracées  sur  (S).  On  sait  que  x,  y,  z,  consi- 
dérées comme  fonctions  de  p,  O),  sont  des  solutions  particulières 
d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

i  s  »  — — ^.  a  —  -T-  A  — -  =  o. 

Opopi  dp  opi 

Cela  posé,  si  nous  désignons  par  a?,,  y,,  s,  les  coordonnées  du 
point  M,  de  (S,)  qui  correspond  au  point  M  {x,y,  s)  de  (S), 
nous  exprimerons  le  parallélisme  des  tangentes  aux  courbes  coor- 
(btnnées  en  M,  M,  par  des  équations  telles  que  les  suivantes  : 

dxi        ^  d.v  dxx        ^     dx 

et  celles  qu'on  obtiendrait  en  remplaçant  les  x  par  les  y  et  les  z. 
Eliminant  par  dérivation  l'inconnue  ic,,  nous  sommes  conduits  à 
l'équation 

,.        ,    ^    ù^x  (Tk    dx        àkj    dx 

(  h  .  >  (  X  —  A,  ) i L^  =  o, 

dp()pi         Opi   (Jp  Op    dpx 

à  laquelle  devront  satisfaire  également  y  et  ^,  et  qui  devra  être, 
par  conséquent,  identique  à  l'équation  (8).  On  est  ainsi  conduit 
aux  deux  équations 

(w)  -—  =  a(K  —  /.i),         --Î- =— 6(X  — X,), 

Opi  Op 

qui  devront  déterminer  A  et  )v|.  Elles  sont  d'une  forme  à  laquelle 
s'aj)plique  le  tliéoième  1  du  Chapitre  précédent.  Et  nous  pouvons 
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dire  qu'elles  adniellent  une  solution,  et  une  seule,  dans  laquelle 

X      se  réduit  à    /(p)  pour         p,=:pî, 

Xj     se  réduit  à    ./"[(pi)         pour         p  =  a", 

11  suffit  de  se  reporter  aux  é(|uations  (9)  pour  obtenir  l'inler- 
prétation  géométrique  de  ces  conditions.  Soit  M  le  point  de  (S) 
dont  les  coordonnées  curvilignes  sont  p",  p"  et  soient  (Co),  (Do) 
les  deux  courbes  coordonnées  de  (S)  qui  se  croisent  en  M.  Par 
un  point  quelconque  de  l'espace  M,  on  mènera  deux  courbes 
(C„),  (D„),  assujetties  à  l'unique  condition  d'avoir  leurs  tan- 
gentes respectivement  parallèles  à  celles  de  (Cq)  et  de  (Do).  Il 
y  aura  une  surface  (S,),  et  une  seule,  passant  par  les  deux  courbes 
ainsi  construites. 

A  propos  de  cette  première  solution,  remarquons  que,  si  l'on 
prend  comme  inconnue  auxiliaire 

X  -  X,  =  (0, 
on  sera  conduit  pour  to  à  l'équation 

à^  to  ÔM        .  do)         /  ùa         ôb  \ 

(l-.>.)  - — ■ a- b- -_^-  ,0  =  0. 

ôpO^i  Op  âpi         \àp         0*0 1/ 

Cette  équation  en  to  est  ce  que  nous  avons  appelé  dans  nos 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces ,W Piivlie,Véquaiiion  adjointe 
de  l'équation  (8). 

186.  Voici  maintenant  une  autre  méthode  de  solution  du  j)ro- 
blème  proposé.  Ecrivons  l'équation  du  j)lan  tangent  à  la  sur- 
face (S) 

(i^)  ux -h  i'y -h  wz -\-/j  =  o. 

Nous  savons  que  u,  c,  (ïv,/>  sont  des  solutions  particulières  d'une 
équation  de  la  forme 

op  dpi  dp        •  àpi         '  ' 

que  nous  avons  appelée  l'équation  tangentielle  relative  au 
système  conjugué.  Cette  équation  est  déterminée  par  la  condi- 
tion d'admettre  comme  solutions  particulières  u,  p,  w]  elle  sera 
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donc  la  même  pour  (S)  et  pour  (S,)  et,  par  conséquent,  la  sui 
face  (S))  sera  l'enveloppe  du  plan 


u  .T  -i-  vy 


0  = 


où  6  sera  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (i4).  Cette 
solution  8  peut  être  déterminée,  nous  l'avons  vu,  par  la  condition 
de  se  réduire  à/,  (p,)  pour  ^  =  ^^  et  à  f{^)  pour  p,  =  ^\.  En 
interprétant  ^géométriquement  ces  conditions,  on  retrouvera  le 
rc'sultat  fourni  par  la  première  méthode. 

187.  Nous  n'insisterons  pas  sur  les  applications  des  méthodes 
précédentes,  que  nous  avons  développées  dans  nos  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  surfaces^  plus  particulièrement  en  ce  qui 
concerne  le  cas  particulier  de  la  représentation  sphérique;  et  nous 
passerons  à  un  problème  qui  intéresse  plus  directement  les  coor- 
données curvilignes  dans  l'espace. 

Proposons-nous  de  rechercher  s'il  existe  dans  l'espace  deux 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  jouissant  de  cette  propriété, 
qu'aux  points  correspondants,  c'est-à-dire  aux  points  de  mêmes 
coordonnées  curvilignes  dans  les  deux  systèmes,  les  plans  tangents 
aux  surfaces  coordonnées  de  même  nom  soient  parallèles.  Si  cela 
a  lieu,  il  en  sera  évidemment  de  même  en  ce  qui  concerne  les 
tangentes  aux  courbes  coordonnées. 

Soient  x^  y,  z  et  x\  y',  s',  les  coordonnées  des  points  M  et  M' 
<|ui  correspondent  aux  mêmes  coordonnées  curvilignes  p,  p,,  pa- 
Pour  formuler  analyliquement  les  conditions  cherchées,  il  n'y  aura 
qu'à  écrire  les  équations 


{ii\) 


dx'       .  dx 

dx'        .     (IX 

dx'        .     dx 

ofi  ~   ''^' 

dfi^'^'df. 

oy  _ 

Op    "           ' 

ôz' 

^           ' 

' 

qui  |)euvent  s'écrire  sous  la  forme  plus  abrégée 

du'  _      (h/ 
dpi         'do,' 
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où  i  doit  recevoir  les  valeurs  o,  i,  2,  et  où  «,  u'  doivent  être  rem- 
placées successivement  par  ar,  x';  y^  y';  s,  z'. 

Si,  entre  les  équations  (17),  on  élimine  les  u'  par  did'érenlia- 
tion,  on  sera  conduit  aux.  trois  équations 

,  à'-ii  Oh,    ùa        ôl/,  Ou 

'8)  (ki—l/,)- — ^ h- ■ — -  — -  =  o, 

Opi  Oo/-         OO/,:  Opi         Opi    Opi- 

où  i  est  dilFérent  de  k  et  qui  devront  admettre  les  trois  solutions 
X,  y,  z.  Posons 

(19)  ^=(X,— )./.)«,/.; 

Op/c 

elles  prendront  la  forme 

O^ti,  Ou  Ou  ,  .       , 

i  20)  --— i-  au, H  <(,,i  -7—  =  o  {17^  k) 

OpiOpk  Opi  Opu 

et  rentreront  dans  le  type  qui  a  été  considéré  au  n"  18i.  En  appli- 
quant la  méthode  que  nous  avons  exposée  et  formant  les  condi- 
tions d'inlégrabilité,  nous  aurons  des  équations  telles  que  les 
suivantes  : 

[  àau;  \  i')u        f()ai,i  \  Ou         .  ^  du 

du        f  ôa/;i  \  du 

=  —{a/.,  au, 4-  rt//,  au )- 1- aki aui  I  3— 

àpi        \  àpi  )  dpk 

I  Oauc  \  du 

où  /,  X',  /  sont  différents.  Comme  cette  équation  doit  admettre  trois 
solutions  indépendantes  ^,y,  5,  entre  lesquelles  il  ne  peut  exister 
aucune  relation,  elle  doit  avoir  lieu  identiquement.  En  égalant 
donc  les  coefficients  des  mêmes  dérivées,  on  sera  conduit  à  deux 
équations  de  types  différents 

àai,i  _  àai,i 
'  àpi    ~    dpi  ' 

,      .  àatk 

(  ■l'i  )  —, —  =  fin,  au  —  aiu  au,—  au,  au. 

dpi 

La  première  permet  de  réduire  à  trois  les  six  fonctions  aih  en 
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j)Osant 

I    dUi 

'•'^^  "'•''■=- 117  ^' 

La  seconde,  après  le  changement  de  i  en  /,  prend  alors  la  forme 
[)lus  simple 

ân\/ \_ôlhàUj I     t)H/,  âU,  _ 

'  '  àpjôôj,        [li  àp^  Opi  ~~  H/,    ()pi    <Jp/,  ~~^' 

En  résumé,  l'inlroduclion  des  fonctions  H/  ramène  les  trois  équa- 
tions du  système  (20)  à  la  forme 

ô-^a  1     ()U,   Ou  i     ()U/,    au  /•    ^  ,x 

'-■'^  •^'•'•(")  =  ;^^77^.-h;;^.-^-iï7;i^^=^^     ^'^^■^' 

et  les    conditions  d'intégrabilité  (2/1)  s'expriment  alors    sous  la 
forme  très  simple 

(■26)  /,7.(H/)  =  o. 

11  importe  de  remarquer  que,  si  les  valeurs  des  H,  H,,  H^ 
déterminent  la  forme  du  système  (ao),  la  réciproque  n'est  pas 
vraie.  Car  ce  système  ne  change  pas  si  l'on  y  remplace  H, 
par  H,//(o<).  Nous  aurons,  plus  d'une  fois,  à  faire  usage  de  cette 
remarque. 

188.  Puisque  les  équations  (26)  sont  au  nombre  de  trois  seule- 
ment, il  est  clair  qu'elles  détermineront  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  de  H,  H,,  Ho.  Et  par  conséquent,  il  existe  une  infinité 
de  systèmes  de  la  forme  (25^  pour  lesquels  les  conditions  d'intégra- 
bilité seront  satisfaites  et  qui  admettront  des  solutions  dont  nous 
avons  fixé  plus  haut,  au  n"  18i,  le  degré  de  généralité.  Pour  obte- 
nir les  systèmes  de  coordonnées  qui  leur  correspondent  avec  paral- 
lélisme des  plans  tangents,  nous  dirons  pour  abréger,  qui  leur 
sont  parallèles^  il  restera  à  intégrer  les  équations  (19),  qui  devien- 
dront maintenant 

puis  les  coordonnées  du  point  du  système  parallèle  s'obtiendront 
D  23 
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par  les  quadratures 

(27)  du'=y'ki—-àoi. 

Toute  cette  solution  se  simplifie  beaucoup,  et  devient  infiniment 
plus  élégante  si,  à  côté  des  fonctions  H^-  et  m,  on  introduit  les 
6  quantités  jS^vr  et  les  9  quantités  U/  (X/,  Y/,  Z/),  définies  par  les 
relations 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  pourra  alors  remplacer  les  équations 
(20)  et  (26)  par  le  système  du  premier  ordre  suivant  : 

(A)         ■ 

(B') 
(G) 

qui  décompose  en  quelque  sorte  la  difficulté.  Il  y  aura  d'abord  à 
intégrer  le  système  (A),  qui  fournira  les  valeurs  de  six  fonctions 
j3,a;  puis  le  système  (B),  dont  il  faudra  prendre  trois  systèmes  de 
solutions  X,  X,,  X2  ;  Y,  Y,,  Y2  ;  Z,  5C,,  Z2;  ensuite  le  système 
(  B'),  qui  fournira  H,  H, ,  H2  ;  enfin  le  système  (C)  donnera  5:,  y-,  z 
par  trois  quadratures. 

189.  D'après  cela,  on  voit  immédiatement  que  si,  gardant  le 
même  système  de  valeurs  pour  les  3/a  et  les  U/,  on  prend  un  autre 
système  de  solutions  H',  H',,  H'^  du  système  (B')  on  aura  un  nou- 
veau système  de  coordonnées  qui  sera  parallèle  au  premier.  Il  est 
facile  de  voir  qu'on  aura  ainsi  tous  les  systèmes  parallèles  aux 
premiers. 

Reprenons  en  elïet  les  formules  (17),  où  nous  remplacerons  les 


=  ?.•/?//. 

(i^k^l), 

àp/c 

=  ,3m-U/,, 

àpK- 

=  :i//H,., 

du 

=  I1/U/, 
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ileuis  des  -r—  par  leurs  expressions  (C).  Elles  deviennent 


du'       ,,,  j, 

en  posanl 


do/,  0?i 

résultant  des  formules  (3i),  pour  en  déduire,  en  tenant  compte  des 
équations  (B), 

et  il  est  ainsi  établi  que  notre  méthode  donnera,  en  même  temps 
que  les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  cherchés,  tous  ceux 
qui  leur  sont  parallèles.  11  suffira,  pour  cela,  de  conserver  les  U/et 
par  conséquent,  les  ,3/a,  mais  en  substituant  aux  H/  un  autre  système 
<[uelconque  de  solutions  H^  du  système  (B'). 

Avant  d'aller  plus  loin,  donnons  l'interprétation  géométrique 
des  résultats  obtenus.  Les  équations  (20)  ou  (20)  expriment  évi- 
demment que  les  courbes  coordonnées  forment  un  réseau  conju- 
gué sur  chacune  des  surfaces  coordonnées.  Cette  propriété  était 
facile  à  prévoir,  d'après  les  résultats  rappelés  aux  n'"*  I80  et  186. 
(^uand  un  système  de  coordonnées  curvilignes  la  possédera,  nous 
dirons  que  ce  système  est  à  lignes  conjuguées.  D'après  cette 
définition,  nous  pouvons  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Les  seuls  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  admettent 
un  système  parallèle  sont  les  systèmes  à  lignes  conjuguées. 

Réciproquement  tout  système  à  lignes  conjuguées  admet  une 
infinité  de  systèmes  parallèles  dont  nous  définirons  ultérieure- 
ment le  degré  de  généralité. 

Enfin  la  détermination  de  tout  système  à  lignes  conjuguées 
et  des  systèmes  qui  lui  sont  parallèles  dépend  de  l'intégration 
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successive  des  systèmes  du  premier  ordre  (A),  (B)  (B')  et  des 
quadratures  (C). 

Ces  résultats  étant  établis,  il  est  f'aeile  de  déterminer  le  deg^ré  de 
généralité  de  la  solution. 

D'après  le  pieniier  de  nos  théorèmes  fondamentaux,  le  système 
(A)  admet  une  solution,  et  une  seule,  dans  laquelle  chacune  des 
fonctions  ^^ik  doit  se  réduire  à  une  fonction  arbitraire /^a  (o/,  oa) 
pour  p/=:  p".  C'est  dans  ce  sens  que  nous  dirons  que  son  intégrale 
générale  dépend  de  six  fonctions  arbitraires  de  deux  variables. 

Les  fonctions  ^,Vf  une  fois  connues,  les  systèmes  (B)  et(B'),  qui 
sont  de  même  forme,  donnent  lieu  à  des  intégrales,  de  même  géné- 
ralité pour  l'un  et  pour  l'autre.  Le  système  (B),  par  exemple, 
admettra  une  solution  pleinement  déterminée  par  la  condition 
que  U,  se  réduise  à  une  fonction  quelconque  de  p/  pour  oy^  =  p/|., 
p/  =  p° .  Comme  il  faut  prendre,  pour  avoir  les  X/,  les  Y/,  les  Z,-,  trois 
solutions  distinctes  du  système  (B),  on  voit  que  l'intégration  des 
systèmes  (B),  (B')  introduira  douze  fonctions  arbitraires  d'une 
variable;  après  quoi,  les  coordonnées  rectilignes  x^  y,  z  s'obtien- 
dront par  de  simples  quadratures. 

190.  Le  degré  de  généralité  de  la  solution  étant  ainsi  déterminé, 
revenons  au  problème  proposé.  Supposons  que  l'on  ait  déterminé 
un  système  conjugué,  et  proposons-nous  de  trouver  tous  les  systè- 
mes parallèles.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  faudra  garder  les 
mêmes  valeurs  des  Uj,  et  par  conséquent  des  [3//i,  mais  substituer 
aux  H/  d'autres  solutions  du  système  (  B').  Ainsi  les  systèmes  paral- 
lèles dépendront  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

Mais  à  ce  résultat,  de  forme  tout  analytique,  il  convient  d'ad- 
joindre son  expression  géométrique. 

Considérons,  dans  le  système  conjugué  supposé  connu,  un  point 
M  quelconque,  et  les  trois  courbes  coordonnées,  (C),  (C,),  (C2),qui 
passent  en  ce  point,  les  indices  étant  choisis  de  telle  manière  que, 
seule,  la  coordonnée  p/  varie  sur  la  courbe  (C/).  Par  un  point  quel- 
conque M'  de  l'espace,  faisons  passer  trois  courbes  (C),  (C,),  (C,), 
assujetties  à  cette  unique  condition  que  la  courbe  (C^)  ait  ses  tan- 
gentes parallèles  à  celles  de  (C/).  Il  y  aura  un  système  de  coor- 
données parallèle  au  proposé,  et  un  seul,  pour  leqttel  les  trois 
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courbes  (Q)  feront  partie  du  système  des  courbes  coordon- 
nées. 

Adjoignons,  en  effet,  à  l'une  quelconque  des  courbes  (C/)  sa 
courbe  parallèle  (C^).  Si  l'on  désigne  par  x^  y,  z  el  x',  y',  z'  les 
cooi'données  de  deux  points  correspondants  des  deux  courbes, 
c'est-à-dire  de  deux  points  où  les  tangentes  sont  parallèles,  on  aura 
è\idemment 

dx'  _  dy'  _  dz' 
dx         dy         dz 

Déterminons  une  fonction  W-  de  o/  par  la  condition 

dx'        H ,        du' 
dx        \\i        du  ' 

on  aura  évidemment,  en  tous  les  points  de  (Q), 

du  —  \\i\]id-ji. 

Il  suflira  donc  d'intégrer  le  système  (IV)  en  prenant  pour  valeurs 
initiales  des  H/ les  fonctions  H',  que  nous  venons  de  déterminer,  l^a 
solution  sera  unique.  Il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  les  con- 
stantes introduites  par  les  quadratures  finales  de  manière  que  le 
point  M'  corres})onde  au  point  M,  et  alors  les  courbes  (C,)  corres- 
pondront aux  courbes  (Q). 

191.  On  peut  présenter  aussi  sous  une  foi-me  entièrement  géo- 
métrique la  projiosition  générale  relative  à  l'existence  des  systèmes 
conjugués. 

Considérons  trois  surfaces  (S),  (S,  ),  (Sa)?  se  coupant  en  un  point 
M,  et  désignons  par  (C,)  Tintersection  des  surfaces  (S;v),  (S/).  Nous 
supposerons  seulement  que  les  surfaces  soient  assujetties  à  cette 
unique  condition  que  les  tangentes  en  M  aux  deux  courbes  (Gy;), 
(C/)  soient  des  tangentes  conjuguées  de  (S/). 

Il  sera  possible  alors  de  tracer,  d'une  infinité  de  manières,  sur 
chacune  des  surfaces  (-/),  un  réseau  conjugué  comprenant  les  deux 
courbes  (Ca),  (C/).  Par  exemple,  nous  tracerons  sur  (S<)  une 
famille  de  courbes  (Qy..),  assujettie  à  comprendre  la  courbe  (G*), 
chaque  courbe  (G'^^^)  devant  admettre  pour  tangente,  au  point  où 
elle  coupe  (G/),  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  à  (G/).  Alors 
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la  famille  des  courl)es(C',/),  conjuguées  des  courbes  (C^/i),  compren- 
dra évidemment  la  courbe  donnée  (C/);  et  nous  aurons  constitué 
ainsi  un  réseau  conjugué  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  de 
deux  variables. 

Admettons  que  nous  ayons  ainsi  divisé  chacune  des  surfaces 
(S/).  Nous  allons  montrer  qu'il  existera  un  système  conjugué,  et  un 
seul,  admettant  pour  sui'faces  coordonnées  les  trois  surfaces  don- 
nées et  pour  courbes  coordonnées  les  courbes  tracées  sur  ces  trois 
surfaces. 

Pour  bien  préciser  la  démonstration,  nous  conviendrons  que  l'on 
prendra  pour  coordonnées  curvilignes  les  arcs  comptés  sur  les  trois 
courbes  initiales  (C/);  de  sorte  que  o/  sera  l'abscisse  curviligne, 
comptée  à  partir  de  M,  interceptée  sur  la  courbe  (Ci)  par  la  sur- 
face de  paramètre  p,.  Nous  savons  que  les  coordonnées  .r,  y,  z 
satisfont  à  trois  équations  de  la  forme 

,  rP-u  I    dlii  Ou  I     dU/,-   du    _ 

qui  ne  changent  pas  de  forme  si  on  multiplie  H,  par  une  fonction 
quelconque  de  p,,  de  sorte  que  nous  pourrons  supposer  que  H/  soit 
égal  à  l'unité  sur  la  courbe  (C,),  c'est-à-dire 

H/=i         pour        p/,=  p/=o. 

[/équation  (Sa),  devant  être  vérifiée  pour  tous  les  points  de  l'espace, 
devra  l'être,  en  particulier,  sur  chacune  des  trois  surfaces  (S/);  de 
sorte  que,  si  l'équation  poncluelle  relative  au  réseau  conjugué  tracé 
sur  (S/)  est 

d'^u                du  du 

(33) ^ au,- a  la-—  =  o, 

ap/  do/,.  dpi  dp/, 

elle    devra  êti-e   identique   à    l'équation  (Sa),   ce   qui   permettra 

d'écrire 

I    dlii  I    dU/, 

Hj  dp/,  H/^.    dpi 

OU,  en  intégrant  et  tenant  compte  des  hypothèses  faites  plus  haut, 

/         "ik  <IÇk  /         "ki  rfp: 
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Ainsi,  H/,  Hyt  seront  connus  en  tous  les  points  de  la  sur- 
face{^,). 

Il  en  sera  donc  de  même  de 

Les  valeurs  initiales  des  '^Hf  élanl  connues,  il  sera  possible  d'in- 
légrer  le  système  (A),  qui  aura  une  solution  pleinement  déter- 
minée. 

Si  l'on  passe  maintenant  aux  systèmes  (B)  et  (B'),  on  verra  qu'ici 
encore,  les  conditions  initiales  déterminent  pleinement  leur  solu- 
tion. 

Par  exemple,  pour  le  système  (B'),  on  a 


pour         pA=p/: 


Pour  le  système  (B),  on  a 


'^'d^i         P°"''         p^=p/=o, 

c'est-à-dire  en  un  point  de  G,  où  -j—  est  pleinement  connu. 
I  dç>i         ^ 

Enfin  les  quadratures  finales  devront  être  elTectuées  de  telle  ma- 
nière que  le  point  M  corresponde  à  des  valeurs  nulles  de  toutes  les 
coordonnées  curvilignes. 

FI  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que  le  système  ainsi  obtenu  satis- 
fait aux  conditions  proposées. 

Remarquons  d'abord  que,  d'après  la  manière  dont  l'intégration 
a  été  dirigée,  le  système  comprendra  les  trois  courbes  (C/).  Il  est 
aisé  d'établir  qu'il  comprendra  les  surfaces  (S/)  et  les  courbes  qui 
y  ont  été  ti'acées. 

Démontrons,  par  exemple,  que  la  surface  pour  laquelle  on 
a  p/  =  o  est  identique  à  la  surface  (S/),  ou  mieux,  que  le  réseau 
(les  courbes  coordonnées  tracé  sur  cette  surface  est  identique  à 
celui  qui  a  été  adopté  pour  la  surface  (S^).  Or,  d'après  l'identité 
(les  équations  (Sa)  et  (33)  pour  les  deux  surfaces,  l'équation 
j)onctuelle  relative  au  réseau  conjugué  (p,,  p^)  est  la  même  dans 
les  deux  cas.  D'autre  part,  comme  les  deux  surfaces  contiennent 
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l'une  et  l'autre  les  courbes  (C/),  (Cyv),  les  valeurs  initiales  des 
coordonnées  cartésiennes  «,  c'est-à-dire  leurs  \aleurs,  soit  pour 
p/  =  o,  soit  pour  p/,  =  o,  sont  les  mêmes. 

Comme  il  est  impossible  d'avoir  deux  solutions  de  l'étpia- 
tion  (33)  qui  correspondent  aux  mêmes  valeurs  initiales,  il  faut 
donc  que  le  réseau  tracé  sur  la  surface  (S/)  soit  identicpie  au 
réseau,  correspondant  à  l'hjpotlièse  p/=  o,  de  notre  système  con- 
jugué. 

L'énoncé  géométrique  que  nous  avions  donné  plus  liant  se  trouve 
ainsi  entièrement  établi. 


CHAPITRE  m. 
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Rappel  des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  servent  à  déter- 
miner les  systèmes  à  lignes  conjuguées. —  Le  système  fondamental  des  six 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  déterminent  les  inconnues  p,/^  peut  être 
remplacé  par  une  seule  équation  du  sixième  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire 
une  certaine  fonction  V  dont  la  connaissance  entraînera  celle  de  toutes  les 
fonctions  [3//, .  L'introduction  de  la  fonction  V  met  en  évidence  une  propriété 
du  système  (A)  auquel  satisfont  les  ^ik.  Si  Ion  a  une  solution  de  ce  système 

on  en  aura  une  plus  générale  en  remplaçant  les  p//,  par  ^/a-— ->  où  ««  ne 

dépend  que  de  p,-. 

Système?  complémentaires  d'un  système  conjugué.  —  Ils  sont  caracté- 
risées par  cette  propriété  qu'aux  points  correspondants  des  deux  systèmes, 
les  trièdres  formés  par  les  tangentes  aux  courbes  coordonnées  sont  supplé- 
mentaires. Les  systèmes  supplémentaires  sont  aussi  à  lignes  conjuguées. 
Quand  le  système  considéré  est  ortliogonal,  les  systèmes  supplémentaires 
se  confondent  avec  les  systèmes  parallèles  au  proposé.  Formules  relatives 
à  deux  systèmes  supplémentaires.  Il  y  a,  en  particulier,  une  relation  diffé- 
rentielle intéressante  analogue  à  celle  qui  donne  l'élément  linéaire  d'un 
système  triple. 

Etude  du  cas  où  les  fonctions  V  relatives  à  deux  systèmes  supplémen- 
taires sont  identiques.  —  Il  faut  distinguer  deux  hypothèses.  La  première 
conduit  à  cette  conséquence  que  les  fonctions  [3,7^  du  premier  système  doi- 
vent être  égales  aux  P/.,  du  second.  On  peut  mettre  les  équations  qui 
déterminent  les  deux  systèmes  soiis  une  forme  telle  que  les  fonctions.  p,;i, 
X/,  X'/  ne  dépendent  que  des  différences  de  p,  pi,  p».  La  seconde  hypo- 
thèse conduit  à  une  solution  différente  de  la  précédente  et  qui  pouvait  être 
prévue  :  celle  qui  est  fournie  par  les  systèmes  triples  orthogonaux. 

L'étude  de  la  question  précédente  conduit  à  la  détermination  de  tous  les 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  jouissant  de  celte  propriété  que  le 
Iriédre  formé  par  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées  conserve  son  orien- 
tation quand  son  sommet  décrit  une  courbe. 
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192.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  vu  que  la  détermi- 
nation des  systèmes  conjugués  dépend  de  l'intégration  des  systèmes 
suivants  : 

(A)  ^  =  ri,,p,,.       {i,^k^l\ 


()C 


(G)  ^     =H,U,-, 

OÙ  les  notations  u^  U^  s'appliquent  à  l'une  des  coordonnées  et 
doivent  être  remplacées  successivement  par  ic,  X/ ;  j,  Y/;  ^,  Z,. 
Nous  allons  examiner  maintenant  ce  que  l'on  pourrait  faire  pour 
intégrer  ces  différents  systèmes  et  en  particulier  le  premier,  dont 
l'intégration  constitue  évidemment  la  principale  difficulté  du 
problème. 

Nous  avons  àéyd  vu  (n"^  189  et  suiv.)  quel  est  le  degré  de  géné- 
ralité de  sa  solution.  Bien  qu'une  telle  réduction  soit  loin  de 
constituer  toujours  un  avantage,  nous  allons  montrer  qu'on  peut 
toujours  ramener  l'intégration  du  système  (A)  à  la  détermination 
d'une  unique  fonction  V,  qui  sera  assujettie  seulement  à  vérifier 
une  équation  du  sixième  ordre. 

Si  nous  nous  reportons  aux  équations  (A),  nous  verrons  facile- 
ment qu'on  en  déduit  les  suivantes  : 


si  donc,  on  pose 

(■) 

on  aura 

{■!)  m-\-  n 


n  =  (3,0  [321^02, 


dp  2  dp  dpi 


Ces  équations,  déjà  remarquées  par  Lamé,  mais  dont  l'illustre 
géomètre  n'a  pas  fait  usage,  montrent  qu'il  existera  au  moins  une 
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fonction  V  de  p,  p,,  Oo  telle  qu'on  puisse  poser 

<'>       ^'•'^"=^,'        P"?"=5^'        ?»?«=|^- 

Nous  allons  voir  que  l'on  peut  exprimer  tous  les  ^ik  en  fonction 
de  V;  mais  pour  simplifier  l'écriture,  nous  conviendrons  de  poser 

àp,  àp/,-  ''  dpi  dp/,-  dp/ 

On  a  alors 

(5)  PzA- P/./  =  «/, 

(6)  m  -h  n  =  b. 

Il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  l'on  pourra  exprimer  m  et  n  en 
fonction  des  dérivées  de  V.  A.  l'équation  (6),  en  eft'et,  on  peut 
joindre  la  suivante 

(7)  mn  =  «ai  «2 

qui  résulte  des  équations  (3)  et  nous  permet  d'écrire 


^8)  ]  . 

(  <xn  =b  —  ^b'^—  i\aaiai, 

le  radical  ayant  son  signe  implicite. 

Si  l'on  prend  maintenant,  par  exemple,  l'équation 


on  en  déduit 

(9^ 


^3>-3         a     a 


dp        ~  a 


.^efr.-". 


et,  par  conséquent, 

(10) 

On  aura  de  même 


Une  fois  obtenues  ces  trois  valeurs,  les  équations  (5)  fourniront 
p2Jî  Poa?  Pioi  et  il  ne  restera  plus  qu'à  exprimer  que  les  valeurs  pré- 
cédentes vérifient  la  première  des  équations  (1),  ce  qui  conduira  à 
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la  condilion 

(12)  /   -dp -h    /   —dpi-h    /   —d'-Ji^-S'm. 

./     «  J     «1     '         J    cf-2     '  ^ 

II  siiinra  inaiiilenanl  de  dilFérentier  successivement  par  rapport 
à  p,  p,,  Oo  pour  oluenir  l'équation 

ûpâpiûp.,        dpiOpiXa)  '^  àpOpiXaJ  ''^  ôpûpi\aj' 

à  laquelle  devra  salisAvire  la  fonction  V.  C'est  une  équation  du 
sixième  ordre;  malgré  les  apparences,  elle  est  rationnelle;  car  si 
on  y  change  le  signe  du  radical,  ce  qui,  d'après  les  équations  (8), 
revient  à  échanger  m  et  /i,  puis  si  l'on  ajoute  les  deux  résultats 
ainsi  obtenus,  on  est  conduit  à  une  identité,  en  vertu  de  la  rela- 
tion (7). 

De  là  résulte  encore  que  l'équation  du  sixième  ordre  en  V  admet 
l'intégrale  particulière 

(i4)  m  —  n,  62— 4aai«2  =  o. 

C'est  une  remarque  importante  et  dont  nous  aurons  plus  d'une 
fois  à  faire  usa":e. 


193.  L'introduction  (')  de  la  fonction  V  suggère  un  certain 
nombre  de  propriétés  du  système  (A).  Remarquons  d'abord  que  la 
fonction  V  relative  à  un  système  (A)  n'est  déterminée  que  |)ar  ses 

d-W        ~  ... 

dérivées  ^ — — •  Donc  à  un  système  (A)  correspondent  une  infinité 

de  fonctions  V  définies  par  la  formule 

(i5)  V  =  V'  +  /(p)-+-/,(p,)  +  /2(?-2), 

où  fi  (pi)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  o/. 

Réciproquement,  à  une  fonction  V  donnée  correspondent  une 
infinité  de  systèmes  de  valeurs  des  [3/^- 

En  effet,  puisque  la  fonction  V  satisfait  à  léquation  (  i3),  nous 
aurons  évidemment,  en  remontant  à  l'équation  (12)  et  en  donnant 


(')  Celle  inlrodiiclion  a  élé  faile  par  nous  en  1866  clans  le  Mémoii'C  Sur  les 
surfaces  orthogonales  qui  nous  a  servi  de  tlièse  {Annales  de  l'École  Normale, 
1"'  série,  t.  III,  p.  97). 
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une  notation  précise  aux  intégrales,  une  relation  de  la  forme 


Je    n  f^'  n  r^'  n 

po    a  J^„    a,  J^„    a,     ^ 

-+-/(?„  p2)-f-/,(p,,p2)  +  /2(p,pi), 

les//(p/f^  0/)  étant  des  fonctions  nettement  déterminées.   D'autre 
part  les  é([uations  (lo)  et  (i  i)  pourront  s'écrire 

(17)  ,  X°"^"P'-?''P'P'^' 


les  'j>i{p/(,  Pi)  étant  à  déterminer  par  la  condition  que  le  produit 
,Ji2  l^jo  1^0)  soit  égal  à  m,  ce  qui  donnera  l'équation 


4^m=  /      -dp-h  /       ~«?pi-+-  /       — 6?p2-H(f(pi,p2)  +  c5i(p,p2)  +  cp2(p,pi), 


ou,  en  comparant  à  l'équation  (i(3), 

?(pl,  P2)  +  9l('?,   ?2)  +  ?2(?,  ?l)  =  fi?U   ?2)+/l(?,  ?2)+/2(p,pl)- 

La  solution  générale  de  cette  équation  sera  évidemment  fournie 
par  les  formules 

1     ?    (?1,    ??)  =  /   (?1.    P2)  +  -C.='I  — -C^î' 

(   ?2(p,    ?i)=/2(p,    pi)  +  -ll«  — -Ca,, 

où  a<  désigne  une  fonction  arbitraire  de  p/. 

Ainsi,  si  l'on  a  un  système  de  valeurs  des  [^//f  correspondant  à 
une  valeur  de  V,  on  en  aura  un  plus  général  en  efïectuant  la 
substitution 

eu  a,  est  une  fonction  arbitraire  de  p/. 

Si  nous  remarquons  enfin  que,  changer  le  signe  du  radical,  cela 
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revient  à  échanger  m  et  n,  ou  encore  les  deux  indices  des  fonctions 
p/>^,  on  sera  conduit  au  résultat  suivant  : 

Quand  on  a  obtenu  un  système  de  valeurs  ,3/^  correspondant  à 
une  fonction  V,  on  aura  toutes  les  solutions  correspondantes  à  la 
même  valeur  de  V,  en  adoptant  l'une  ou  l'autre  des  formules 

('!))  ?;•/.■=  P/^-^'  ou      (..o)  ^',,=  ^,,^, 

dans  lesquelles  a/  désigne  une  fonction  arbitraire  de  p,-. 

Celte  proposition  est  intéressante  au  point  de  vue  de  l'intégra- 
tion du  système  (A)  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  a,, 
a^  ne  jouent  aucun  rôle  dans  la  solution  finale.  Prenons,  par 
exemple,  les  formules  (19).  I-es  nouveaux  systèmes  (B)  et  (B') 
deviennent  ici 

et  se  changent  dans  les  anciens  si  l'on  [)0se 

u;  =  o(.u/,      11;=—, 


,  du 

ce  qui  ne  change  pas  —  •  • 

Si  au  contraire  on  prend  les  formules  (20),  on  a 

et  ces  systèmes  se  changent  respectivement  dans  les  systèmes  (B') 
et  (B)  si  l'on  pose 

u;'=a,ii„      h;'=-U/. 


La  seule  remarque  nouvelle  à  déduire  de  là,  c'est  que  si  l'on  a 
un  seul  système  de  solutions  Ui  du  système  (B)  et  trois  solutions 
H,,  H^.,  HJ  du  système  (B'),  les  formules  (C)  définiront  encore  les 
trois  coordonnées  rectangulaires  d'un  système  à  lignes  conjuguées. 
En  d'autres  termes,  o/i  peut  échange?'  les  systèmes  (B)  et  (B'). 

191.   Les  systèmes  à  lignes  conjuguées,  que  nous  avons  déjà 


LES    SYSTÈMES    A    LIGNES    CONJUGUÉES.  367 

étudiés  avec  quelque  détail  dans  la  IV"  Partie  de  nos  Leçons,  pos- 
sèdent un  grand  nombre  de  propriétés  pauni  lesquelles  nous 
sig;nalerons  la  suivante  :  à  tout  système  de  cette  nature  on  peut  en 
associer  d'autres  tels  qu'aux  points  correspondants  des  deux  sys- 
tèmes, les  trièdres  formés  par  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées 
soient,  non  pas  parallèles,  mais  supplémentaires. 

Considérons,  en  efTet,  un  système  à  lignes  conjuguées  quel- 
conque, et  soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace  de  coor- 
données X,  j',  z.  Trois  plans  perpendiculaires  aux  tangentes  des 
courbes  coordonnées  en  M  auront  pour  équations 

,      ,  ,  r)a"  ,  dv  ,  àz        . 

{■i\)  X h  y  -7 ^  z  -—  —  Ij, 

àpi  àpi  (^?i 

x',y.  z'  désignant  les  coordonnées  courantes  et  /pouvant recevoir 
les  valeurs  o,  1,2.  Pour  que  ces  trois  plans  soient  les  plans  tan- 
gents aux  surfaces  coordonnées  d'un  nouveau  système  de  coordon- 
nées curvilignes  décrit  par  leur  point  d'intersection  M',  il  faudra 
qu'en  prenant  l'enveloppe  du  plan  précédent  où  l'on  ferait  varier 
pA  et  p/,  c'est-à-dire  en  prenant  les  dérivées  de  l'équation  précé- 
dente par  rapport  à  p^  et  à  p/,  on  obtienne  une  équation  qui  soit  une 
conséquence  des  trois  équations  (21). 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  pA,  par  exemple,  nous  aurons 

X 1-  y  — r  z  =  —  ; 

dçti  do/c  dpi  ôpi;  dpi  dpf;        dp/^ 

si  l'on  remplace  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs  déduites 
des  équations  (25)  (n"  187),  on  sera  conduit,  en  tenant  compte 
des  équations  (21),  à  la  condition 

,     ,  d\i         I    ùHi.  I    d\\,,. 

(l-2) jT-   - — A,—  ---— — A/,=  0. 

àpk         iii   Op,,  H/,    ôpi 

Echangeons  i  et  A,  nous  aurons  évidemment 

c*p/,  ~  ôpi' 
nous   serons  donc  conduits  à  poser  X,  =  — ?   0  étant  une  incon- 

^  Opi 

nue  auxiliaire  et,  en  substituant  dans  la  relation  (22),  nous  aurons 

(j^o i_dUim_ I   dw,,  c)o  _ 

ôpi  àpk        Mi  Opk  dpi        H/,  "ôp7  dpk  ~  *^' 
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en  sorte  que  9  devra  satisfaire  aux  trois  mêmes  équations  linéaires 
que  les  coordonnées  cartésiennes  x,  j-,  z.  Nous  sommes  donc  con- 
duits au  tliéorème  suivant: 

Toutes  les  fois  que  l'on  coiinaU  un  système  (S)  à  lignes  con- 
juguées^ on  peut  en  déduire  une  infinité  de  systèmes  de  coor- 
données curvilignes  (S),  caractérisés  par  cette  propriété  que  les 
trièdres  aux  points  correspondants  de  (S)  et  de  (S)  soient  sup- 
plémentaires^ ou,  en  d^autres  termes^  que  les  tangentes  en  ces 
points  à  deux  courbes  coordonnées  qui  ne  se  correspondent  pas 
dans  les  deux  systèmes  soient  perpendiculaires. 

Les  systèmes  (S)  sont  définis  par  les  trois  équations  : 

,dx  ,ùv  ,  ')z         dO 

(lA)  X h  Y 1-  z  =  ) 

dÇi       -^    OOi  Op,-        âpi 

où  8  sera  assujetti  uniquement  à  vérifier  les  trois  équations 
(^3)  dont  X,  y,  z  sont  déjà  des  solutions  particulières. 

195.  Deux  systèmes  (ï)  qui  correspondent  à  deux  valeurs 
distinctes  de  8  se  correspondent  évidemment,  l'un  à  l'autre,  avec 
parallélisme  des  plans  tangents  aux  points  homologues.  Et,  par 
conséquent,  eux  aussi  sont  des  systèmes  à  lignes  conjuguées. 

La  réciprocité  est  donc  complète  entre  les  systèmes  (S),  (S). 
Elle  se  traduit  d'ailleurs  par  les  équations 

dx'    ()x        dv'    ày         àz'    dz  ,  ■        , , 

àp/i  àpi        dp/,  dp,-        dpi-  dpi 

que  l'on  obtient  en  différentiant  totalement  les  équations  (24)  par 
rapport  à  o/^. 

On  peut  établir,  comme  il  suit,  la  correspondance  entre  les  deux 
systèmes  (S),  (S).  Considérons  la  sphère  (L),  définie  par  l'équa- 
tion 

x'^-hy'^-+-  -S'2 7.x' X  -iyy  —  'ÀZ'Z  -h  -i^  —  O 

et  dont  le  centre  est  le  point  M  de  (S).  Lorsqu'on  fait  varier  p,  p,,  p^, 
le  centre  radical  de  cette  sphère  et  des  sphères  infiniment  voisines 
est  le  point  M'.  Lorsque  le  centre  de  (L)  se  déplace  sur  une  des 
surfaces  coordonnées,  elle  a  un  axe  radical  qui  est  la  tangente  en  M' 
à  une  des  courbes  coordonnées  de  (S).  Enfin  si  le  centre  de  (U) 
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se  déplace  seulement  sur  une  des  courbes  coordonnées  de  (S), 
elle  a  un  |)lan  radical  qui  est  tanj^cnl  en  M'  à  une  des  surfaces 
coordonnées  du  syslème  (S). 

Ainsi,  à  tout  système  de  coordonnées  curvilignes  à  lignes  conju- 
guées, nous  pouvons  faire  cori'espondre  deux  autres  séries  de 
systèmes  de  même  nature  :  les  systèmes  parallèles,  et  ceux  que  nous 
avons  déterminés  en  dernier  lieu  et  que  nous  a|)pellerons  les 
systèmes  supplémentaires.  Ces  deux  séries  sont,  en  général,  dis- 
tinctes, mais  elles  se  confondent  évidemment  si  le  système  primitif 
est  orthogonal.  Nous  retrouvons  alors  le  théorème  bien  connu  de 
Combescure  :  à  tout  système  orthogonal,  on  peut  faire  corresj)ondre 
une  infinité  de  systèmes  parallèles.  Ces  systèmes  parallèles,  orlho- 
g'onaux  comme  celui  d'où  ils  dérivent,  peuvent  être  déterminés  par 
l'une  ou  l'autre  des  méthodes  que  nous  avons  appliquées  aux 
systèmes  conjugués.  Leur  degré  de  généralité  est  défini  par  la 
proposition  du  n"  190.  11  suffira  de  faire  passer  par  un  point  M' 
de  l'espace  trois  courbes  (C),  (C',),  (C!,),  assujetties  uniquement 
à  avoir  leurs  tangentes  parallèles  à  celles  des  courbes  du  système 
orthogonal  proposé  qui  se  croisent  en  un  point  détenuiné,  mais 
quelconque,  M  de  l'espace.  Il  existera  alors  un  système  orthogonal, 
et  un  seul,  admettant  ces  trois  lignes  (C^)  comme  courbes  coor- 
données. 

L'ensemble  de  deux  systèmes  supplémentaires  mérite,  comme  on 
voit,  d'être  étudié,  puisqu'il  pourra  nous  donner  des  propriéu'îs 
nouvelles  des  systèmes  orthogouaux. 

19(3.  Revenons  donc  aux  systèmes  supplémentaires  (S),  (S), 
décrits  par  les  points  correspondants  M(d:,y,  :;),  M'(jc',jk',  z').  On 
pourra  poser,  comme  on  sait,  en  désignant  toujours  par  des  lettres 
accentuées  les  quantités  relatives  au  second  système  : 


(26) 

>).r 

()\,- 

(•>.8) 

à?/c 

()]], 

<3o) 

^ 

-  H/X/, 

(■>-) 

=  ?aX/,, 

(■^•9) 

=  ^ulh, 

(3.) 

d'autre  part,  les  relations  (20)  nous  donnent 

(  3  2  )  X,-  X';,  -+-  Y,-  Y'/,  +  Zi  Z'/,  =  0  {i  :^  A). 
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Considérons  la  somme 

X/x;--i-Y,-Y;.-i-z,-z;-. 

D'après  les  formules  (28)  et  (1^9),  on  verra  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  p/t  et  à  pi  est  nulle.  C'est  donc  une  fonction  de  o/,  et  même 
une  fonction  de  p/  dilFérente  de  zéro.  Comme  on  peut  multiplier, 
soit  les  fonctions  X/,  soit  les  fonctions  X'  ,  par  une  même  fonction 
de  pi,  on  voit  qu'en  choisissant  convenablement  les  X/ et  les  X',,  on 
pourra  supposer 

(33)  X/X;--t- Y,-Y',-  +  Z,-Z;-=i; 

nous  adopterons  cette  hypothèse  dans  la  suite. 

Posons  maintenant,  ce  qui  est  évidemment  permis, 

dXi  -.  .,  ,, 

—  =  a,-  \i  —  pu,  X/,  —  pu  X/, 

'-^  =  a'/  X',  -  pik  X/,  -  Pu  xi, 

a/,  a, ,  pik.  . . . ,  p'i,^  étant  des  fonctions  à  déterminer.  On  trouvera 
facilement,  en  difierentiant  les  équations  (Sa)  (33), 

p'ik  =  P'-^-'      Pii<  =  ?;•/, ,      ^'i = — a,-, 

ce  qui  donnera  les  relations 

(34)  ^■=      a,X,-p;,,X,-[4.X/, 

(35)  ^  =-a,X,-P/,,Xi.-P;,Xi. 

Puisque  nous  avons  toutes  les  dérivées  de  X/,X'^,  ily  alieu  d'écrire 
les  conditions  d'inté^rabilité.  Nous  obtenons  ainsi  les  relations 


âct- 
<Jp/c 


et  toutes  celles  qu'on  peut  en  déduire  par  des  permutations. 

197.  On  peut  signaler  encore  beaucoup  de  relations.  Si  l'on 
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pose, 


■J8) 


X, 

Y, 

z, 

Xa- 

Y/. 

U 

X/ 

Y/ 

Z/ 

(^9)      A': 


X/ 

y;- 

z', 

X'a- 

y; 

Z'a- 

X/ 

Y/ 

z; 

les  relations  (32)  et  (33)  nous  donnent 


(4o) 
(40 


Ax;- 


ù\i 


--^' 


AZ'/  = 


(4-.)  ^  =  a.A, 


43)  a,=  SX:.^', 


(44; 


P'      _  SI  Y'    ^^' 

P..-- SX,  —  . 


Ajoutons  à  ces  équations  la  suivante,  qui  rappelle  les  formules 
relatives  à  rélément  linéaire  de  l'espace.  Si  l'on  donne  aux  coor- 
données curvilignes  deux  systèmes  distincts  de  différentielles 
caractérisés  par  les  symboles  d^  0,  on  aura 

(  i  '>  )  dx  Sa?'  +  dy  hy'  -h  dz  02' 

=  8a;  dx'  -\-  '^y  dy'  -\-  oz  dz' 

=  HH'  dz,  Sp  -^H,  H'i  c^p,  op,  -f-  H2  H2  d^^  op,. 

11  suffit,  pour  obtenir  cette  relation  générale,  d'utiliser  les  for- 
mules (26),  (27)  et  (33). 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  pose 

SX,a.  =  l-=-— , 
S  x'a?  =  V'i, 


(49)       ^^=p;.pi-, 


(46) 

(4;) 

on  aura 

(48) 

=  NP/^- 

(5o) 

dp,- 

(  ")ij 

TT. 

àpi 


de  sorte  que,  si  l'on  sait  intégrer  complètement  le  système  (B), 
on  aura,  par  cela  même,  tous  les  systèmes  supplémentaires  du  sys- 
tème proposé. 
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198.  Nous  terminerons  cette  étude  des  systèmes  conjugués  en 
renvoyant  aux  développements  que  nous  avons  déjà  donnés  dans 
nos  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces^  (IV"  Partie, 
Livre  VUI,  Chap.  XII)  et  nous  nous  bornerons  à  rechercher  tous 
les  cas  dans  lesquels  les  fonctions  V  relatives  à  deux  systèmes 
supplémentaires  peuvent  être  supposées  identiques  l'une  à  l'autre. 
Dans  ce  cas,  on  aura 

(5-2)  ?a?'u=?'ac'^'/,n 

et  par  conséquent,  d'après  les  formules  (3())  a,  sera  fonction  de 
la  seule  variable  p^-.  Nous  voyons,  de  plus,  d'après  ce  que  nous 
avons  <'tal)li  au  n"  193,  qu'on  aura, 

soit  '^'u,r=  —  P/,/, 

soit  3^^=f3,,, 

<5i  désignant,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  une  fonction  de  p/. 

Commençons  par  examiner  la  première  hypothèse 

(a)  ?/.=  ^?A.. 

Nous  allons  d'abord  montrer  qu'on  peut,  par  un  choix  conve- 
nable des  X/,  H/,  p/,  simplifier  cette  relation. 

En  elTet,  sans  changer  aucune  des  formules  fondamentales  que 
nous  venons  d'établir  relativement  aux  systèmes  conjugués  et  à 
leurs  supplémentaires,  on  reconnaît  aisément  qu'on  peut  y  faire 
la  substitution  suivante, 

(33) 


(     hk  l'oins  if!,,  S',/.- 1  p;-/.- 


'7,  «Â-  I  ^^i 

,      y.i    Ki  Si  OLi  -4-  /■,• 

Si  àpi 


ri,  Si  désignant  des  fonctions  quelconques  de  la  seule  variable  p/. 
D'après  cela,  si  l'on  substitue  aux  coordonnées  p/  les  nouvelles 
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coordonnées  p^  délînies  par  les  formules 

on  ramènera  l'équation  (a)  à  la  forme  plus  simple 

(I')  ^'i/c=h'- 

Si,  de  plus,  on  prend 

/"a, '/p.-  I     -fa;  ./p.-  • 

on  verra  que  a/  disparaîtra  dans  les  formules  (34),  (35);  de  sorte 
(|ue,  en  tenant  compte  des  équations  précédentes  (F),  les  for- 
mules (3^),  (34),  (35)  nous  donneront  ici 

(55)  .S(X,)  =o, 

(56)  .S(X',)   =o, 

"S  désignant  toujours  l'opération 

d 


Ainsi  les  X/,  les  X',,  les  ^/a  sont  fondions  de  deux  variables, 
seulement^  à  savoir  les  différences  de  p,  p,,  p2.  Il  en  sera  donc 
de  même,  si  l'on  veut,  de  la  fonction  V,  qui  ne  dépendra  plus,  par 
exemple,  que  des  différences  o-^^i  pi"? a?  mais  demeurera  tou- 
jours assujettie  à  vérifier  une  équation  du  sixième  ordre,  l'équa- 
tion (i3). 

Les  X,,  les  X^ ,  qui  ne  dépendent  que  des  mêmes  différences,, 
seront,  en  vertu  des  équations  (!'),  définis  par  les  systèmes 

(56)  ^•=[i,,.X/,, 

(57)  ^  =  :i/,,xi. 

(jui  deviendront,  dans  cette  hjpothèse,  des  systèmes  complets,  dont 
l'intégration  introduira  seulement  des  constantes  arbitraires.  Les. 
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H,-,  H'j  seront  déterminés  par  les  systèmes 

(58)  t='^-""'-' 

(59)  J^  =  P«"* 

qui,  aux  notations  près,  sont  identiques  aux  deux  précédents. 
Enfin  les  P/,  P)  seront  déterminés  par  les  systèmes 

(60)  ^  =  ?"l'*- 
(6,)  S  =  P-''' 

qui  sont  encore  identiques  aux  systèmes  (56)  et  (57). 

Remarquons  encore,  comme  conséquence  des  formules  (5o), 
(5i)  les  relations  suivantes  : 

(69.)  ^  ii,  =  .s'(p;), 

(63)  h;=.'^(P,) 

qui  feront  connaître  H/,  W-  lorsque  P/,  P',  seront  connus. 

199.   Examinons  maintenant  la   seconde   hypothèse   envisagée 
au  n"  196. 

En  répétant  un  raisonnement  déjà  fait,  on  verra  facilement  que 
la  substitution 

I  V^i  \  V'^i 

ramène  la  relation  (6)  à  la  forme  plus  simple 

Alors,  les  relations  (3"-)  deviendront 

Par  l'échange  de  i  et  de  /v,  cette  relation  se  décompose  dans  les 
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deux  siii\antes  : 

Si  les  a/  sont  tous  nuls,  ces  dernières  relations  sont  vérifiées; 
les  \i  satisfont  aux  équations 

(06)  ^  =  ?«X<- 

et  aux  suivantes, 

qui  forment  avec  les  précédentes  un  système  complet. 
Ce  système  admet  les  intégrales 

XJ     -+-X1.      -^Xj      =const., 
X,Y,-+  Xa-Y/^-H  X/Y/=  const., 

et  de  là,  il  n'est  pas  difficile  de  conclure  qu'on  peut,  sans  res- 
treindre la  généralité,  prendre  pour  les  X/,  Y/,  Z<  un  système  de 
()  cosinus  liés  par  les  relations  classiques.  Alors  on  a 

x;  =  x,,     y;=y„     z;  =  z,. 

Le  système  proposé  est  orthogonal;  il  en  est  de  même  de  son 
complémentaire,  qui  lui  est  aussi  parallèle. 

Cette  solution  pouvait  êlre  prévue.  Car  elle  est  évidente  a 
priori. 

Passons  maintenant  au  cas  où  les  a^  ne  sont  pas  nuls.  En 
gardant  les  X/  et  prenant  les  nouvelles  variables 


='/=    /  s^idpi 


on  aura 

(68)  ?a  =?/..-, 

et,  par  suite,  la  fonction  V  satisfera  cette  fois  à  l'équation  du  troi- 
sième ordre  du  n"  192, 

m  =  n. 

Mais  nous  ne  poursuivrons  pas  l'étude  de  ce  cas  s|)écial,  que 
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nous  rencontrerons  plus  tard  dans  la  théorie  des  systèmes  ortho- 
gonaux, et  qui  peut  d'ailleurs  se  rattacher  à  l'hypothèse  (a),  puisque 
le  rapprochement  des  équations  {h)  et  (68)  nous  conduit  à  la  for- 
mule {a). 

!200.  L'étude  que  nous  venons  de  faire  nous  fournit  la  solution 
d'un  problème  intéressant,  que  l'on  peut  formuler  comme  il  suit: 

Existe-il  un  système  de  coordonnées  curvilignes  jouissant 
de  cette  propriété  que  le  trièdre  formé  par  les  tangentes  aux 
courbes  coordonnées  en  un  point  quelconque  M  conserve  son 
orientation  quand  ce  point  M  décrit  une  courbe  convenable- 
ment choisie  ? 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  d'abord  que  le  système  soit  à 
lif^nes  conjuguées  puisqu'il  est  parallèle  à  lui-même  d'une  infinité 
de  manières. 

Il  faut  ensuite  qu'on  puisse  faire  varier  p,  p, ,  pa,  de  telle  manière 
(ju'on  ait 

d\i  _  d\i  _  dZi 
^i    ~    Y/    ~    Z,  ■ 

En  désignant  par  dki  la  valeur  commune  de  ces  rapports  et 
remplaçant  âfX;  par  son  expression  déduite  des  formules  (28)  et 
(.■)4),  on  arrivera  à  des  relations  telles  que  la  suivante  : 

{%id^i—dki)\i^  (fi,./,.c?p/,—  p;^.4,)X/,-f-  (^,7«?,o/—  '^'ud^i)Xi=  o, 

qui  devra  être  vérifiée  quand  on  y  remplacera  les  X/  par  les  Y/  ou 
les  Z/  et,  par  suite,  entraînera  les  relations  suivantes  : 

a/  dpi  =  dk,;         [3,7,  dp/,  =  ^'/,i  dpi  {i9^  k). 

La  seconde  de  ces  relations  entraîne  évidemment  les  suivantes  : 

.S/7,  p/.-/  t'a  =  3/,-/  ?//.■  ?//  ' 

qui  caractérisent  notre  hypothèse  (a). 

Et,  en  effet,  la  forme  définitive  sous  laquelle  nous  avons  mis  nos 
résultats  montre  bien  que  les  X/,  Y/,  Z/,  demeurent  invariables 
quand  les  coordonnées  curvilignes  varient  en  gardant  constantes 
leurs  différences. 
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Et,  à  ce  propos,  nous  remarquerons  que,  si,  parmi  les  solu- 
tions du  système  (58),  on  recherche  celles  seulement  qui  dépendent 
des  dilî'érences  p-o^,  ^\-p>^  ce  système  (58)  devient  identique  au 
système  (5^)  et  admet  la  solution  générale 

(  G()  )  11/=  aX^--l- 6Y^-t- cZ}, 

c/,  />,  c  désignant  trois  constantes.  Cela  conduit  au  système  con- 
jugué défini  par  les  formules 


i      a?    =    (J  CF„0 

(70)  <    r  =  aBio-f- 6611-H  c0 


«000-+-  f'>^0[^  C0O 

aBio-f-  6e]i-Hc0i 

Z    =  «020-!-  6021  -H  C02 


OÙ  l'on  aura  posé 

)oo  =  Ts  X,-  x;-  doi,     00,  =  r^  X,- y;-  dpi,     002  =  f^  X/  z;.  dpi, 
7 , )  /  e,o  =  Ti:  Y,- x;.  dp,:     B, ,  =  f^  Y,- y;  dp,;     0,2  =  /"s  Y/ z;-  <o,-, 

»2o  =   Ts  Z/  \;  ^p/.         e,,  =-   Tx  Z/  Y-  (/p,-,         022  =  f^  Z/  z-  dpi. 

(^uand  p,  p,,  p2  croissent  d'une  même  quantité  A',  il  en  est  de 
même  des  quantités  Su.  Les  quantités  Si/,,  au  contraire,  demeu- 
rent invariables,  de  sorte  que  x,y,  z  croissent  respectivement  de 
a/x,  bk,  ck. 

On  conclut  aisément  de  là  que  chacune  des  familles  du  sys- 
tème conjugué  est  engendrée  par  une  surface  qui  demeure 
invariable  de  foiine  et  est  animée  d'une  translation  rectiligne 
dont  les  paramètres  directeurs  sont  a,  b,  c. 

Remarquons  que  si  Ton  échange  les  X/  et  les  X^.  on  a  les  for- 
mules 


7'^-)  {y 


([ui  engendrent  un  système  supplémentaire  du  précédent. 

Nous  étudierons  plus  complètement  les  systèmes  conjugués  de 
cette  nature,  dans  le  cas  spécial  où  ils  deviennent  orthogonaux. 
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CHAPITRE  IV. 

LES     SYSTÈMES    TKIPLES    ORTHOGONAUX. 

Après  avoir  envisagé  les  systèmes  à  lignes  conjuguées  les  plus  généraux, 
on  considère  plus  particulièrement  les  systèmes  triples  orthogonaux,  qui 
en  sont  le  cas  particulier  le  plus  intéressant.  II  faut  alors  joindre  aux  quatre 
systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  déjà  obtenus  pour  les  systèmes 
à  lignes  conjuguées,  deux  systèmes  nouveaux.  On  rappelle  d'ailleurs  qu'on 
peut  aussi  envisager  à  un  point  de  vue  cinématique  la  théorie  des  systèmes 
tiiples  orthogonaux,  en  liant  leur  étude  à  celle  du  mouvement  d'un  trièdre 
dont  on  connaît  les  rotations  et  les  translations.  Dans  l'un  et  l'autre  point 
de  vue,  la  détermination  des  systèmes  triples  peut  se  ramener  aux  opéra- 
tions suivantes:  i"  Intégration  des  neuf  équations  (A),  (A')  auxquelles 
satisfont  les  six  rotations  ^a-',  2"  Intégration  d'un  système  complet  qui  fait 
connaître  l'orientation  du  trièdre  (T)  formé  par  les  normales  aux  trois 
surfaces  coordonnées;  3"  Intégration  simultanée  des  six  équations  (B') aux- 
quelles satisfont  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  H,  H|,  H2;  4"  Déter- 
mination par  des  quadratures  des  expressions  des  coordonnées  rectilignes 
en  fonction  de  p,  pi,  p2. 

Modification  qu'on  peut  apporter  à  cette  méthode  par  l'introduction  des 
quantités  P,-,  distances  de  l'origine  au  plan  tangent.  Equations  aux  déri- 
vées partielles  auxquelles  satisfont  ces  quantités  P,. 

Dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  méthodes,  le  premier  problème  qui  se  pré- 
sente, et  le  plus  difficile,  réside  dans  l'intégration  des  équations  (A),  (A') 
aux  p,vi-.  On  démontre  à  ce  sujet  un  théorème  fondamental  pour  la  suite.  Si 
les  fonctions  (3,/.  vérifient  le  système  (A),  il  suffira,  pour  qu'elles  vérifient 
les  équations  (A'),  qu'elles  vérifient  chacune  de  ces  trois  équations  n,-  =  o 
pour  une  valeur  particulière  donnée  à  la  variable  p,. 

On  a  vu  plus  haut  qu'un  système  à  lignes  conjuguées  est  pleinement  défini 
si  l'on  donne  une  surface  appartenant  à  chacune  des  trois  familles  coor- 
données et  le  réseau  conjugué  tracé  sur  cette  surface.  On  étend  cette  pro- 
priété aux  systèmes  triples  orthogonaux  en  montrant  qu'un  tel  système 
est  pleinement  défini  en  général  si  l'on  connaît  une  des  surfaces  de  chacune 
des  trois  familles.  Un  tel  ensemble  doit  évidemment,  d'après  le  théorème 
de  Dupin,  être  composé  de  trois  surfaces  (Z),  (Si),  (Sj),  se  coupant  mutuel- 
lement à  angle  droit  et  suivant  une  ligne  de  courbure  commune.  On  montre 
d'abord  comment  on  peut  géométiiquement  construire  cet  ensemble  de 
trois  surfaces,  et  quel  est  son  degré  de  généralité.  On  fait  la  remarque 
essentielle  que,  si  les  trois  surfaces  sont  données  a  priori  par  une  cons- 
truction géométrique  quelconque,  il  n'y  aura  plus  qu'à  tracer  sur  chacune 
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dolies  le  réseau  des  lignes  de  courbure;  mais  si  quelqu'une  des  surfaces 
se  réduit  à  une  sphère  ou  à  un  plan,  il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  de 
courbes  orthogonales,  tracés  sur  cette  surface,  qui  pourront  jouer  le  rôle 
des  lignes  de  courbure.  On  est  ainsi  conduit  au  théorème  général  suivant  : 

Il  existe  un  système  triple  orthogonal,  et  un  seul,  assujetti  à  comprendre 
trois  surfaces  appartenant  respectivement  aux  trois  familles  qui  doivent 
composer  le  système,  se  coupant  par  suite  mutuellement  à  angle  droit  et 
suivant  une  ligne  de  courbure  commune.  Ce  ihcorème  ne  peut  s'appliquer 
au  cas  où  quelqu'une  des  surfaces  se  réduit  à  une  sphère  ou  à  un  plan  que 
si  l'on  a  tracé  arbitrairement  et  a  priori,  sur  celte  surface,  le  réseau 
orthogonal  qui  doit  jouer  le  rôle  des  lignes  de  courbure. 

Dans  le  cas,  par  exemple,  où  les  trois  surfaces  données  seraient  les  faces 
d'un  trièdre  trirectangle,  il  faudrait,  pour  rendre  le  problème  déterminé, 
tracer  arbitrairement,  sur  chaque  face  du  trièdre,  un  système  de  courbes 
orthogonales  comprenant  les  deux  arêtes  du  trièdre  situées  dans  cette  face. 

A  raison  des  applications  étendues  que  peut  avoir  cette  proposition  géné- 
rale, soit  en  Physique  mathématique,  soit  en  Géométrie,  on  croit  utile  d'en 
donner  une  seconde  démonstration,  directe  et  reposant  sur  des  considéra- 
tions de  cinématique. 


120 J .  Après  avoir  indiqué  quelques  propositions  générales  rela- 
tives aux  systèmes  à  lignes  conjuguées,  nous  allons  considérer  ceux 
de  ces  sAStèmes  qui  nous  intéressent  plus  spécialement  :  les  sys- 
tèmes triples  orthogonaux.  Nous  aurons  alors  à  joindre  aux 
systèmes  (A),  (B),  (B'),  (C)  les  deux  suivants  : 

(A')  ^^f^_^^,,p,,=.o 

Oç>i  Cp/, 

et 

(D)  £^=_P/,,U/,_^/,U/. 

Remarquons  de  plus  qu'ici  les  H/  et  les  U/  n'ont  plus  l'indéter- 
mination que  nous  avons  pu  leur  laisser  dans  le  cas  des  systèmes 
conjugués  les  plus  généraux.  D'une  manière  précise,  les  U/  sont 
les  cosinus-directeurs  des  normales  aux  trois  surfaces  coordonnées 
et  les  H/  sont  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  de  l'espace.  Nous 
avons  vu  du  reste  que  les  H/  et  les  [3/^  sont  ici  liées  de  la  manière 
la   plus  simple  aux  translations  et  aux  rotations  du   trièdre  (T) 
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formé  par  les  normales  aux  trois  surfaces  coordonnées,  ces  trans- 
lations et  ces  rotations  étant  données  par  les  tableaux  suivants  : 


(K) 


^  =H, 

'i    —  «, 

î;    =  'N 

^1  =  0, 

r),=  H„ 

ri  =  o, 

^2=0, 

rj2  =:   0, 

r2=H,; 

P  =0, 

q  =  P20, 

7^1=  — 

hu 

</.  =  0, 

'•i=Poi, 

i>2=Pn, 

y2=-[i«2, 

/•2  =  0, 

(E') 


de  sorte  que  les  systèmes  (A),  (A'),  (B')  traduisent  simplement 
les  relations  qui  ont  lieu,  dans  le  cas  général,  entre  les  rotations  et 
les  translations  (n""  105  et  lOG). 

202.   D'après  cela,  la  détermination  des  systèmes  triples  ortho- 
gonaux pourrait  se  ramener  aux  opérations  suivantes  : 
i"  On  intégrerait  d'abord  les  équations  aux  [^/a  : 

(A)  ^  =  P-?-' 

qui  sont  au  nombre  de  neuf,  et  où  /,  Â",  /  sont  différents; 

2"  Unç  fois  obtenues  les  valeurs  des  ^m^  les  neuf  cosinus  qui 
définissent  l'orientation  du  trièdre  (T)  par  rapport  à  un  trièdre 
fixe  seraient  obtenus  par  l'intégration  simultanée  des  deux  sys- 
tèmes suivants  : 

(B) 
(D) 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par  l'intégration  des  trois  équations 
simultanées  de  Riccali, 


(a) 


ovii 

■:rz 

?//. 

U/,, 

^ 

ou,- 

àOi 

=  - 

-   ?/. 

,-U/,- 

-?// 

U/, 

r)a              ... 

fi 
-r-      t^20  • 

i^a2 

■i. 

-l-'"?2.- 

I  —  a- 
■j. 

'-    -        R,..'^ 

-  «2 

•0 

1  — a2 
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qui  se  déduisent  des  formules  ((3),  données  au  n"  105,  j>ar  la  subs- 
titution des  valeurs  (E'),  rappelées  plus  haut  pour  les  rotations. 

Les  équations  (B)  et  (D)  forment  un  système  complet;  il  en  est 
de  même  des  équations  {a). 

3"  Une  fois  obtenus  les  neuf  cosinus,  les  expressions  des  H/ 
s'obtiendront  par  l'intégration  simultanée  des  six  équations 

4"  Enfin  les  expressions  des  coordonnées  x,y^  z  se  détermine- 
ront à  l'aide  des  quadratures  comprises  dans  la  formule  unique 

(  C)  du  =  HU  dp  ^-  H,  U,  dpy  +  H,  U.  dp,, 


ui  donne  aussi 


Comparons  ces  opérations  à  celles  que  nous  avons  eilectuées 
dans  le  cas  des  systèuies  généraux  à  lignes  conjuguées.  Nous  voyons 
que,  lorsqu'on  aura  déterminé  les  [3/^,  l'oi'ientation  du  trièdre 
formé  par  les  plans  tangents  aux  surfaces  coordonnées  dépendra 
de  l'intégration  d'un  système  complet  et  ne  comportera  plus  l'indé- 
termination qu'elle  avait  dans  le  cas  général,  où  elle  dépendait  de 
trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Au  contraire,  dans  les 
deux  cas,  la  détermination  des  H/  exigera  l'intégration  du  même 
système  et  comportera  la  même  généralité. 

1203.   La  méthode  que  nous  venons  de  faire  connaître  peut  être 
modifiée  avantageusement  dans  l'étude  de  difîerentes  questions. 
Introduisons  les  quantités  P^-  définies  par  les  équations 

(F)  X/a- +  Y,jK -H  Zj.3  =  P,-, 

de  sorte  que  P/  sera  la  distance  de  l'origine  des  coordonnées  au 
plan  tangent  à  la  surface  de  paramètre  p/.  On  verra  facilement  que 
les  P/  satisfont  aux  équations 

(G,  .f^^-P- 

(jui  sont  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes,  et  qui  ne  difièrent  gue 
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par  la  noLation  du  système  (B).  Toutes  les  fois  donc  que  l'on 
saura  intégrer  ce  système,  pris  isolément,  on  aura  par  cela  même 
les  P/;  et  les  trois  équations  (F)  nous  àQnmàvowl  sans  quadrature 
les  valeurs  de  x^y^  z.  On  aura,  u  désignant  l'une  quelconque  des 
coordonnées  rectilignes, 

(F')  u=^\\\}i. 

Ilcmarquons  encore  que,  si  l'on  diflerentie  l'équation  (F)  par 
rapport  à  p,-,  on  trouve 

Cette  formule  élégante  achève  la  solution  du  problème.  Elle 
nous  fera  connaître  la  solution  complète  du  système  (B')  quand 
on  connaîtra  celle  du  système  (B). 

20 i.  D'après  ces  remarques  préliminaires,  on  voit  que,  si  l'on 
voulait  aborder  la  détermination  générale  des  systèmes  triples 
orthogonaux,  on  aurait  d'abord  à  intégrer  les  systèmes  (A)  et  (A'), 
auxquels  satisfont  les  six  fonctions  ^/a-  Ce  problème  sera  le  premier 
qui  se  présentera  dans  la  recherche;  il  sera  aussi,  en  général,  et 
de  beaucoup,  le  plus  difficile.  Nous  avons  déjà  donné  quelques  indi- 
cations étendues  sur  l'intégration  du  système  (A),  pris  isolément. 
Mais  l'ensemble  des  systèmes  (A),  (A')  n'est  pas  d'une  forme  à 
laquelle  puissent  s'appliquer  nos  théorèmes  généraux  du  Cha- 
pitre I.  Ces  théorèmes  nous  permettent  toutefois  de  démontrer  la 
proposition  suivante,  dont  nous  aurons  à  faire  usage  dans  la  suite. 

Posons 

de  telle  manière  que  les  trois  équations  du  système  (A)  puissent 
s'écrire 

(A')  a,  =  o,         j</^.  =  0,         M/ =  o. 

Cela  posé,  si  les  fonctions  ^//t  satisfont  aux  équations  (A) 
pour  toutes,  les  valeurs  de  p,  p,,  pa  et  si,  de  plus,  chacune  des 
fonctions  «/  est  nulle  pour  une  valeur  particulière  p^^  donnée  à 
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0/,  les  trois  équations  du  système  {A')  seront  aussi  véri/iées  pour 
toutes  les  valeurs  de  p,  p,,  po. 

Pour  établii'  cette  proposition,  ditTérentions  ui  par  exemple, 
par  rapport  à  p/.  En  tenant  compte  des  équations  (A),  on  trou- 
vera identiquement 

ÙUi  ,  „ 

(•2)  -—   =  'pliUi-+-  ?/Aiik. 

Op/ 

Ainsi,  les  trois  premiers  membres  u,  m,,  U2  vérifient  les  équa- 
tions 

()U 


ào 


ioi"l-i-  3o2"2) 


Ci)  <     J^   =   Pl2i'2+  plO", 

'     "p2 

En\  isai^eons  ces  relations  comme  un  système  propre  à  déter- 
miner u,  «1,  u-2-  En  vertu  de  notre  théorème  fondamental,  nous 
voyons  que  u,  u,,  u^  seront  toujours  nulles  si  chacune  des  va- 
riables Ui  est  nulle  pour  une  valeur  déterminée  p? ,  attribuée  à  la 
variable  de  même  indice.  C'est  la  proposition  qu'il  s'agissait 
(l'établir. 

On  pourrait  déduire  d'autres  conséquences  des  identités  (3), 
par  exemple  montrer  que,  sauf  dans  le  cas  où  les  représentations 
spbériques  des  ditTérentes  surfaces  du  système  sont  des  courbes 
isothermes,  les  trois  équations  (A')  peuvent  se  réduire  à  une  seule. 
Nous  laisserons  de  côté  tous  ces  détails,  pour  nous  attacher  aux 
ihéorèmes  qui  fixent  le  de^ré  de  généralité  de  la  solution. 

^Of).  A  cet  effet,  nous  rappellerons  la  proposition  démontrée 
plus  haut,  et  d'après  laquelle  un  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes à  lignes  conjuguées  est  pleinement  défini,  si  l'on  donne  une 
surface  appartenant  à  chacune  des  trois  familles  coordonnées  et  le 
réseau  conjugué  tracé  sur  cette  surface  (n"  191).  Nous  allons 
voir  que  cette  proposition  peut  s'étendre  aux  systèmes  triples 
(orthogonaux.  Mais,  dans  ce  cas  il  faut,  évidemment,  d'après  le 
théorème  de  Dupin,  que  les  trois  surfaces  données  ainsi  a  priori 
se  coupent  mutuellement  à  angle  droit,  et  suivant  une  ligne  de 
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courbure  commune.  Voyons  d'abord  comment  on  pourra  con- 
struire cet  ensemble  de  trois  surfaces. 

A  cet  effet,  nous  prendrons  arbitrairement  dans  l'espace  trois 
courbes  planes  ou  gauches  (C),  (C,),  (Co),  se  coupant  à  angle 
droit  en  un  point  A.  Si  (C|)  et  (C2)  doivent  être  les  lignes  de 
courbure  d'une  surface  (S),  il  est  facile  de  voir  que  les  norjnales 
de  (S)  seront  connues  en  tous  les  points  de  (G|)  et  de  (C2). 
En  ellet,  on  connaît  la  normale  en  A  à  la  surface  (S),  qui  est  la 
tangente  à  la  courbe  (C).  D'autre  part,  les  normales  à  (S),  en  tous 
les  points  de  (G,)  [)ar  exemple,  doivent  envelopper  une  des  déve- 
loppées de  (C|);  et  cette  développée  est  définie  sans  ambiguité 
par  la  condition  d'admettre  comme  tangente  la  normale  en  A  à  la 
surface  (S).  Le  raisonnement  se  fera  de  même  pour  la  courbe  (C^). 

Puisqu'on  connaît  les  normales  à  (S)  en  tous  les  points  de  (C,)  et 
de(C2),  on  pourra,  en  effectuant  la  représentation  sphérique  de  (S) 
suivant  la  méthode  de  Gauss,  tracer  les  images  sphériques  (G',), 
(G!,)  de  (G()  et  de  (G2).  Par  suite,  pour  avoir  la  représentation 
spliérique  des  lignes  de  courbure  de  (S),  il  suffira  de  tracer,  sur  la 
sphère,  un  système  double  orthogonal,  assujetti  à  l'unique  condition 
de  comprendre  les  courbes  (G',  ),  (G!,).  Gela  se  fera  comme  il  suit  : 
on  tracera  arbitrairementsur  la  sphère  une  famille  de  courbes  (Fo) 
assujetties  uniquement  à  couper  (G,)  à  angle  droit  et  à  com- 
prendre la  courbe  (G.,)  qui  réalise  cette  condition.  Les  trajectoires 
orthogonales  de  ces  courbes  formeront  une  famille  nouvelle  (F,), 
comprenant  évidemment  la  courije  (G,).  L'ensemble  des  fa- 
milles (F))  (F2)  donnera  la  représentation  sphérique  des  lignes 
de  courbure  de  (2!);  et  nous  savons,  d'après  un  théorème  précé- 
demment établi  (n"  185),  qu'il  existera  une  surface  (S)  et  une 
seule,  admettant  cette  représentation  spliérique  et  passant  parles 
deux  courbes  (G|),  (Go).  Gette  surface  (S)  dé[)endra  de  la  fonction 
arbitraire  de  deux  variables  qui  entre  dans  la  détermination  de  la 
famille  (Fg). 

En  raisonnant  de  même  sur  les  couples  (G),  (G2)  et  (G),  (G,), 
on  déterminera  de  même  les  surfaces  (S,),  (So)  qui  doivent  être 
associées  à  (S).  On  peut  dire  que  l'ensemble  de  ces  trois  surfaces 
dépendra  de  trois  fonctions  arbitraires  de  deux  variables. 


206.   Dans  le  cas  où  ces  trois  surfaces  seraient  d 


onnees  par  une 
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construction  géométrique  quelconque,  il  n'y  aura  plus  qu'à  tracer 
sur  chacune  d'elles  le  réseau  des  lignes  de  courbure,  ce  qui  ne 
comporte,  en  général,  aucune  ambiguité.  Toutefois,  si  une  ou 
plusieurs  des  trois  surfaces  se  réduisaient  à  une  s|)hère  ou  à  un 
|)lan,  le  tracé  des  lignes  de  courbure  couiporterait  une  indétermi- 
nation évidente.  Si,  par  exemple,  la  surface  (S)  se  réduit  à  une 
s|)hère  ou  à  un  plan,  tout  système  orthogonal  tracé  sur  (S),  comme 
nous  lavons  indiqué  plus  haut,  et  comprenant  les  lignes  (Ci  ),  (Co) 
pourrait  jouer  le  rôle  des  lignes  de  courbure  de  (ï).  Si  les  trois 
surfaces  (S,)  étaient  des  sphères  ou  des  plans,  l'indétermination 
pourrait  comporter,  on  le  voit,  trois  fonctions  arbitraires  de  deux 
variables. 

207.  Après  avoir  indiqué  comment  on  constituera  l'ensemble 
des  trois  surfaces  (S,),  appliquons  la  proposition  relative  aux  sys- 
tèmes conjugués.  Nous  savons  qu'il  existera  un  tel  système,  et  un 
seul,  comprenant  comme  surfaces  coordonnées  les  trois  surfaces  (S,) 
et  comme  lignes  coordonnées  les  lignes  de  courbure  de  ces  trois 
surfaces.  Nous  allons  montrer  que  ce  système  conjugué  sera 
orthogonal. 

A  cet  effet,  nous  allons  considérer  les  trois  quantités 

(1)  G,-=X/,X/-f-Y/,Y/+Z/,Z/, 

qui  devront  être  nulles  si  le  système  est  orthogonal.  Or,  si  l'on 
tient  compte  des  équations  (B)  (jui  s'appliquent  à  tous  les  systèmes 
conjugués,  on  trouvera  aisément  les  identités 

Os'i 

O)  \  ^  =?/aG,  +  ^mG/, 


r)G, 


0'. 


=  'pi/  G/  -f-  ^3//,.  G/. , 


et,  en  se  rappelant  un  théorème  déjà  plusieurs  fois  appliqué,  on 
verra  immédiatement  que  les  quantités  G/  seront  nulles  pour 
toutes  les  valeurs  de  p,  p,,  ç>.2  si  chacune  d'elles  G/  est  nulle  pour 
une  valeur  [)arliculière  de  o/.  Or,  G/  est  évidemment  nulle  pour  la 

D.  '23 
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valeur  de  pi  qui  correspond  à  la  surface  (S/);  puisque  l'équalion 

exprime  alors  l'orthogonalité  des  lignes  de  courbure  de  cette  sur- 
face. La  proposition  que  nous  avions  en  vue  est  donc  établie. 
Ainsi  : 

//  existe  un  système  triple  orthogonal,  et  un  seul,  assujetti 
à  comprendre  trois  surfaces  appartenant  respectivement  aux 
trois  familles  qui  composent  le  système^  surfaces  qui,  d'après 
le  théorème  de  Dupin,  doivent  se  couper  mutuellement  à  angle 
droit  et  suivant  une  ligne  de  courbure  commune. 

Ce  théorème  ne  peut  s'appliquer  au  cas  où  quelqu'une  des 
trois  surf  aces  se  réduit  à  une  sphère  ou  à  un  plan,  que  si  l'on  a 
tracé  arbitrairement  sur  cette  surface  te  réseau  orthogonal 
qui  doit  jouer  le  rôle  des  lignes  de  courbure. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  prenne  pour  les  surfaces  (S<) 
les  trois  faces  d'un  trièdre  trirectangle.  Pour  achever  de  déter- 
miner le  système  triple  qui  comprend  ces  trois  plans,  il  faudra, 
dans  chacune  des  faces,  tracer  arbitrairement  un  système  de 
courbes  orthogonales  comprenant  dans  chacune  de  ses  familles 
une  des  deux  arêtes  du  trièdre  contenues  dans  cette  face. 

208.  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  est  susceptible 
d'applications  étendues,  soit  en  géométrie,  soit  en  physique  mathé- 
matique. Pour  cette  raison,  nous  allons  en  donner  une  seconde 
démonstration,  indépendante  de  la  théorie  des  systèmes  conjugués. 

Reprenons  l'ensemble  déjà  constitué  des  trois  surfaces  (S/), 
Pour  achever  de  définir  le  système  triple  cherché,  nous  convien- 
drons qu'on  prendra,  pour  le  paramètre  p/  de  chacune  des  familles 
qui  le  composent,  l'abscisse  curviligne  comptée  à  partir  du  point 
commun  A  «îur  la  courbe  (C/);  de  sorte  que,  si  l'on  voulait  cons- 
truire la  surface  de  paramètre  p,-,  on  connaîtrait  déjà  deux  lignes 
de  courbure  de  cette  surface,  à  savoir  les  lignes  de  courbure  des 
surfaces  (Sa),  (S/)  qui  coupent  orthogonalement  (C/)  au  point 
dont  l'abscisse  curviligne  est  précisément  le  paramètre  p/. 

Remarquons  que  les   hypothèses  que  nous  venons  de  faire  sur 
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le  choix  (Je  ce  paramètre  reviennent  à  supposer  que  l'on  a 
11/ =1         pour         p/c=p/=o. 

Envisageons  maintenant  le  trièdre  (T)  formé  par  les  normales 
aux  trois  surfaces  en  A.  On  peut  évidemment  lui  imprimer  trois 
déplacemenls  connus  dépendant  de  deux  variables  :  l'un  dans 
lequel  son  sommet  décrira  la  surface  (S),  les  axes  des  y  et  des  z 
demeurant  tangents  aux  lignes  de  courbure  de  cette  surface;  les 
deux  autres,  tout  pareils,  dans  lesquels  le  sommet  décrirait  de 
même  la  surface  (S,  ),  ou  la  surface  (So).  Deux  quelconques  de  ces 
<léplacements  ont  en  commun  un  déplacement  à  une  variable  dans 
lequel  le  sommet  du  trièdre  décrit  une  des  courbes  (C/).  Etudions, 
par  exemple,  celui  de  ces  déplacements  dans  lequel  le  point  A 
décrit  la  surface  (So),  correspondante  évidemment  à  l'hypo- 
thèse P2  =  o. 

D'après  la  ihéorie  des  surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  de 
courbure,  les  translations  tj,  ^,,  et  les  rotations/?,  ^,  de  ce  mouve- 
ment seront  constamment  nulles.  Quant  aux  autres  translations 
ou  rotations,  elles  pourront,  si  l'on  choisit  des  notations  conve- 
nables, être  définies  par  le  tableau  suivant 


(G) 


Et  si  l'on  écrit  alors  les  équations  différentielles  qui  relient  les 
rotations  et  les  translations,  on  sera  conduit  au  système  suivant 


^=11,           r,  =  0,           ,^  =  (1 

r.,=  H, 

p     =0,                            C]     =^00, 

r  --^10, 

/>i  =  — ?2i,           71  =  0' 

/•i  =  -Po., 

<«)     t-t-^"^»  = 

^ii=^,.H,. 

t  =?..". 

(7) 


(9) 

qui  sera  vérifié  sur  la  surface  (So). 

Si  l'on  ne  veut  pas  faire  appel  à  la  théorie  des  lignes  de  cour- 
bure, on  peut  encore  remarquer  qu'en  adjoignant  à  la  surface  (So) 
les  surfaces  parallèles,  on  constitue  ainsi  une  famille  d'un  certain 
système  triple  orthogonal.  Si  l'on  applique  à  ce  système  les  for- 
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mules  (A),  (A')  et  (B'),  qui  doivent  être  évidemment  vérifiées,  on 
retrouve  en  particulier,  pour  l'hypothèse  po  ==  o,  c'est-à-dire  siir 
la  surface  (Sa),  les  relations  (7)  (8)  et  (9). 

Avant  d'interpréter  ces  relations,  écrivons-les  sous  une  forme 
plus  générale,  en  remplaçant  les  indices  o,  1,  2  par  i.  A',  /  de  telle 
manière  qu'elles  s'appliquent  aux  trois  surfaces  (S/).  Nous  pour- 
rons dire  alors  qu'il  est  possible  de  trouver  des  fonctions  !£/,  H,; 
fi/A,  [iyi/,  ''pli  'pik  de  0/  et  o/;  vérifiant  les  équations 

pour  p/=  o  et  pour  toutes  les  valeurs  de  p<  et  de  pA  suffisamment 
voisines  de  zéro.  Géométriquement,  ces  fonctions  sont  les  transla- 
tions et  les  rotations  qui  conviennent  au  mouvement  du  Irièdre  (T) 
lorsque  le  sommet  de  ce  trièdre  parcourt  la  surface  (S/),  deux  de 
ses  arêtes  restant  les  tangentes  principales  de  (S^). 

209.  Revenons  maintenant  aux  écjuations  générales  qu'il  s'agit 
d'intégrer,  et  d'abord  aux  systèmes  (A),  (A')  qui  déterminent  les 
rotations.  Intégrons  le  système  (A)  en  prenant  pour  \aleurs  ini- 
tiales des  Pik,  pA/,  correspondantes  à  l'hypothèse  p/  =  o,  précisé- 
ment les  valeurs  initiales  des  [jik,  ,3/ft  que  nous  avons  trouvées  sur 
la  surface  (S/).  Nous  aurons  ainsi  une  solution  unique  et  bien 
déterminée  du  système  (A).  Mais  comme  en  vertu  de  l'équa- 
tion (12)  on  aura 

11/ =  o  pour  pt=  o, 

il  résultera  du  théorème  démontré  au  n°  204  que  les  équations  (A) 
seront  aussi  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  p,,  Oo. 

Une  fois  intégrées  les  équations  (A),  (A'),  le  reste  du  raison- 
nement ne  présente  plus  aucune  difficulté.  Les  équations  (B') 
auront  une  solution  générale,  qui  sera  pleinement  déterminée  par 
la  condition  que  H/  se  réduise  à  i  pour  pA=  p/=  o,  et  les  valeurs 
générales  ainsi  obtenues  satisferont  évidemment  aux  équations  (10) 
pour  p/  =  o. 
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l'uis(|U(;  nous  connaîtrons  maintenant  les  rotations  et  les  trans- 
lations «lu  trièdre  (T),  le  mouvement  de  ce  trièdre  sera  entièrement 
défini  et  engendrera  évidemment  un  système  triple  orthogonal. 
Comme,  d'ailleurs,  ce  mouvement  général  comprendra  les  trois 
déplacements  particuliers  qui  correspondent  aux  hypothèses  p/=o 
ou  p/f=  o  ou  p/  =  o,  le  système  triple  comprendra  de  même  les 
trois  surfaces  (S/),  (S^),  C^i)- 

Notre  proposition  est  donc  de  nouveau  entièrement  démontrée. 


CHAPITRE  V. 

LES    THÉORÈMES    DE    CoMBESCL'RE    ET    DE    RlBAU( 


Dans  le  cas  des  systèmes  triples  orthogonaux,  il  y  a  confusion  entre  les 
systèmes  parallèles  et  les  systèmes  supplémentaires,  et  l'on  peut  énoncer  la 
proposition  suivante,  qui  a  été  établie  par  Combescure  en  1864  :  l'étant 
donné  un  système  triple  quelconque,  il  en  existe  toujours  une  infinité 
d'autres  qui  lui  sont  parallèles  et  qui  sont  tels,  par  conséquent,  que  deux 
surfaces  de  même  paramètre  dans  les  deux  systèmes  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles  et  ont  même  représentation  sphérique  de  leurs 
lignes  de  courbure.  Pour  obtenir  ces  systèmes,  on  peut  appliquer  les 
méthodes  qui,  dans  le  cas  des  systèmes  conjugués,  conduisent,  soit  aux 
systèmes  parallèles,  soit  aux  systèmes  supplémentaires.  L'emploi  de  la 
seconde  conduit  à  un  procédé  de  récurrence  qui  est  le  moyen  le  plus  puis- 
sant connu  actuellement,  pour  la  recherche  des  systèmes  orthogonaux. 
Toutes  les  fois  que  l'on  sait  intégrer  les  trois  équations 

(j^e i_  ^  _^ I   (JH/,  d(i  _ 

dpidçj/,.        H/  dp/^-   dpi        H/,-    dp,-   ôp/^^ 

relatives  à  un  système  triple,  on  peut  déduire  de  ce  système,  par  des  opé- 
rations qui  n'exigent  que  des  quadratures,  une  suite  illimitée  de  systèmes 
triples  comprenant  un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de  fonctions  arbi- 
traires d'une  variable. 

l^es  résultats  précédents  conduisent  à  se  proposer  le  problème  suivant  : 
Etant  donné  un  système  triple,  et  plus  généralement  un  système  à  lignes 
conjuguées,  trouver  toutes  les  droites  émanées  du  point  qui  décrit  le  sys- 
tème et  qui  engendrent  une  développable  lorsque  ce  point  décrit  une  quel- 
conque des  courbes  coordonnées.  Les  seules  droites  répondant  à  la  question 
sont,  en  dehors  des  tangentes  aux  courbes  coordonnées,  les  droites  qui 
joignent  le  point  décrivant  au  point  correspondant  d'un  système  paral- 
lèle. 

Dans  le  cas  des  systèmes  orthogonaux,  on  recherche  si  ces  droites,  qui 
portent  une  infinité  de  points  décrivant  des  systèmes  parallèles  au  proposé, 
en  portent  d'autres  décrivant  des  systèmes  orthogonaux  correspondants 
aux  précédents.  On  est  ainsi  conduit  à  un  élégant  théorème  énoncé  par 
Ribaucour  en  1869  et  qui  permet  d'utiliser  d'une  manière  nouvelle  toute 
solution  0  des  équations  (J):  Si,  du  point  M  d'un  système  triple,  on 
porte  sur  la   normale   à   la  surface  du   paramètre    p,-    une    abscisse    MA,- 
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F  H, 

égale  à r^-  ,   F   étant    une   solution   des  trois  équations  (J)  et  si,  du 

point  A/  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  tangente  en  M  à  la  surface 
de  paramètre  p,,  les  trois  sphères  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  second 
point  M'  qui  décrit  précisément  le  nouveau  système  découvert  par  Ribau- 
cour.  Les  trois  sphères  sont  aussi  tangentes  en  M'  aux  surfaces  coordon- 
nées de  ce  nouveau  système  triple. 

Malgré  son  élégance,  le  théorème  de  Ribaucour  ne  donne  rien  de  plus 
que  la  méthode  de  récurrence  indiquée  plus  haut.  On  peut,  du  reste,  le 
démontrer  et  le  généraliser  en  employant  des  coordonnées  pentasphéri- 
ques,  et  l'on  est  ainsi  conduit,  pour  la  première  fois,  à  employer  en  géomé- 
trie infinitésimale  des  systèmes  d'équations  de  la  forme  (J)  qui  admettent 
sept  solutions  particulières  liées  par  une  relation  quadrique  homogène  à 
coefficients  constants.  Application  à  un  exemple  particulier. 


210.  Nous  avons  vu  que  les  systèmes  de  coordonnées  curvi- 
lignes à  lignes  conjuguées  possèdent  cette  propriété  caractéris- 
tique d'admettre,  soit  des  systèmes  que  nous  avons  appelés 
})arallèles,  soit  des  systèmes  supplémentaires.  Dans  le  cas  où  le 
système  à  lignes  conjuguées  devient  un  système  triple  orthogonal, 
les  systèmes  parallèles  se  confondent  avec  les  systèmes  supplé- 
mentaires et  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  qui  a  été 
établie  par  E.  Combescure  en  1864  (')• 

Étant  donné  un  système  triple  orthogonal  quelconque,  il  en 
existe  toujours  une  infinité  dUiutres^  tels  qu'aux  points  corres- 
pondants^ c  est-à-dire  aux  points  de  mêmes  coordonnées  curvi- 
lignes dans  les  deux  systèmes^  les  plans  tangents  aux  surfaces 
coordonnées  de  même  nom  soient  parallèles  ;  de  sorte  que  deux 
surfaces  de  même  paramètre  dans  les  deux  systèmes  se  corres- 
pondent par  plans  tangents  parallèles  et  ont  même  représen- 
tation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure. 

A  raison  de  cette  dernière  propriété,  nous  dirons  que  les  deux 
systèmes  ont  même  représentation  sphérique. 

(')  Fo//- le  Mémoire  Sur  les  déterminants  fonctionnels  et  les  coordonnées 
curvilignes  présenté  en  1864  par  Combescure  à  l'Académie  des  Sciences  et 
inséré  en  18(17  au  Tome  IV  (i'  série)  des  Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 
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211.  Pour  trouver  les  systèmes  admettant  même  représentation 
sphérique  qu'un  système  donne,  on  peut  les  considérer,  par 
exemple,  comme  parallèles  au  système  proposé,  et  appliquer  alors 
les  méthodes  indiquées  au  n"  189.  On  obtient  tous  les  systèmes 
de  même  représentation  sphérique  en  conservant  les  mêmes 
valeurs  des  fjHf  et  des  cosinus-directeurs  U/,  mais  en  j)renant  pour 
les  H/  des  solutions  différentes  soit  du  système 

soit  du  système 

{^)  -T-    =   pilule- 

La  forme  linéaire  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  systèmes 
montre  que  lorsqu'on  aura  obtenu  des  solutions  particulières  du 
j)roblème,  on  pourra  les  combiner  linéairement  et  obtenir  ainsi 
des  solutions  plus  générales.  On  sera  ainsi  conduit,  par  exemple, 
à  la  proposition  suivante,  que  l'on  pourrait  établir  par  la  géomé- 
trie et  sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir  : 

Lorsqiîon  a  deux  systèmes  triples  (S),  (S')  de  même  repré- 
sentation sphérique^  on  en  obtient  une  infinité d^ autres  de  même 
représentation  sphérique^  soit  en  divisant  dans  un  rapport, 
quelconque  mais  fixe,  la  droite  qui  joint  les  points  correspon- 
dants M,  M'  des  deux  systèmes,  soit  en  menant  par  un  point 
de  V espace  une  droite  parallèle  et  égale  à  MM'. 

212.  On  peut  aussi  obtenir  les  systèmes  de  même  représen- 
tation sphérique  qu'un  système  triple  donné,  en  appliquant  les 
méthodes  qui  nous  ont  conduits  aux  systèmes  supplémentaires  du 
système  proposé. 

Nous  avons  vu  que,  si  Ton  écrit  les  trois  équations 

i  .  d^  u  I     ôHi  On  r     àU/,-    du  _ 

juixquelles  satisfont  les  coordonnées  x,  y,  z,  considérées  comme 
fonctions  de  p,   p,,  p^,  les  équations  qui   définissent  le  système 
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supplémentaire  sont  les  suivanles  : 

,  <)x  ,  ôy  ,  ôz         ()0 

x',  y,   z'  étant  les  coordonnées  d'un   point  du  système  clierclié 
et  6  la  solution  généi'ale  du  système  (J). 

Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  (n°  184)  quel  est  le  degré  de 
généralité  de  la  solution  la  plus  étendue  commune  aux  trois  équa- 
tions (J);  et  nous  avons  reconnu  (n"  190)  que  si  l'on  prend  trois, 
courbes  coordonnées  du  premier  système  (C),  (C,),  (G2),  se  cou- 
pant en  un  point  A,  on  peut  toujours  leur  faire  correspondre, 
dans  le  système  parallèle,  trois  courbes  quelconques  (F),  (F,  ),  (Ta), 
se  coupant  également  en  un  même  point,  pourvu,  bien  entendu, 
<jue  la  courbe  (F,)  ait  ses  tangentes  parallèles  à  celles  de  (C/). 

213.  Puisque  le  système  proposé  est  parallèle  à  lui-même,  il 
faut  que  les  équations  (i)  puissent  être  vériiiées  lorsqu'on  y  rem- 
placera x',  y,  z'  par  X,  y,  z,  c'est-à-dire  que  les  équations  (J) 
admettent  la  solution 

u  =  x-^ -^  y^ -h  z^- . 

Nous  avons  signalé  depuis  longtemps  cette  propriété,  qui  carac- 
térise les  équations  (J)  relatives  aux  systèmes  triples  orthogonaux 
(voir  par  exemple  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces, 
n"^  \A1  et  suiv.,  n"  lo4),  et  nous  en  avons  déduit  une  méthode  de 
récurrence  qui  est  le  plus  puissant  moyen  de  recherche  des  sys- 
tèmes triples  orthogonaux  (même  Ouvrage,  n"^  10o7  et  suiv.)  et 
que,  pour  cette  raison,  nous  allons  rappeler  brièvement.  Elle  re- 
pose sur  les  deux  remarques  suivanles  : 

Etant  donné  un  système  triple  (S),  prenons  une  solution  0  des 
équations  (J)  et  déduisons-en  un  système  triple  nouveau  (S')  à 
l'aide  des  équations  (i).  11  est  évident  a  priori  que,  si  l'on  sait 
intégrer  de  la  manière  la  plus  générale  les  équations  (J)  relatives 
au  système  (S),  on  saura  intégrer  les  mêmes  équations  relatives  au 
système  (S').  Car  tout  système  parallèle  à  (S')  est  évidemment 
parallèle  à  (S).  Et,  en  effet,  on  trouve  par  un  calcul  que  nous  ne 
reproduisons  pas  [Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  n"  1057) 
que,  si  ù  est  la  solution  la  plus  générale  des  é((uations  (J),  la  solu- 
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lion  la  plus  générale  Q'  des  mêmes  équations  relatives  au  système 
triple  (S')  sera  donnée  par  la  quadrature 

La  seconde  remarque  sur  laquelle  repose  la  méthode  est  la  sui- 
vante : 

Si  l'on  sait  intégrer  les  équations  (J)  relatives  à  un  système 
triple  (S),  on  sait  aussi  intégrer  les  mêmes  équations  relatives  au 
système  (S,)  qui  s'en  déduit  par  une  inversion. 

Supposons,  en  elîet,  qu'on  ait  pris  pour  origine  le  pôle  de  l'inver- 
sion. On  passera  de  (S)  à  (S,)  par  les  formules 

(3)  ^__j^_z__a:^-^r-^z^-^ 


Effectuons  maintenant,  dans  les  équations  (J),  la  substitution 
définie  par  la  formule 

Les  équations  en  «j  seront  de  la  forme 

ô-Ui  dui  àui         , 

àpi  dp,,  àpi  dp/, 

mais  comme  les  équations  (J)  admettent  la  solution 

u  =  X-  -HJ'"  -H  z^, 

il  faudra  que  les  équations  en  w,  admettent  la  solution  u  =  A-,  ce 
qui  entraîne  la  condition 

et  réduit  les  équations  en  «,  à  la  forme  plus  simple 


dpi  dp,,  ■  dp,  ■   dp,. 

Si  l'on  remplace  enfin  u^  soit  par  .a;,  soit  par  j)^  ou  3,  dans  la  rela- 
tion (4),  on  voit  que  les  équations  précédentes  admettront  les 
solutions  particulières   j:,,  j),,  5,.  Ce  seront  donc  les  équations 
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(J)  relatives  au  système  (S,);  et  il  résulte  également  de  la  for- 
mule (4)  que  l'on  aura  sans  calcul  leur  solution  générale  0,  par  la 
formule 

0 


où  0  sera  la  solution  générale  des  équations  (J)  relatives  au  sys- 
tème (S). 

D'après  cela,  supposons  qu'on  ait  la  solution  générale  des  équa- 
tions (J)  relatives  à  un  système  triple  donné  (S).  On  passera  de 

(5)  à  l'un  quelconque  des  systèmes  parallèles  (S')  et  l'on  pourra 
intégrer  les  équations  (J)  relatives  à  (S')  par  une  simple  quadra- 
ture. On  passera  ensuite  de  (S')  au  système  inverse  (S,);  et  l'on 
pouri^a  répéter  indéfiniment,  en  introduisant  des  fonctions  arbi- 
traires en  nombre  de  plus  en  plus  considérable,  les  deux  opéra- 
tions que  nous  venons  d'indiquer.  On  formera  ainsi  une  suite  illi- 
mitée de  systèmes  triples  tels  que  chacun  d'eux  soit,  alternati- 
vement, parallèle  à  celui  qui  le  précède,  ou  bien  s'en  déduise  par 
inversion. 

214.  Si  l'on  considère  deux  systèmes  triples,  ou  plus  générale- 
ment deux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  à  lignes  conju- 
guées, parallèles  l'un  à  l'autre,  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
correspondants  M,  M'  de  ces  deux  systèmes  engendre  évidemment 
une  surface  développable  lorsque  l'un  de  ces  points  décrit  une 
quelconque  des  courbes  coordonnées,  car  alors  l'autre  point  décrit 
aussi  une  autre  courbe  coordonnée  dont  les  tangentes  sont  parallèles 
à  celles  de  la  première. 

Cherclions,  d'une  manière  générale,  toutes  les  droites  émanées 
du  point  qui  engendre  un  système  à  lignes  conjuguées  donné 
et  qui  jouissent  de  la  propriété  précédente,  c'est-à-dire  qui  engen- 
drent une  développable  quand  le  point  décrit  une  quelconque  des 
courbes  coordonnées.  Si  a?,  y,  z  désignent  les  coordonnées  du 
point  qui  décrit  le  système  et  x\  y',  z'  celles  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite,  cette  propriété  se  traduira  pai'  des  équations 
telles  que  la  suivante  : 

(6)  —=l,.(or—x)^{i^li,)  —  , 
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OÙ   il  faudra  remplacer  successivement  x'  et  x  parj^'  et  y,  puis 
par  z'  et  î,  et  donner  à  l'indice  /  les  valeurs  o,  1,2. 

Exprimons  que   les  trois  équations  ainsi  obtenues  sont  compa- 
tibles et,  pour  cela,  égalons  les  deux  valeurs  difterentes  que  l'on  peut 

obtenir  pour  - — -— •  On  trouvera  ainsi,  par  un  calcul  facile,  la  con- 
dition 


\Opk         Opi)  '        rjpi  \ûp/,         '  Hi        dpk) 

(Jx   /  àix/c  ,  a/,. —  u/  dll/,\ 

Celte  relation,  devant  être  vérifiée  (juand  on  y  remplace  les  x 
par  les  y  ou  les  z-,  devra,  par  cela  même,  se  réduire  à  une  identité. 
Car,  sans  cela,  elle  exprimerait  que  la  droite  chercbée  est  tangente 
à  une  des  surfaces  coordonnées,  ce  qui  conduirait  à  la  solution 
banale  donnée  par  les  tangentes  à  une  des  courbes  coordonnées, 
lui  écartant  cette  hypothèse,  on  est  conduit  aux  conditions 

,      ,  ()l,-  àl/,  ()n,-  [JL,-    u/,    dU, 

D'après  la  première,  on  peut  poser 

<«)  --il!' 

et  alors,  si  Ton  introduit  la  quantité  H^  par  l'équalion 

(9)  on,|..,=  n:.. 

la  seconde  des  équations  (-)  prend  la  forme 
(,o,  f  =  Hi3.. 


(pliant  à  l'équation  fondamentale  (6),  elle  de\iendra 

Si  donc  on   considère    le   système   |3arallèle    au    proposé    pour 
lequel  on  a 

d(x" —  X  )        H/  âx 
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on  voit  qu'on  pourra  écrire 

(i3)  0(a"' — x)  =  x"  —  X. 

En  d'autres  termes,  les  droites  cherchées  seront  celles  qui 
joignent  le  point  du  système  au  point  correspondant  d'un  sys- 
tème parallèle. 

Ainsi  les  seules  droites^  émanées  du  point  M  décrivant  le  sys- 
tème triple  à  lignes  conjuguées^  qui  jouissent  de  la  propriété 
d'engendrer  des  développables  cjuand  ce  pointM  parcouit  une 
des  courbes  coordonnées  sont,  en  dehors  des  tangentes  à  ces 
courbes,  celles  qui  joignent  le  point  M  au  point  correspondant 
M'  d'un  système  parallèle. 

2I0.  Revenons  maintenant  au  cas  particulier  des  systèmes 
triples  orthogonaux,  et  cherchons  si  ces  droiles  MM',  qui  portent 
une  infinité  de  points  décrivant  des  systèmes  triples  parallèles  au 
proposé,  en  portent  d'autres,  décrivant  des  systèmes  triples  or- 
thogonaux en  même  temps  que  le  point  M.  En  d'autres  termes, 
cherchons  si  l'on  peut  disposer  des  arbitraires  contenus  dans  les 
formules  (6)  de  manière  à  vérifier  les  conditions  d'orthogonalité 

,   ,  n  dx'  ùx' 

En  faisant  la  substitution  on  trouve 

b{x  —  x)^-{ r— !—  S(a7  —  x)- 1 ^-! —  ^{x  —  X)  - —  =  o. 

l^osons 

I  -+-  a/ 
(i5j 


Les  équations  précédentes  peuvent  évidemment  être  remplacées 
par  le  système  plus  simple 

(16)  ?>(x'—xY-^x^éi?>{x'~x)'^  =0. 

00  i 

Différentions   cette  équation  par   rapport  à  oa.   H  viendra,  en 


SgS  LIVKK     lit.     —     CHAPITRE     V. 

tenant  compte  des  équations  (.))  et  des  équations  (()), 

dvi  -  v/  ^;h,\  ùx 

H  v/  À/,-  -i-  — Six  —  x) =  o . 

Les  équations  (lO)   permettent  d'éliminer  les  x'  et  nous  con- 
duisent à  la  condition 

v/,  (hi         v/   dWi,.        v/,  fyll,- 

Changeant   ^   en  k  et  retranchant  de  la  précédente  l'équation 
ainsi  obtenue,  on  trouve 

I     dv/  _    1    d^k 
ce  qui  permet  de  poser 

et  alors  l'équation  (i^)  nous  donne 

d^¥  I    d\ii  d?  I     c)H/,  dF 


(19) 


àpiOo/c        \li  ()p/,:  ôoi        H/,.    (>p,-    typ/,- 


On  verra  facilement,  et  nous  démontrerons  plus  loin,  que  les 
conditions  ainsi  obtenues  sont  suffisantes,  et  que  le  système  défini 
par  les  trois  équations 

(20)  ^{x  —X)^^  —^S{X  —  X)-—  =  O 

or  iTji 

est  un  système  triple  orthogonal.  D'une  manière  plus  précise,  toutes 
les  fois  que  F  est  une  solution  des  trois  équations  du  système  (J), 
les  trois  équations  (20)  représentent  trois  sphères  qui  se  coupent 
d'abord  au  point  M  du  système  triple,  et  ensuite  en  un  autre 
point  M'  qui  décrit  un  système  triple  correspondant  au  premier. 

216.  Cet  élégant  théorème  est  dû  à  Ribaucour  qui  l'a  commu- 
niqué à  la  Société  philomathique  dans  la  séance  du  26  juin  i86q 
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(voir  Bulle/ in  de  la  Société  philomathique  de  Paris  pour  1869, 
p.  26). 

Nous  allons  le  démontrer  et  l'interpréter  j^ar  une  méthode  qui 
nous  donnera  des  propriétés  géométriques  intéressantes. 
Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  pose 

et  si  l'on  traite  les  coordonnées  courantes  x\  y' ,  z'  comme  des 
constantes,  les  trois  équations  (20)  prennent  la  forme  condensée 

Or,  les  équations  (J) 

d-n r_  dH;  ^ I     dWu   ^0   _ 

(^p,f>p/,        \\i  d'pk  àpi        H/,    âpi    àp/,~^ 

admettent  les  six  solutions 

(23)  I,     X,    y,     z,     x^-\-y--+-  z'^,     F. 
De  là  résulte  que,  si  l'on  y  fait  la  substitution 

0  =  crF, 
les  équations  en  o*  admettront  les  solutions  particulières 

I         .r         y        z        x'^-^  y'^'^  z^ 

(24)  p'      -^y     Y'      F'      '¥ '      '• 

Elles  seront  donc  de  la  forme 


-+-  aik  -x 1-  a/a  ——  =  o  ; 


et  il,  qui  est  une  combinaison  linéaire  des  solutions  particu- 
lières (24),  sera  aussi  une  solution  de  ces  équations  en  7.  On  aura 
donc 

,    .,  'PQ  dÙ  dQ 

àpi  dpif  dpi  dpi; 

De  là  résulte  que,  si  l'on  considère  les  trois  équations  (22)  et 
si   l'on    prend    l'enveloppe    de   la    sphère   représentée   par   l'une 
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d'elles 

lorsqu'on  fait  varier  ^/ç  et  p/,  ce  qui  donne  les  équations 

()''-Q      _  ô'Hi     _ 

dpi  (Jp/,-  ~~    '  lipiào/  ' 

on  pourra,  d'après  l'identité  (ao),  remplacer  ces  deux  équations 
par  les  suivantes 

âQ  t)l> 

o*p/,-  àpi 

qui  sont  les  deux  autres  équations  du  système  (22).  En  d'autres 
ternies,  si  l'on  prend  l'enveloppe  de  la  sphère  (S/)  représentée 
par  l'équation  (2^),  lorsque  p^  et  p^  varient,  la  splière  touche  son 
enveloppe  aux  deux  points  d'intersection  des  trois  sphères  (S/), 

En  écrivant  les  équations  de  ces  sphères  sous  la  forme  (20),  on 
reconnaît  immédiatement  qu'elles  sont  deux  à  deux  orthogonales. 
Par  conséquent,  les  trois  familles  d'enveloppes  des  sphères  (S/) 
forment  deux  systèmes  orthogonaux,  qui  sont  décrits  par  l'un  des 
points  communs  aux  trois  sphères.  L'un  est  le  système  proposé; 
l'autre  est  le  système  nouveau  obtenu  par  Ribaucour.  Les  trois 
sphères  (S/)  sont  tangentes  en  chaque  point  aux  surfaces  coor- 
données. 

217.  En  interprétant  géométriquement  les  équations  (20),  on  est 
conduit  à  l'énoncé  suivant  : 

Étant  donné  un  système  triple  quelconque^  portons  sur  la 

normale  en  M  à  la  surface  de  paramètre  pi  une  abscisse  M  A^ 

égale  à 

FH, 

-■^' 

dpi 

F  étant  une  solution  quelconque  des  trois  équations  (J),  et  du 
point  Ai  comme  centre,  décrivons  une  sphère  tangente  en  M  à 
fa  surface  de  paramètre  o/.  Lorsque  le  point  M  décrira  celte 
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surface  (S/),  la  sphère  enveloppera  en  même  temps  que(^i)  une 
autre  surface  (S/). 

L'ensemble  des  surfaces  {J^'.)  formera  trois  familles  qui  con- 
stitueront le  nouveau  système  triple  découvert  par  Ribaucour . 

218.  La  droite  M  M'  qui  joint  les  points  correspondants  des  deux 
systèmes  a  évidemment  pour  équations,  d'après  les  formules  (20), 

5  (  07  —  X)  —        »  (  a^  —  X)  - —        Î5  (  :c  —  x)  - — 

^'-'^  W = ^F = W 

à?,  <h,,  0;.i 

De  là  résulte  quelle  porte  deux  séries  bien  distinctes  de  points 
décrivant  des  systèmes  orthogonaux  dérivés  du  système  primitif: 
i"  les  systèmes  parallèles  définis  par  les  équations 

(.4)  S(^'-^)^  =  /c^, 

où  k  désigne  une  constante  quelconque;  2"  tous  les  systèmes 
définis  par  les  équations 

(•io)  h(x   X)--\ — ; S  (07   x)——0^ 

011  A  désigne  également  une  constante  arbitraire.  Tous  ces  sys- 
tèmes sont  également  |)arallèles  entre  eux,  et  les  trièdres  (T) 
relatifs  à  des  systèmes  appartenant  à  deux  séries  différentes 
sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  un  plan  normal  à 
la  droite  MM'. 

Cette  dernière  remarque  est  essentielle;  car  elle  montre  que, 
malgré  son  élégance,  le  théorème  de  Ribaucour  ne  peut  donner 
rien  de  plus  que  la  méthode  de  récurrence  développée  plus  haut 
au  n"  213.  Soit  en  ellet  (S)  le  système  proposé,  décrit  par  le 
point  ]M.  Les  équations 

^    ,dx        <)¥ 

<>x  -—  =  -— 

définissent  un  système   (S,)  parallèle  à  (S),  et  la  droite  OP  qui 

joint  à  l'origine  O  le  point  décrivant  de  ce  système  est  évidemment 

parallèle  à  MM'.  De  là  résulte  que  si  l'on  prend  l'inverse  (S'j)  (h- 

D.  26 
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(S))  par  rapport  au  point  O,  les  deux  trlèdres  (T)  relatifs  à  (S,) 
et  (S,  ),  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  un  plan  per- 
pendiculaire à  OP,  le  seront  aussi  par  rapport  à  un  plan  perpendi- 
culaire à  MM'.  Donc  tous  les  systèmes  triples  fournis  par  les 
équations  (aS)  seront  parallèles  au  système  (S',)  et,  par  suite, 
n'échapperont  pas  à  la  méthode  de  récurrence  que  nous  avons 
instituée. 

Quoiqu'il  en  soit,  nous  allons  indiquer  rapidement  les  formules 
relatives  aux  systèmes  qui  résultent  de  l'application  du  théorème 
de  Ribaucour. 

En  introduisant  la  notation  des  paramètres  différentiels,  les  for- 
mules (20)  nous  donnent 

^  x'—x       '    =—  —  A(F,  .r), 

et  l'élément  linéaire  de  l'espace  a  pour  expression 

'  ^  ^id     dl'  \-\  âpi      °   F  /      ' 

i219.  Nous  terminerons  en  généralisant  la  méthode  par  laquelle 
nous  avons  démontré  le  théorème  de  Ribaucour.  Pour  plus  de  net- 
teté, nous  emploierons  les  coordonnées  pentas|)hériques. 

Soit 

(  28  )  2  "/'  ■^/'  =  ^ 

1 

l'équation  d'une  sphère  (S).  Supposons  que  les  Ui  soient  des  fonc- 
tions de  trois  variables  p,  0,,  po  et  qu'elles  soient  des  solutions  par- 
ticulières d'un  système  de  trois  équations  aux  dérivées  partielles  de 
la  forme 

()2  0  Of\  ()<} 

à'^iO'ji,  ô'jj  dp/.. 

Admettons  de  plus  que 
(3o)  0=^.4 
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soit  également  une  solution  particulière  de  ce  même  système.  Ces 
hypothèses  entraîneront  les  conséquences  suivantes  : 


(  3  n  > r —  —  o 

^  Opi    àpk 


et,  ])ar  suite,  on  pourra  appliquer  littéralement  aux  trois  sphères 
représentées  par  les  équations 


les  raisonnements  que  nous  avons  faits  au  n"  216.  Ces  trois  sphères 
se  couperont  à  angle  droit  en  deux  points  qui  décriront  des  systèmes 
triples  correspondants;  et,  en  chacun  de  ces  points,  elles  seront 
tangentes  aux  trois  surfaces  coordonnées  du  système  triple  corres- 
pondant. 

A  diverses  reprises,  dans  tout  le  cours  de  la  géométrie  infinité- 
simale, nous  avons  vu  l'intérêt  qu'il  y  a  à  considérer  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  ou  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles,  admettant  des  solutions  particulières  liées  par  une  rela- 
tion quadratique  (voir  par  exemple  Leçons  sur  la  théorie  des 
sur/aces,  n"*  108,  148,  loi,  437,  483,  etc.).  Nous  pouvons  ici 
donner  une  proposition  nouvelle  de  cette  nature. 

Si  le  système  des  trois  équations 

dpiOp/^  ()pi  dp/,. 

oii  i,  k  peuvent  prendre  les  valeurs  o,  i ,  2,  admet  sept  solutions 
particulières  liées  par  une  relation  quadratique  à  coefficients 
constants^  on  peut  obtenir  sans  calcul  une  infinité  de  systèmes 
triples  orthogonaux. 

Ramenons,  en  efl'et,  par  une  substitution  linéaiie  à  coefficients 
constants,  la  relation  quadratique  à  la  forme 

(34)  ef -H  Gi -1-0^^0^  +  0:  =  6667, 

ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières,  puis  effectuons,  dans 
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les  équations  (33),  la  subslilution 

0  =  0-a 


ui  les  ramènera  évidemmenL  à  la  forme 


0| 
«'=07' 

0, 

-^ 

62  a                  ()a  (j'a 

(•35  )  -. — T h  a,/, r  x/,/  — -  =  o . 

Les  équations  (35)  admettront  les  solutions  particulières 
(36) 
qui  sont  évidemment  liées  par  la  relation 

5 

(37)  2"''  =  "«' 

toute  pareille  à  la  relation  (3o).  On  pourra  donc  appliquer  le  théo- 
rème démontré  plus  haut  et  les  trois  équations 

/(  =1 

définiront  un,  ou  plutôt  deux,  systèmes  triples  orthogonaux. 
220.   Nous  indiquerons  une  seule  application.  Les  équations 

admettent  une  solution  particulière  de  la  forme 


6  =  A/Co  — a)(pi  — «)(p2— «). 
Considérons  donc  le  polynôme  du  septième  degré 

f{u)  =  U{u-ai), 

où  le  signe  II  a  sa  signification  habituelle  de  produit,  et  le  poly- 
nôme du  second  degré 

cp(M)  =  (u  —  b)(u  —  bi), 
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les  sept  solutions  ayant  pour  expressions 


.,.  ^  _  ^  /?  (  «  /  )  y/  (  0  —  g  /  )  (  p  I  —  ^  ,•  )  (  ?  2  -  g ,-  ) 

seront,  d'après  un  tliéorème  l)ien  connu,  liées  par  l'identité 

Si  donc  on  prend 


(40  u/,= 


les  trois  équations 

r\  du/i                          n  du,,                          Ç\  dan 
(fi'i.)  V— — a"/,  =  o,  V  ^; — a"/,  =  o,  V xi.=.o 

détermineront  un  système  triple  orthogonal,  qui  sera  algébrique. 


CHAPITRE  VI. 

NOUVELLE    MÉTHODE    DE    RECHERCHE. 


On  expose  dans  ce  Chapitre  une  méthode  de  recherche  des  systèmes 
orthogonaux  qui  repose  sur  la  remarque  suivante.  Au  lieu  de  conserveries 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  régissent  les  rotations  du  trièdre(T), 
on  détermine  l'orientation  de  ce  trièdre  à  l'aide  de  trois  arbitraires,  et  il  ne 
reste  plus  qu'à  assujettir  ces  arbitraires  à  la  condition  que  les  rotations 
Pi  <]it  ''2  soient  nulles  toutes  les  trois.  Le  développement  de  cette  remarque 
conduit  à  divers  systèmes  d'équations.  Si  l'on  emploie  d'abord  les  trois, 
angles  bien  connus  6,  ç,  <];  d'Euler,  on  est  conduit  à  un  système  de  for- 
mules qu'Ossian  Bonnet  a  donné  dès  1862.  On  expose  à  ce  sujet  comment 
O.  Bonnet  a  pu  obtenir  une  réduction  de  la  principale  difficulté  du  pro- 
blème à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre.  Bien  qu'obtenue  par  une  voie  détournée,  cette  réduction  est  la  pre 
mière  en  date  et,  à  ce  titre,  mérite  d'être  signalée. 

Au  lieu  des  angles  6,  cp,  (];,  on  peut  choisir  d'autres  variables  imaginaires 
qui  jouent  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  des  surfaces  étudiées  en  coor- 
données tangentielles.  On  est  alors  conduit  à  un  système  de  trois  équations 
du  premier  ordre,  qui  est,  de  beaucoup,  le  plus  simple  connu,  et  qui  se 
ramène  très  simplement  à  une  équation  du  troisième  ordre  ne  contenant 
que  trois  termes.  On  reviendra  au  Chapitre  suivant  sur  cette  méthode  qui, 
bien  qu'embarrassée  d'imaginaires,  paraît  la  plus  puissante  de  toutes  celles 
qui  sont  connues. 

On  peut  encore  substituer  aux  trois  angles  d'Euler  d'autres  variables  qui 
sont  dues  aussi  au  grand  géomètre  et  qui  permettent  d'exprimer  les  neuf 
cosinus  directeurs  par  des  formules  algébriques  et  rationnelles.  Cette 
méthode,  où  l'on  a  eu  la  précaution  de  rendre  les  équations  homogènes, 
conduit  à  trois  équations  très  symétriques  qui  se  prêtent  à  différentes  appli- 
cations. On  indique  en  particulier  la  suivante  : 

L'étude  d'un  système  triple  est  liée  à  celle  du  mouvement  du  trièdre  (T) 
formé  par  les  normales  aux  surfaces  coordonnées  par  rapport  à  un  trièdre 
fixe  (T,).  Dans  quel  cas  le  mouvement  inverse,  celui  de  (T,)  par  rapport 
à  (T),  engendre-t-il  aussi  un  système  triple  orthogonal?  On  montre  com- 
ment le  dernier  système  de  formules  permet  d'aborder  simplement  la  solu- 
tion de  ce  problème,  qui  a  été  donnée  par  l'auteur  en  1908  dans  un  Mémoire 
inséré  aux  Comptes  rendus  et  auquel  on  renvoie  le  lecteur. 
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2l2i.  D'après  la  manière  même  dont  nous  avons  obtenu  au 
Livre  H,  Cli,  II,  les  équations  aux  fonctions  ,3/^^,  nous  reconnais- 
sons immédiatement  que  ces  équations  ne  sont  autres  que  les  rela- 
tions différentielles  entre  les  rotations  du  trièdre  (T)  ;  de  sorte 
qu'elles  seront  vérifiées  d'elles-mêmes  si  l'on  détermine  d'une 
manière  quelconque  l'orientation  du  trièdre  (T)  à  l'aide  de  trois 
arbitraires  et  si  l'on  exprime  les  rotations  en  fonction  de  ces  arbi- 
traires et  de  leurs  dérivées  premières;  mais  alors,  il  faudra  déter- 
miner ces  trois  arbitraires  parla  condition  que  les  rotations  />,  </,, 
/•j  soient  nulles  toutes  les  trois.  Ainsi  Von  aura  un  système 
fl'équations  aux  dérwées  partielles^  au  nombre  de  trois  seule- 
ment^ propre  à  remplacer  les  neuf  équations  aux  [ii^,  en  définis- 
sant l'orientation  du  trièdre  (T)  à  l'aide  de  trois  arbitraires 
et  en  déterminant  ces  arbitraires  de  manière  à  annuler  les  trois 
rotations  p,  q^^  ?•,. 

Le  développement  de  cette  remarque  va  nous  permettre  de  faire 
connaître  différents  systèmes  d'équations  et,  en  particulier,  celui 
qui  a  été  employé  par  Ossian  Bonnet  (').  11  suffira,  pour  cela,  de 
définir  la  position  du  trièdre  (T)  à  l'aide  des  trois  angles  d'Euler, 

Si  l'on  adopte,  par  exemple,  les  valeurs  sui\antes  des  neuf  co- 
sinus 


(0 


X   =  cosO  sincp  siii  ({; -f- C0SC3  cosvj/, 

Xi=  cos6  coscp  siinj; —  sinocos'ji, 

X2=  sinO  siii'I/, 

Y   =  cosO  sinc5  cos'l'  —  coscisin'|/, 
I 

/  Yi  =  cosO  costp  cos'i; -+-  =incp  sin'|i, 

Y,  =  sinO  cos'I/. 


Z  =  —  sin  0  sin'i', 
Zi  =;  —  sinO  coscp, 
Z2  =       cos6, 


déjà  employées  dans  nos  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur- 


(  '  )  O.  Bonnet,    Mémoire  sur  les  sur/aces  orthogonales  (  Comptes    rendus. 
t.  LIV,  mars  1862,  p.  554  et  655). 
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faces  (*)  (n"  1),  on  aura 

p:  =  sin»)  sin  o  —^ coscc  —  , 

■  t^p/  ^  '4/ 

O'h  .        <)0 

(2)  \     g-z^sinOcos-f  ^-^  sincp  — , 

'  Opi        ^^^     ôpi' 

de  sorte  que  les  équations  du  problème  deviendront 

.    .     .        0'!^  00 

sinfj  sin  -i  — ^   —  cosc?  -—  =  o, 

'    ()p  ^  âp 

(3)  <   sinO  coso  — -  -t-  sincp -—  =  o, 
'  '  àpi  ^  <)p  1 

do  ,   0<h 

—^ cosO-H-  =  o. 

r»p2  (^p2 

222.  Ossian  Bonnet  a  indiqué,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut, 
différents  usages  de  ces  équations.  Jl  a  montré  en  particulier  com- 
ment on  peut  les  ramener  à  une  seule  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre  à  trois  variables  indépendantes.  Nous 
avons  déjà  fait  allusion  plus  haut  (n"  8)  à  ce  résultat.  Comme  la 
méthode  d'Ossian  Bonnet  constitue  la  première  réduction  qui  ait 
été  obtenue  du  problème  des  systèmes  orthogonaux  à  une  seuh; 
équation  du  troisième  ordre,  nous  croyons  qu'il  ne  sera  pas  inutile 
d'y  revenir  ici. 

On  peut  toujours  supposer  qu'on  ait  exprimé  '-p  en  fonction  de 
'b,  de  p  et  de  0,,  et  poser 

(4)  o  =  /(-i,p,pi). 

La  troisième  des  équations  (3)  nous  donnera  alors 

(5)  .  cosO=^. 

Si  nous  portons  cette  valeur  de  0  et  celle  de  es  dans  les  deux 


(')  Dans  ces  formules,  4'  désigne  l'angle  de  l'intersection  commune  ON  du 
plan  des  xy  du  ti-ièdre  (T)  et  du  plan  des  xy  du  trièdre  fixe  avec  l'axe  des  x  de 
ce  dernier  trièdre.  œ  désigne  l'angle  de  la  même  droite  ON  avec  l'axe  des  x  dn 
trièdre  (T)  ;  enfin  6  est  l'angle  des  deux  axes  des  z  des  deux  trièdres. 
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premières  équations  (3),  nous  aurons 


(0) 


Ces  équations  sont  de  la  forme 

()p  dpi 

M  et  N  étant  exprimées  en  fonction  de  •},  p,  p, .  En  écrivant  la  con- 
dition d'intégrabilité,  nous  aurons 

'  d'^h  d^        àpi         àp 

Ce  sera  une  équation  de  troisième  ordre  à  laquelle  devra  satis- 
faire la  fonction  y".  Nous  j  voyons  apparaître  toutes  les  dérivées  du 
troisième  ordre  de/,  sauf  celles  qui  sont  prises  exclusivement  par 
rapport  à  p  et  à  p,.  Lorsqu'on  aura  obtenu  par  un  procédé  quel- 
conque une  intégrale  de  cette  équation,  il  faudra  procéder  à  l'inté- 
gration simultanée  des  deux  équations  (7).  Elles  fourniront  une 
expression  de  cp,  contenant  une  constante  arbitraiie  qu'il  faudra 
remplacer  par  une  fonction  de  po.  Enfin  les  équations  (4)  et  (5) 
fourniront  8  et  o.  Arrivé  à  ce  point,  on  aura  les  U/  et  les  |S/^.  Il 
restera  encore  à  effectuer  les  intégrations  qui  fourniront  H,  H|,  H^ 
et  les  quadratures  qui  donneront  x,  y,  :;. 

On  voit  ainsi  que  la  réduction  précédente  à  une  équation  du 
troisième  ordre,  obtenue  d'ailleurs  par  une  voie  quelque  peu  dé- 
tournée, avance  beaucoup  moins  la  solution  finale  du  problème 
que  celles  qui  ont  été  indiquées  plus  haut. 

!2!23.  Renvoyant,  pour  d'autres  applications  du  système  (3),  au 
Mémoire  d'Ossian  Bonnet,  nous  nous  attacherons  à  une  transfor- 
mation toute  nouvelle  et  très  simple  de  ce  système. 

Introduisons,  au  lieu  de  9  et '|  qui  déterminent  les  trois  cosinus 
directeurs  X^,  Y^,  Zo  de  la  normale  à  la  surface  du  paramètre  Oo, 
les  variables  a  et  [3  qui  ont  été  si  souvent  employées  dans  la  théorie 
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générale  des  surfaces  et  qui  sont  déllnies  par  les  relations 
(9)  .=  '^l±±h,  [i=       ^^-^^-Y.. 


Z,  ^  1--Z2    ' 

elles  conduisent  aux  expressions  suivantes  de  X2,  Y2,  Z2  : 

/.«\  V  I  — a3  .  I  +  aB  ,,         a  +  3 

(.0)  X,=  —|,         Y,=  ,_|,         ^==^' 

et  donnent,  par  la  comparaison  avec  les  formules  (1), 
(11)  a  =  tcol     e-  '•^,  3  =— j  tan"-e-''4', 

Ces  quantités  a  et  [S  sont,  sur  la  sphère  de  rayon  i  qui  a  son 
centre  à  l'origine  des  coordonnées,  les  coordonnées  symétriques 
du  point  qui  sert  de  représentation  sphérique  pour  la  normale  à  la 
surface  de  paramètre  p^-  La  variable  a  est,  dans  le  sens  de  Riemann, 
l'affixe  de  ce  point  de  la  sphère.  La  variable  ^relative  à  un  point  réel 
sera  l'inverse  changée  de  signe  de  l'imaginaire  conjuguée  de  a(  '  ). 

Introduisons  de  même  la  quantité  A  définie  par  l'équation 

Z-f-tZ,         I 


I  -  Z.         X  ' 
qui,  d'après  les  équations  (1),  aura  pour  expression 

(i3)  X  =  /<?'■?  tang^  . 

On  aura,  d'après  les  relations  (12), 

(.4)  ^'■^=>^^' 

de  sorte  que  l'on  connaîtra,  soit  les  expressions  de  0,  cp,  <h  en  a,  ^, 
X  à  l'aide  des  formules  (12)  et  (14)5  soit  les  expressions  de  a,  ^, 
)v  en  Q,  cp,  (L  à  l'aide  des  formules  (i  i)  et  (i3). 

Avec  ces  nouvelles  variables  a,  [3,  X,  les  formules  (2)  prennent  la 


(')    Voir  par  exemple  les  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  f^ivre  I, 
Chap.  III,  et  Livre  II,  Ctiap.  Vtl  et  VIII. 


forme 
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i-=)T^(^-^^ê: 


.r)logX  i        d(a-r-S) 


dp/,-  p  —  a         dp/,- 

en  sorte  que  les  équations  (T)  du  problème  sont  remplacées  parles 
suivantes  : 

'   dpi  dpi  ' 

qui,  bien  que  compliquées  d'imaginaires,  sont  infiniment  plus 
simples  que  les  équations  (3),  et  surtout  se  prêtent  mieux  aux  appli- 
cations. 

224.  Nous  étudierons  au  Chapitre  suivant  le  système  des  équa- 
tions précédentes;  mais  nous  allons,  dès  à  présent,  démontrer  qu'il 
est  possible  de  ramener  son  intégration  à  celle  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre  à  laquelle  satisfera  la  fonc- 
tion X. 

Posons  à  cet  effet 

(17)  %-h^  =  u,         a— P  =  tV,         X  =  e'>. 
On  obtiendra  immédiatement  les  équations  suivantes  : 

,    ,  du  dv  du  àv  du  du 

(18)  --  =  — cot,u— ,  -—  =  tangjJL-— ,  -—  =  ç-i-, 
dp                        dp             dpi               "     «pi  dp2  dp2 

qui  remplacent  le  système  (16)  et  conduisent  par  l'élimination  de 
V  aux  trois  suivantes  : 


(17) 


d^u 

dp  dpi 

du. 

du 

()0 

du    du 
—    colu-^    — 

dp     Opi 

d-  H 
dp  Op^ 

- 

d^-ix 
dp  dpi 
dii 
dp, 
d^  [ji 

du 
dpi 

du   du 

-h  langu  — 

<)p,  <)p 

d^-u 

àpi  dpi 

- 

dp,  dp-i 
àpî 

du 

ôpl 

du    du 
—    cotu-^  — - 

'     ^?,    dp  y 
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à  l'aide  desquelles  on  déterminera  a  et  y..  La  première  a  été  obte- 
nue en  é2alant  les  deux  valeurs  de  - — -, —  que  l'on  peut  déduire  des 
deux  premières  équations  (i.))  ;  les  deux  autres  s'obtiennent  en 
substituant  dans  ces  deux  mêmes  équations  la  valeur  de  v  fournie 
par  la  dernière. 

Le  système  précédent  est  d'une  forme  que  nous  avons  déjà  ren- 
contrée. On  peut  en  déduire  ti'ois  valeurs  de  -r — : — — -   et  si  l'on 
'  op  dp,  op. 2 

égale  deux  quelconques  d'entre  elles,  on  sera  conduit  à  l'équation 

suivante  : 

,      ,  d^  \x  d\x     (ï^  u  dix      d^  [x 

(•io)  ,        '   , hlangix-^  —^ colix^- — ^  =  o, 

Opopiop-i  âpi  àp  (Jp-2  dp    opiOp^ 

qui  servira  à  déterminer  iji. 

Lorsque  cette  unique  équation  sera  vérifiée,  les  conditions  d'in- 
tégrabilité  que  nous  avons  envisagées  au  n"  187  seront  toutes 
satisfaites  pour  le  système  (17);  et,  par  suite,  on  pourra  oblenii- 
[)Our  a  une  valeur  assujettie  à  se  réduire  à  la  fonction  arbi- 
traire fi  (pi)  pour  pk=  pA-,  pi=  p/ •  La  valeur  la  plus  générale  de  (/ 
dépendra  donc  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Quant 
à  r,  il  sera  déterminé  par  la  troisième  des  équations  (18),  de  sortt^ 
que  l'on  pourra  obtenir  les  expressions  des  neuf  cosinus.  Au  reste 
nous  reviendrons,  au  cbapitre  suivant,  sur  cette  métiiode  qui 
mérite,  on  le  verra,  d'être  approfondie. 

5225.  On  peut  substituer  aux  trois  angles  d'Euler  6,  o,  6  d'autres 
variables  encore;  par  exemple,  on  peut  employer,  [)our  déterminer 
les  neuf  cosinus,  les  formules  suivantes  : 

(v.i)  )    BY  =  '.>.A;ji-2vO, 
(   BZ  =  aXv  -hiixO, 

où  l'on  a 

(•>.'l)  B   =  02-4-  X2-+-  1^2 


BXi  =  2Xa-4-  'ivO, 

BX2=2Xv  —  2fJlO, 

BY,  ^   02+  [a2_X2_v2^ 

BY2  =  2[JtV  +  2X0, 

BZ,  =  'iuv  —  9,>0, 

BZ2  =  62-4-  v2  —  ).2  — 

et  qui  sont  dues  également  à  Euler  ( 


(')  I.e  grand  géomèlie  les  a  données  dans  les  Nouveaux  Commentaires  do 
Pétersbourg.  On  pourra  consulter,  au  sujet  de  ces  formules,  la  Note  V  insérée 
dans  la  IV''  Partie  de  nos  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces. 
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Avec  ces  formules,   les  rotations  prennent  la  forme   simple  el 
symétrique,  définie  par  les  formules  suivantes  : 

HP,-  =  2  (  A 0 h  V  -! a  — 

I  \     f)p,-  ()pi  Opi         '    (Ipi 

(  2.3  )  '    nQ/=  2    'JL 0  -^ y-  / V  — 

'  \    '>?i  (^?i  <'Pi  àpi, 


BR, 


/      (^0  0'/  àK  djJL  \ 

V    ^~      Ipi  '^  ^ 'ôpi  ~   ^  Ipi  j 


<le  sorte  que  les  équations  du  problème  seront 

(h  au.         ^  àl  .  àO 

V  âp  dp  Op  dp 

(>pi     Opi  <)pi  <)pi 


.    dix  dl        „  d^j  dO 

A  -! IX- 1-  0 V  — -  =  o. 

dpi  dp-î  dp^  dp-. 

On  les  Irouve  sous  une  forme  équivalente  dans  le  Mémoire  de 
(^ombescure  déjà  cité  au  n"  210.  Nous  ne  les  étudierons  pas  en 
détail,  nous  bornant  à  indiquer  qu'elles  se  prêtent  à  l'étude  de  la 
question  suivante. 

226.  INous  avons  lié  l'étude  d'un  système  triple  à  celle  du  mou- 
vement du  trièdre  (T)  formé  par  les  normales  aux  surfaces  coor- 
données. Soit  (T,)  le  trièdre  fixe  auquel  est  rapporté  ce  mouve- 
ment :  au  lieu  d'envisager  le  mouvementde  (T)  par  rapport  à  (T,), 
on  peut  considérer  le  mouvement  inverse,  celui  de  (T,)  par  rapport 
à  (T),  et  demander  que  ce  mouvement  inverse  définisse,  lui  aussi, 
un  système  triple  orthogonal.  Les  formules  précédentes  permettent 
d'aborder  très  simplement  cette  question.  En  eft'et,  il  résulte  immé- 
diatement des  formules  (a  i  )  que  les  valeurs  des  neuf  cosinus  relatives 
à  ce  mouvement  in\erse  s'obtiendront  simplement  en  changeant  le 
signe  de  0.  Il  faudra  donc  que  les  équations  (a4)  subsistent  quand 
on  y  fera  ce  changement  de  signe,  ce  qui  conduira  aux  relations 


4 
dp 

.  d(i 

—  X  —    =  o, 

dp 

d'X 

dpi 

^'dp, 

dp. 

d(ï 

à?2 

dl 

dont  l'intégration  ne  présente  aucune  difficulté 
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On  en  déduit  d'abord  les  équations 

V  l  IX 

Ai  étant  une  fonction  qui  ne  dépend  pas  de  p/.  La  relation 

A  Al  Ao  =  I, 
qui  doit  avoir  lieu  identiquement,  montre  qu'on  doit  avoir 

A= — ,  Ai= — ,  A.2= — > 

ai  ne  dépendant  que  de  p/.  On  peut  donc  prendre 

X  =  «,  [Jl  =  «1,  V   =  «2- 

Et  enfin  l'intégration  des  trois  équations  (25)  en  f)  nous  donne 

k  étant  une  constante  quelconque,  qui  peut  être  nulle. 

On  a  maintenant  les  valeurs  des  neuf  cosinus.  Mais  nous  ne  pour- 
suivrons pas  les  calculs,  et  nous  renverrons  ceux  de  nos  lecteurs 
qui  voudraient  étudier  cette  question  et  la  résoudre  jusqu'au  bout 
au  Mémoire  que  nous  avons  publié  au  Tome  GXLVIl  des  Comptes 
rendus^  p.  287,  325,  36^,  399  (séances  des  3,  10,  17  et  24  août 
1908)  et  qui  a  pour  titre  :  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie 
des  systèmes  orthogonaux  et  à  la  méthode  du  trièdre  mobile. 
Aux  notations  près,  les  résultats  précédents  coïncident  avec  ceux 
que  nous  avons  obtenus  dans  ce  Mémoire,  par  une  méthode  toute 
difle rente. 


CHAPITRE  VII. 

lîTUDE    APPKOFOlVniE    n'uiNE    DES    MÉTHODES    PRÉCKDEINTES. 

On  revient,  pour  l'étudier  complètement,  sur  la  seconde  méthode  déve- 
loppée au  Chapitre  précédent.  L'équation  aux  dérivées  partielles  du  troi- 
sième ordre,  à  laquelle  on  est  conduit  par  élimination,  a  été  déjà  rencon- 
trée et  signalée  dans  l'étude  des  systèmes  triples  de  M.  Bianchi.On  donne 
d'abord  l'interprétation  géométrique  très  simple  de  la  variable  rjL  qu'elle 
détermine.  On  signale  ensuite  sa  propriété  caractéristique.  Elle  est  la 
seule  équation  d'une  certaine  forme  qui  puisse  se  réduire,  par  trois  substi- 
tutions diflerentes,  à  ne  contenir  que  trois  termes.  On  montre  ensuite 
l'usage  que  l'on  pourrait  faire  de  cette  équation  pour  établir  de  nouveau 
qu'un  système  triple  est  déterminé  quand  on  donne  trois  des  surfaces 
appartenant  à  des  familles  différentes  qui  le  composent.  Complément 
donné  à  la  méthode.  Elle  ne  faisait  connaître  que  la  représentation  sphé- 
rique;  on  indique  comment  on  achèvera  de  déterminer  le  système  ortho- 
gonal. Emploi  du  système  de  coordonnées  tangentielles  a,  fi,  ^  pour  déter- 
miner les  surfaces  de  paramètre  p2.  La  solution  complète  du  problème  se 
ramène  à  l'intégration  d'un  seul  système  et  à  une  quadrature. 

Applications  de  la  méthode.  M.  Adam  a  formé,  dans  le  système  de 
coordonnées  tangentielles  a,  p,  $,  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre  qui  caractérise  les  familles  de  Lamé.  On  retrouve  cette 
équation  comme  conséquence  très  simple  du  système  de  formules  adopté. 

La  seconde  application  repose  sur  un  théorème  nouveau  d'analyse,  qui 
est  la  généralisation  de  celui  que  M.  Moutard  a  fait  connaître  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  invariants  égaux.  On  est 
ainsi  conduit,  par  une  voie  nouvelle,  à  la  méthode  de  récurrence  qui  nous 
a  permis  de  déduire,  par  de  simples  quadratures,  de  tout  système  triple, 
pour  lequel  on  sait  déterminer  les  systèmes  parallèles,  une  suite  illimitée 
de  systèmes  nouveaux. 

La  méthode  précédente  est  compliquée  d'imaginaires.  On  indique  en 
terminant  un  système  où  les  imaginaires  se  présentent  sous  une  forme  plus 
maniable. 


227.  Revenons  aux  équations  qui  ont  été  données  plus  haut  et 
qui  sont  relatives  à  un  mode  particulier  de  reclierche  des  systèmes 
orthogonaux.    Nous    avons   vu    que,   si   l'on    définit  les    cosinus- 
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directeurs  de  la  normale  à  la  surface  de  paramèlre   z.,  par  les  for- 
mules 

(l)  -^2=    77'  l2=i   rr>  A2  —    77' 

^'^  a—  [i  a  —  p  '^  —  p 

on  aura  à  intégrer  le  système 


(Jpi        "  rjp, 

OÙ  A  est  une  inconnue  auxiliaire  reliée  aux  angles  6,  o  des  for- 
mules (i)  (n"  221)  par  la  relation 

0 

(3)  A  =  te'?  tang  -• 

Lorsqu'on  aura  intégié  le  système  précédent,  les  trois  angles  0, 
cp,  '|/  seront  définis  par  les  formules 

(4)  tang-  =  t-^,  e"^r=^-^,  e'?  =  X^; 

de  sorte  que  l'orientation  du  trièdre  (T)  sera  pleinement  définie 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  p,  p,,  p^.  Les  neuf  cosinus  se 
calculent  d'ailleurs  sans  peine  et  ont  les  expressions  suivantes  : 

BX  =  — 1+     p2.+.    X2—     a2X2,         BXi=       f— t(32_4_jX2— ta2X2,         BX2=a    X(i  — aïj, 

(5)  ;  BY=  — t-ip2-HjX2+ja2X2^       BYj=— I—    [i2_  X2_  a2X2,       BY^^  •>,  A(i-ha3). 
j  BZ  =  ,,.(aX2_[3),  BZ,=  ^^{([i-t-aX^),  BZ^  =  ■>.   À(a  -^  3). 

le  dénominateur  B  ayant  la  valeur  suivante 

(6)  ,  B  =  '>À(a  — ,i). 

De  ces  diverses  formules  on  déduit  les  expressions  suivantes  : 

Xa+iYa  .  Xa-f-ZV,  1         Z -4- tZ, 


(7) 


z.   '         ^-        i-t-Z., 


de  a,  [i,  X  en  fonction  des  neuf  cosinus,  expressions  dont  nous 
aurons  à  faire  usage. 
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228.  Nous  avons  vu  que  si  l'on  pose 

u  -^  iv  „         a  —  iv 

(8)  a=  ,  B=  ,  A  =  e'tA, 

ce  qui  entraîne  d'ailleurs  la  formule 

(9)  d\l  +  d\\  +  clZl=''''  y   , 

le  système  (2)  prend  la  forme  plus  simple 

du  Oi>  Ou  âv  du  ô'tX 

(10)  -r-  = — cotu— ->  =  taniru-- — ,  —  =  (;_-!_. 

^      ^  dp  ^  dp  Opi  ^dpi  dpi  ()p2 

L'élimination  de  v  conduit  au  système  des  trois  équations  : 

d'^u  dp\dpi      du  d\i.    du 

dpidpz  Cfx  Op  dp2  dpi  ' 

Op-z 

diix 

^     ^  \     d-  [Jt  (^0  d?o       du  dix   du      « 

I —     — ^ h  tanËT  iJL— !-  ^    =  o, 

1  dp  dp2  (fiJL  dpo  ^  ^  Op2  dp 

à-  u  dix   du  du.    du 

\    - — ; —    -i- tanga— !-  —    —    cot  a -i-   - —  =  o, 

'   dp  dpi  dpi   dp  '    dp    dpi 

à  l'aide  desquelles  on  déterminera  u  et  ]j..  L'élimination  de  u  con- 
duit à  l'unique  équation 

d^  a  dix      d-  ij.  du      d-  u 

(12)  - — — -^— cota-! ■ i-tan£ra— ! ; — i-  =  o, 

Opdpidp-2  ^  Op   OpiOp2  dpi  dpdp.2  ' 

dont  l'intégration  surmonterait  la  principale  difficulté  du  problème 
pi'oposé. 

2^9.  Cette  équation  trinôme,  que  nous  avons  déjà  rencontrée 
dans  l'étude  des  systèmes  de  M.  Bianclii  (n"  172),  est  infiniment 
plus  simple  que  toutes  celles  auxquelles  on  a  réduit,  par  les 
méthodes  les  plus  diverses,  la  recherche  des  systèmes  triples  ortho- 
gonaux. Son  intérêt  s'accroîtra  encore  si  l'on  donne  l'interpréta- 
tion géométrique  de  la  variable  [Ji. 

Il  résulte  des  formules  (7)  et  (8)  que,  si  l'on  donne  les  cosinus- 
directeurs  Z,   Z,,  Za,  qui  définissent  l'axe  des  z  du  trièdre  fixe 

D.  nn 
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formé  par  les  axes  coordonnés  relativement  au  trièdre  mobile  (T), 
jx  leur  sera  relié  par  la  formule 

Or  le  premier  membre  de  cette  relation  est  l'affixe,  au  sens  de 
Riemann,  relativement  au  trièdre  mobile  (T),  du  point  où  la  paral- 
lèle à  l'axe  des  z  du  trièdre  fixe  formé  par  les  axes  coordonnés, 
menée  par  le  sommet  du  trièdre  (T),  perce  la  sphère  de  rajon  i 
décrite  de  ce  sommet  comme  centre.  Comme  cet  axe  des  z  a  une 
direction  invariable,  d'ailleurs  quelconque,  nous  pouvons  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Laffixe^  relative  au  trièdre  mobile  (T),  du  point  où  une 
droite  de  direction  invariable  menée  par  le  sommet  de  ce 
trièdre  perce  la  sphère  de  rayon  i  qui  est  décrite  de  ce  sommet 
comme  centre^  satisfait  à  V équation  (12),  où  ]x  désigne  le  loga- 
rithme de  cette  afjixe^  multiplié  par  i. 

On  peut  encore  remarquer  que  cette  aflixe  demeure  la  même  en 
tous  les  points  d'une  même  génératrice  rectiiigne  de  la  sphère; 
de  sorte  que,  si  l'on  prend  le  point  où  cette  génératrice  coupe 
par  exemple  le  plan  des  xy  du  trièdre  mobile,  on  aura,  pour  ce 

point,  6=  -;  et  cp  prendra  une  certaine  valeur  cp'  telle  qu'on  ait, 

d'après  la  formule  (3) 

On  déduit  de  là  » 

(M)  1-1  =  9'+^- 

Ainsi  pi '-  est   l'angle   que  fera   avec   l'axe  des  x  du   trièdre 

mobile  la  trace  sur  le  plan  des  ^j^ du  trièdre  (T)  d'un  plan  isotrope 
passant  par  une  droite  de  direction  invariable,  c'est-à-dire  un 
plan  isotrope  qui  sera  lui-même  de  direction  invariable.  Ainsi  si 
l'on  mène  par  le  sommet  du  trièdre  (T)  un  plan  isotrope  de  direc- 
tion invariable  dans  l'espace  et  si  l'on  désigne  par  [jl  —  -  l'angle 
de  sa  trace  su/-  le  plan  des  xy  avec  l'axe  desx  du  trièdre  mobile, 
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c'est-à-dire  avec  la  normale  à  la  surface  du  paramètre  p2,  [x 
devra  satisfaire  à  V équation  (12). 

Cette  proposition  générale  conduit  à  une  remarquable  propriété 
de  l'équation  (12). 

D'après  la  manière  dont  on  l'a  obtenue,  il  est  évident  qu'on 
peut  j  elTectuer  une  substitution  circulaire  sur  les  variables  p,  p,, 
po  à  la  condition  d'y  remplacer  |jl  par  la  valeur  qui  correspond, 
non  plus  au  plan  des  xj  ,  mais  au  plan  des  yz^  du  trièdre  mobile  (T), 
c'est-à-dire  de  prendre  au  lieu  de  ]x  la  variable  [i.'  définie  par 
l'équation 

,    .  .  ,      Z,-i-  iZ,  \x 

{1  j)  e-'V-  —     '  '  —       ""^  ' 

ce  qui  donne 


—  Z 


(16)  sin!JL= :,  cosu  =  —  ttansu',  tansfJi=-^ ;• 

^      '  '  cos[jL  '  ®'  °  sin[x 

Si  l'on  effectue  en  efi'et  cette  substitution,  l'équation  se  trans- 
forme en  une  autre  dans  laquelle  u.  est  remplacée  par  [jl',  une  permu- 
tation circulaire  ayant  été  faite  sur  p,  p,,  po. 

Si  l'on  effectue  encore  une  substitution  circulaire,  et  si  l'on  rem- 
place \K  par  la  variable  'j."  qui  est  définie  par  les  relations 

(17)  cosa  =  —  f  lanfî'jL,  siniJL  =  , 

^  '  '  '  °  '  •  '  cos  \x 

tj."  satisfera   à  l'équation  (12),  où  l'on  aurait  remplacé  p,   p,,  po 
respectivement  par  po,  p,  p,. 

230.  Les  remarques  que  nous  venons  de  faire  relativement  aux 
deux  substitutions  qui  conservent  à  l'équation  (12)  sa  forme  tri- 
nome  nous  amènent  à  signaler  une  propriété  singulière  de  cette 
équation. 

Envisageons  d'une  manière  générale  toutes  les  équations  aux 
dérivées  partielles  qui  rentrent  dans  le  type  suivant: 

<^'8)      3 — ; — :: "^"-rr-, — ^ nai  -—  .   ^  ■ 

£^p  doj  c>p2  dr^  dpi  ooï  o»pi  dp  dp2 

d^    d^e       ,  de  dO  de 

dp2  dp  dpi  dp  dpi  dp2 
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OÙ  a,  «4,  «j,  b^  désignent  des  fonctions  quelconques  de  G,  Toutes 
ces  équations  conservent  évidemment  leur  forme  générale  quand 
on  y  remplace  9  par  une  fonction  arbitraire /(a-)  d'une  nouvelle 
inconnue.  En  faisant  une  telle  substitution  on  peut  évidemment 
réduire  à  zéro  l'un  des  coefficients  «,  a,,  «o,  b.  Nous  allons  cher- 
cher, s'il  est  possible,  en  choisissant  convenablement  la  fonction 
/(a-),  de  se  débarrasser  à  la  fois  du  dernier  lerme  et  de  l'un  quel- 
conque des  termes  intermédiaires. 

S'il  en  est  ainsi  l'équation  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

(}3  0  ùii      (^2  0  ai)      d'-O     _ 

^  ^^  dp  dpi  àp2        ^^  dp  dp,  dp2~     ^dpi  dp  dp^  "~     ' 

que  nous  prendrons  comme  point  de  départ.  Remplaçons  y  8  par 
/(t);  elle  deviendra 

(J3<T  /"  fàc      d'-rs       ^     dn      ()=cr  dz      d^a 


dpdpidpi        f  \dp  dpi  dp2        dpi  dpop^        dp^  dpdpi 

•'    dp  dpidpi  -^    dpi  dpdpi       [y        ^  ^"^   j  dp  dpi  dp^ 

Pour  faire  disparaître,  par  exemple,  le  dernier  terme  et  celui 
il  faudra  poser  à  la  fois 


àpiàpi 

f"  -+-  «/'■''  =  o,         /'"  +  (  a  -^  ai  )/'/"  =  o. 

L'élimination    de  /'  entre  ces  deux  relations  conduit,   par   un 
calcul  facile,  à  la  relation 

a'  =  a(a  —  «i). 

En  exprimant  de  même  qu'on  peut  faire  disparaître  le  troisième 
el  le  dernier  terme,  on  aurait  évidemment 

a'j  =  «1  («1  —  a). 

Cette  relation,  jointe  à  la  précédente,  peut  être  aisément  inté- 
grée. 

On  a  d'abord 

««1  =  const  =  —  /i2, 

puis  on  trouve, 

a  =      /?lang(/i0  +  /O, 
en— —h    cot(/iO -1- /i). 
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Il  suffit  alors  de  remplacer  AO  -h  k  par  [jl  pour  retrouver  notre 
équation  (12).  La  proprié  lé  que  nous  venons  d'indiqué/-  est  donc 
caractéristique  de  cette  équation. 

231.  Cette  équation  prête  encore  à  une  autre  remarque.  Elle 
est  évidemment  comprise  comme  cas  très  particulier  dans  la  forme 
suivante 

^^0       _     /     d^     dO     dn       (j-^O         c)^Q        d^e  \ 

^^^^     (Jpâpiâp,^  ~  ^\  'âp'  ôpl'  ofi'  âpi  dpi'  dp  dp,'  dpdpl'  ^'  '^''  ''v' 

et  il  est  aisé,  en  imitant  le  raisonnement  donné  au  n"  183,  de 
démontrer  que  toute  équation  de  la  forme  (20)  admet  une  solu- 
tion, et  une  seule,  pour  laquelle  0  se  réduit  à  une  fonction  donnée 
fi{^k,  p/)  pour  pi=:Q°^.  En  appliquant  ce  théorème  à  l'équation 
particulière  (12)  des  systèmes  orthogonaux,  on  peut  déduire 
une  démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de  cette 
théorie. 

Si  nous  voulons  en  effet  déterminer  un  système  orthogonal  dont 
fassent  partie  trois  surfaces  se  coupant  mutuellement  à  angle  droit 
suivant  leurs  lignes  de  courhure,  il  est  clair  que  nous  connaîtrons 
l'orientation  du  trièdre  (T)  en  chaque  point  de  l'une  quelconque 
de  ces  trois  surfaces.  Nous  pourrons  donc  calculer  a,  p,  )^,  ou  u, 
v,  |JL,  en  chaque  point  de  l'une  quelconque  de  ces  trois  surfaces. 
Supposons  qu'on  les  fasse  correspondre  à  des  valeurs  nulles  de 
chacune  des  coordonnées.  Nous  voyons  que  nous  aurons  à  déter- 
miner une  solution  [j.  de  l'équation  (12)  sous  la  condition  que,  pour 
p/  =  o,  elle  se  réduise  à  une  fonction  connue/',  (p^,  p/)  des  deux 
autres  variables.  D'après  le  théorème  énoncé  olus  haut,  la  solution 
existera  et  sera  unique. 

Après  avoir  déterminé  [jl,  on  aura  à  déterminer  u  par  les  équa- 
tions (11);  mais  maintenant  la  difficulté  principale  est  levée,  et 
le  lecteur  pourra  poursuivre  jusqu'au  bout  le  raisonnement  que 
nous  avons  commencé. 

232.  Ceci  nous  amène  à  indiquer  comment  on  achèvera  la  déter- 
mination du  système  orthogonal,  quand  on  connaîtra  a,  j3  et  X. 
Pour  cela,  nous  remarquerons  qu'on  peut  écrire  l'équation  du 
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plan  tangent  à  la  surface  de  paramètre  p2  sous  la  forme  suivante  : 

(21)  (I  -  ap)^  +  i('  +  «?  )r  +  (2C  +  ?)^  -+-  ^  =  o, 

en  sorte  que  a,  [3,  ^  constituent,  pour  cette  surface  de  paramètre  pa, 
ce  système  spécial  de  coordonnées  tangentielles  que  nous  avons 
étudié  dans  nos  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces 
(n"*  164  à  166,  etc.).  Si  l'on  suppose  que  \  soit  exprimée  en  fonc- 
tion de  a,  p,  Oo,  on  pourra  écrire  sa  différentielle  sous  la  forme 

(•11)  d\  =  p  dt-\-  q  d'i  -+■  r  dp^. 

11  faudra  joindre  à  l'équation  (21)  ses  deux  dérivées  par  rapport  à 
a  et  à  |3. 

(  — 3(a?  —  i  y)  ~\- z -T- p  —  o, 

(23)  \        ï^y  JJ  7  ' 

(  —(x{x  —  iy)^z  +  g  =  0. 

Nous  savons  d'autre  part  que  l'équation  différentielle  des  lignes 

sera 

^  dp  do:  —  dq  d'^  =  o, 

de  sorte  qu'en  tenant  compte  des  équations  (2),  on  pourra  poser 

(24)  'l=X^%         ^=_X^^. 

(^?  àp  ôpi  dpi 

Différentions,  d'autre  part,  l'équation  (21)  par  rapport  à  po.  En 
tenant  compte  des  équations  (28),  il  viendra 

Si  nous  nous  rappelons  qu'on  a 

(25)  p-  =  ï{,\„         ^  =  H,Y„         i^  =  H2Z2, 

Op2  wp2  Op2 

il  viendra 

(26)  lU(x~^)-hr^o, 

de  sorte  que  la  différentielle  totale  de  E  aura  pour  expression 

(27)  dz  —  p  d%-h  q  d^-hUii'^  —  oc)  dpi. 
Différentions  de  même  les  équations  (aS)  par  rapport  à  po.  En 
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tenant  compte  des  équations  (20),  nous  aurons 

(5t8) 

Eliminons  Ha  par  addition  et  remplaçons  x  —  iy  par  sa  valeur 
déduite  des  équations  (28) 

(29)  a:-iy=  j~-^, 

il  viendra 

(io)  -i-  H '-=(p  —  n) '^—. 

Pour  avoir  la  différentielle  d^,  il  faudrait  ^connaître  Ho.  On  le 
déduira  des  équations  (28),  ce  qui  donnera 

(3.)  .AU  =  (o^-^)-^(^^), 

et  par  suite 

(3,.)  .ç=^.,_,.3^f^^^(^),,,. 


233.  En  résumé  on  aura  à  déterminer  a,  |3,  ).,  par  le  système 

d  lojïX 


(a)                    '' 

:          X4^ 

ép 

'^(a-4-3) 

dp, 

C^S2 

puis  p  ei  q  par  le 

système 

(  àp  _ 
]  ^?    ~ 

(«')        {  : 

x-4 

(>C/)  -i-  r/) 

dp, 

=  (?-a). 


o'pî 


dIofïX 


qui  est,  aux  notations  pj-ès^  identique  au  précédent. 
Et  enfin  \  sera  défini  par  la  quadrature 


{h) 


1         (>p2  \  a  —  li  /     ' 
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a?,  y,  z  seront  alors  données  par  les  équations 

I    (i  —  ap)ar-i-  i(i  +  ^f>)y  ■+-  (a  -+- 1^)^  -(-  $  =  o, 
(c)  '  —<^{x  —  iy)^z  +  p  =  o, 

\  — CL^x  ~  iy) -k- z -\- q  —  o, 

qui  les  feront  connaître  en  fonction  de  p,  p,,  po. 

Pour  être  complet,  on  peut  joindre  à  ces  systèmes  les  expres- 
sions suivantes  de  H,  H,,  Ha,  qui  se  déduisent  de  la  difierenliation 
de  la  formule  (  29)  et  des  expressions  des  neuf  cosinus 


H  = 


i(!3-a)     ô 


■i  sin  [x      âp   \a  —  jii  / 
1  1  cos|ji     âpi  \  a  —  p  / 

2  âpi  \  a  —  [i  / 

Le  fait  essentiel  dans  celte  méthode,  c'est  que  toute  la  recherche 
se  ramène  à  l'intégration  d^in  seul  système,  présenté  sous  les 
formes  (a)  et  («'),  équivalentes  aux  notations  près. 

Nous  avons  vu  (n"  224)  qu'à  toute  valeur  de  ij.  qui  vérifie 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  correspondent 
pour  u  et  ('  des  solutions  qu'on  obtient  par  l'intégration  des  trois 
équations  (11)  et  par  l'emploi  de  la  troisième  équation  (10),  solu- 
tions qui  dépendent  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 
En  prenant  deux  de  ces  solutions 

du' 

dp2 


(33) 


=  11,  V  =  V    =      , 

=  u"  V  =  l'    =  — f— 

djx 
àpi 

on  aura  pour  a,  [3,  /?,  q  les  valeurs  suivantes 
(34) 


u 

-+-  iv 

u    -+-  IV 

u' 

2 

u" —  y 

' 

P  ~ 
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et  ;  s'obtiendra  par  la  quadrature 

(35)  "id'  =  u"  du'-\-  v"  dv' -\-  (  v' v"  - —  )  do^. 

\     dp2  âpi/     ' 

!234.  La  méthode  précédente  est  certainement  la  plus  simple  de 
toutes  celles  que  nous  avons  appliquées  à  la  recherche  des  systèmes 
orthogonaux.  Elle  a  toutefois  le  défaut  d'êtie  compliquée  d'imagi- 
naires, et  il  ne  paraît  pas  facile  d'en  diriger  l'application  de 
manière  à  passer  à  des  systèmes  réels.  Nous  reviendrons  plus  loin 
sur  ce  point;  mais  nous  allons,  dès  à  présent,  nous  en  servir  pour 
traiter  deux  questions  de  pure  théorie. 

Proposons-nous  d'abord  de  former  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre  à  laquelle  satisfait  la  variable  ^  consi- 
dérée comme  fonction  de  a,  ^3,  pa  (O- 

(3n  a,  d'après  la  formule  (82)  et  les  équations  fondamentales, 

(3«)       1=/..         1=..         |=(.-.)^-(?-')|- 


(')  Les  variables  a,  |î,  c,  constiUient  un  système  particulier  de  coordonnées 
tangentielies.  Or  lorsqu'une  famille  de  surfaces  est  définie  par  une  équation  aux 
dérivées  partielles  d'un  certain  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  le  paramètre  p,, 
considéré  comme  fonction  des  coordonnées  ponctuelles  x,  y,  z,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  -  considérée  comme  fonction  de  œ,  y,  p^.  ''  est  facile  de  voir  qu'elle 
sera  définie  par  une  équation  du  même  ordre,  quand  on  passera  des  coordonnées 
ponctuelles  aux  coordonnées  tangenlielles. 

Kcrivons  en  elTet 

dz  =  p  dx  +  q  dy  -f-  -r-  do^ 

qui  donne  la  différentielle  totale  <le  z.  Si  l'on  pose 

u  ~  px  -^  qy  ~  z 
on  aura 

du  =  X  dp  ->r  y  dq  —  -^  rfp. 
Donc,  M,  considérée  comme  une  fonction  de  p,  q,  p,,  satisfera  aux  équations 


(kl 

au 

au 

àz 

-p'"''- 

0-,='- 

()?,  ~ 

0?^ 

Ces  formules  définissent  une  transformation  de  contact  par  laquelle  on  passera 
de  l'équation  en  coordonnées  ponctuelles  à  l'équation  en  coordonnées  tangen- 
tielies. Ces  deux  équations  seront  donc  du  même  ordre. 

Si  l'on  remarque  que,  pour  une  famille  de  Lamé,  l'équation  ponctuelle  est  du 
3'  ordre,  on  voit  qu'il  en  sera  de  même  en  ce  qui  concerne  l'équation  tangentielle. 


(37) 
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D'autre  pari,  si  l'on  suppose  )v,/),  ^,  exprimés  en  fonction  de 
a,  fi,  p2  dans  les  équations  (a),  («'),  elles  prendront  les  formes 
suivantes  : 


/ 

Op.        dp2  ~ 

=  (? 

—  a) 

^  \     dx 

\    dx 

d 

os 

X    ()3          à 

losX\ 
ap,    ) 

d'i 

dp-^  "^ 

dp  dx 
d%  dp 

+ 

dp  d^p    _ 

d^  dp 

H^ 

dx 

~dp 

-+- 

dq  d'^  \ 
d^   dp    )' 

dp    dot. 

-  -+- 

d_p    d^^  _ 
d'6  dpi 

Kl 

dx 

-t- 

d_q_dy. 

d'p  dpj 

ôp 

dot, 

+  d^  dp,  + 

dp 
dp. 

dq    dx 
dx    dp. 

dgdl 
d'p  dp. 

-+- 

dq 
dp. 

(dx 

d} 
dp. 

On  peut  remplacer  -pj  -—-  par  leurs  valeurs  déduites  des  équa- 
tions (a),  puis  adopter  les  notations  d'Euler  et  de  Monge  en 
posant 


(M)     r=f^% 
dx         do?- 


dxd^y 


Alors  on  aura  simplement 

(39) 


ri  I  •>     M-       ■  dx        d^  ,  •<  I        1 

11  ne  reste  plus  qu'a  éliminer  —  5  -^  entre  la  première,  la  der- 
nière des  équations  (3^)  et  la  dernière  des  équations  (3G),  où  l'on 

r-"-     .      ,       .    i^  -r-  +  T^*    On    obtient    ainsi 

dp,    ^  dx  dp,         op  dp,         dp, 

l'équation  en  \  sous  la  forme  élégante 


X      ,    dp  dp   dx 

aura  remplace  ~  par 


(40) 


^X(a 
dx 


''  M  ^ 

dx  dp,\x  —  ^J 

p-q 

t 

û'pop,  \a  — py 

^,a-P) 

^^Ma-p, 

dX 

dp, 

où  il  faudra  remplacer  À  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (39). 

L'équation  aux  dérivées  partielles  précédente  est  due  à  M.  Adam, 
qui  l'a  publiée  dans  un  travail  présenté  comme  Thèse  en  1887  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
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23o.  Voici  maintenant  la  seconde  application.  Nous  allons  mon- 
trer que,  lorsqu'on  saura  intégrer  d'une  manière  générale  les  équa- 
tions (a)  {a')  (6),  on  pourra  en  déduire,  par  voie  de  récurrence,  et 
à  l'aide  de  simples  quadratures,  une  suite  illimitée  de  systèmes 
analogues  dont  on  pourra  obtenir  l'intégrale  générale.  C'est  la 
généralisation  de  la  propriété  des  équations  à  invariants  égaux  que 
nous  avons  étudiée  avec  tous  les  détails  nécessaires  dans  la 
IP  Partie  de  nos  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces. 

Soient  en  effet  a,  ^,  /?,  ^,  ^  un  système  de  solutions  des  équa- 
tions (a)  {a')  et  [b).  Effectuons  la  substitution  définie  par  les  for- 
mules 

\  pq  p  9 

on  verra  facilement  que  les  nouvelles  quantités  i',  /?',  q' ^  V,  a',  ^' 
ne  cessent  pas  de  vérifier  les  équations  {a)  {a')  et  (6).  Dès  lors, 
on  voit  que  le  système  des  trois  équations  («'),  où  X  sera  remplacé 

par-^,  aura  sa  solution  la  plus  générale  définie  par  les  formules 

(4i)  où  a,  [3  formeront  la  solution  générale  du  système  (a).  Une 
seule  quadrature  sera  nécessaire  pour  avoir  la  valeur  de  \  et,  par 
conséquent,  celle  de  ^'. 

Ainsi,  par  une  suite  de  quadratures,  on  pourra  déduire  de  tout 
système  tel  que  («)  ou  («'),  dont  on  connaîtra  l'intégrale  géné- 
rale, une  suite  illimitée  de  systèmes  intégrables  dans  les  mêmes 
conditions. 

Au  reste,  l'interprétation  géométrique  de  ce  résultat  analytique 
est  aisée  à  donner.  Les  formules  (4i)  ne  sont  autres  que  celles  qui 
définissent,  en  coordonnées  tangentielles,  une  inversion  dont  le 
pôle  serait  l'origine  et  dont  le  module  serait  —  k"^.  {Leçons  sur  la 
théorie  des  sur/aces,  n"  174).  Ainsi  nous  pouvons  énoncer  le 
théorème  de  géométrie  suivant  : 

Si  l'on  sait  trouver  tous  les  systèmes  orthogonaux  ayant 
même  représentation  sphérique  qu'un  système  donnée  on  pourra 
toujours,  par  une  simple  quadrature,  résoudre  le  même  pro- 
blème pour  tous  les  systèmes  triples  qui  dérivent  par  une 
inversion  de  tous  les  systèmes  ainsi  obtenus. 
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Nous  avons  obtenu  plus  haut  cette  proposition  par  des  voies 
plus  simples.  Mais  la  méthode  actuelle  semble  pénétrer  plus  pro- 
fondément, bien  qu'elle  soit  embari'assée  d'imaginaires. 

236.  11  peut  paraître  au  premier  abord,  que  l'on  pourrait  éviter 
les  imaginaires,  ou  du  moins  les  introduire  sous  une  forme  plus 
maniable^,  en  substituant  au  système  (a,  [i,  ^),  le  système  voiain 
que  nous  avons  aussi  étudié  (Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces, 
n"  16o)  et  où  le  plan  tangent  à  la  surface  de  paramètre  p2  est 
défini  par  l'équation 

(42)  (a  +  P)a7  H- i(  ^  —  a)jK -+-(«?  —  () 3-4-^  =  o. 

Dans  ce  cas  en  effet,  toutes  les  fois  que  la  surface  sera  réelle  et 
qu'il  s'agira  de  points  réels,  a  et  [3  seront  imaginaires  conjugués. 
Le  lecteur  verra  facilement  qu'alors  le  système  (a)  est  remplacé 
par  le  suivant  : 


(«.)     {;;.        :       «s-?:E=c+«p)'^' 


Mais  ce  système  (<7,  )  a  perdu  les  propriétés  les  plus  intéressantes 
du  système  («),  et  nous  nous  bornerons  à  le  signaler. 


'1  =    x^^, 

dp           dp 

a^ 

dp2 

±^-l^'-^, 

'^?. 

CHAPITRE  VIII. 


LES    SYSTEAIES    TRIPLES  ORTHOGONAUX  ADMETTANT  UN  GROUPE    CONTINU 
DE    TRANSFORMATIONS    DE    CoMBESCURE. 


Recherche  des  systèmes  triples  dans  lesquels  le  trièdre  (T)  formé  parles 
normales  aux  surfaces  coordonnées  conserve  la  même  orientation  pour  une 
infinité  continue  de  points  de  l'espace.  On  se  borne  à  dire  quelques  mots 
des  cas  dans  lesquels  ces  points  rempliraient  l'espace,  ou  décriraient  une 
surface,  pour  se  borner  au  cas,  vraiment  intéressant,  où  ils  sont  distri- 
bués sur  une  courbe  et  où,  par  un  choix  convenable  des  notations,  on 
peut  rendre  égales  les  rotations  P//..  et  p/;,.  Ces  rotations  ne  dépendent  que 
des  différences  des  coordonnées  curvilignes  et  la  solution  du  problème  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  3*  ordre  à 
deux  variables  indépendantes.  Propriétés  relatives  aux  rayons  de  courbure 
qui  caractérisent  les  systèmes  triples  précédents.  Ces  systèmes,  que  nous 
appellerons  systèmes  (E),  donnent  naissance  à  une  forme  remarquable, 
pour  l'élément  linéaire  de  l'espace. 

Parmi  les  systèmes  (E),  il  faut  distinguer  particulièrement  ceux  qui  sont 
formés  de  trois  familles  engendrées  par  la  translation  rectiligne  d'une  sur- 
face invariable.  Méthode  de  récurrence  imaginée  par  M.  Egorov  et  qui 
permet  de  déduire  d'un  système  (E),  supposé  connu,  une  suite  illimitée  de 
nouveaux  systèmes  (E).  Application  au  cas  où  l'on  prend  comme  système 
initial  le  système  dont  les  trois  familles  sont  engendrées  par  la  translation 
d'une  surface  invariable. 

Détermination  faite  par  INI.  Egorov  des  systèmes  (E)pour  lesquels  chaque 
famille  est  formée  de  surfaces  homothéliques  par  rapport  à  un  point  fixe. 

Les  systèmes  (E)  ont  été  envisagés  pour  la  première  fois  en  1866  par 
l'auteui-.  Depuis  ils  ont  fait  le  sujet  de  nombreuses  études  dues  à  A,  Ribau- 
cour,  à  M.  Pelot,  à  M.  Fouché,  et  surtout  à  M.  D,-Th.  Egorov. 


237.  L'étude  que  nous  avons  faite  dans  les  Chapitres  précédents 
du  mouvement  du  Irièdre  (ï)  lié  à  un  système  triple  nous  conduit 
naturellement  à  nous  proposer  la  question  suivante  qui,  depuis 
1866,  a  été  l'objet  des  études  d'un  grand  nombre  de  géomètres. 

L'orientation  du  Irièdre  (T)  dépendant  de  trois  arbitraires,  il  y 
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aura,  en  général,  un  nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  de  ces 
arbitraires  pour  lesquels  les  axes  de  ce  trièdre  auront  des  direc- 
tions données.  En  d'autres  termes,  il  y  aura  un  nom])re  limité  de 
points  de  l'espace  pour  lesquels  les  normales  aux  trois  surfaces 
coordonnées  auront  des  directions  assignées  à  l'avance.  Il  en  sera 
tout  autrement,  si  les  trois  arbitraires  dont  dépend  la  position  du 
trièdre  ne  sont  pas  des  fonctions  indépendantes  de  p,  pi,  po  et  sont 
liées  par  une  ou  plusieurs  relations.  Dans  ce  cas,  il  y  aura  une 
infinité  de  points  de  l'espace  pour  lesquels  le  trièdre  conservera  la 
même  orientation.  Ces  points  formeront  une  courbe,  engendreront 
une  surface,  ou  décriront  tout  l'espace.  En  toutes  ces  hypothèses, 
il  y  aura  des  déplacements  du  trièdre  (T)  qui  se  réduiront  à  de 
simples  translations.  Nous  allons  chercher  tous  les  systèmes  triples 
qui  possèdent  cette  intéressante  propriété. 

Les  rotations  infiniment  petites  du  trièdre  (T)  ayant  pour  expres- 
sions dans  un  déplacement  quelconque 

Pl2f/p2—  P2I  <^pl,  P20  flfp  —   1^02  ^p2,  ?Oldpi—'^iodp, 

il  faudra,  pour  que  ce  déplacement  se  réduise  à  une  translation,  que 
l'on  ait  à  la  fois 

(1)  13l2^p2=   P21<0l,  P^O^P  =    |2o2<02,  [^oi  C?p,  =  ^10  <0, 

pour  des  valeurs  convenables  données  à  dp,  dpi,  dp2- 

Les  cas  où  quelques-unes  des  quantités  [3,/^  seraient  nulles 
sont  faciles  à  traiter.  On  remarquera  d'abord  que,  si  [3/a,  par 
exemple,  est  nulle,  la  dérivée  par  rapport  à  p/  qui  est  '^n  [3/^  doit 
l'être  aussi.  Il  faut  donc  qu'on  ait  à  la  fois,  soit 

(2)  P/>t=o,         p//  =  o, 


(3)  P/A=o,  ^,k=0. 

Dans  la  première  hypothèse,  les  rayons  de  courbure  de  la  surface 
de  paramètre  p/  sont  infinis.  Cette  surface  est  donc  un  plan.  Le 
système  triple  s'engendre  alors  de  la  manière  suivante  :  on  trace 
dans  un  plan  (P)  deux  familles  quelconques  de  courbes  rectangu- 
laires (G)  et  (D),  puis  on  fait  rouler  le  plan  (P)  sur  une  dévelop- 
pable  (A),  Les  différentes  positions  de  (P)  constituent  la  première 
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famille  du  système,  les  deux  autres  familles  sont  formées  de  sur- 
faces-moulures engendrées  par  les  courbes  (C)  et  (D).  De  tels 
systèmes  donnent  évidemment  une  solution  du  problème,  car  si  l'on 
construit,  dans  chaque  position  du  plan  (P),  les  courbes  lieux  des 
points  pour  lesquels  les  tangentes  aux  courbes  (G)  sont  parallèles, 
il  est  clair  que  le  trièdre  attaché  au  système  triple  conservera  une 
orientation  fixe  quand  son  sommet  décrira  une  de  ces  courbes. 

Dans  la  seconde  hypothèse  correspondante  aux  formules  (3),  les 
rayons  de  courbure  R/a,  Rm  sont  infinis  (  n"  107).  Les  surfaces  de 
paramètres  p,-  et  o/se  coupent  suivant  des  droites;  et  les  surfaces  de 
paramètre  p^,  étant  normales  à  ces  droites,  sont  parallèles.  Dans  ce 
cas  encore,  l'orientation  du  trièdre  demeure  fixe  quand  son  sommet 
décrit  une  des  normales  aux  surfaces  parallèles. 

En  combinant  ces  deux  hypothèses,  on  peut  en  avoir  d'autres 
dans  lesquelles  le  mouvement  du  trièdre  assujetti  à  conserver  son 
orientation  comporte  une  indétermination  plus  grande.  Parexemple, 
ce  mouvement  est  quelconque  lorsque  le  système  triple  est  formé 
par  trois  familles  de  plans  rectangulaires.  Le  système  triple  peut 
comprendre  deux  familles  de  plans  ou  deux  familles  de  dévelop- 
pables.  Le  lecteur  étudiera  sans  peine  tous  ces  cas  particuliers. 

238.  Revenons  au  cas  général  dans  lequel  aucune  des  rotations 
P,A,  et  par  conséquent  aucune  des  dilTérentielles  dpi,  n'est  nulle.  On 
peut  dire  alors  que,  dans  le  mouvement  où  il  conserve  la  même  orien- 
tation, le  trièdre  (T)  a  son  sommet  qui  décrit  une  courbe,  et  que 
cette  courbe  rencontre  toutes  les  surfaces  d'une  même  famille.  De 
sorte  que  toutes  ces  surfaces  ont  la  même  représentation  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure,  leurs  points  correspondants  étant  ceux 
où  elles  sont  rencontrées  par  la  trajectoire  du  sommet  du  trièdre 
(T).  Inversement,  si  pour  l'une  des  trois  familles,  les  surfaces  ont 
même  représentation  sphérique,  il  en  sera  de  même  pour  les  deux 
autres  familles.  Car  il  y  aura  une  infinité  de  points  de  l'espace  for- 
mant une  courbe  pour  laquelle  les  axes  du  trièdre  (T)  auront  la 
même  direction. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  peut  éliminer  les  différentielles 
dpi  entre  les  équations  (i),  et  l'on  est  conduit  à  la  relation 

(4)  P«l3i2^20=!3,oP2lPo2, 
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qui  est  nécessaii^e  et  suffisante  et  devra  avoir  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de  p,  p,,  pa- 

Conservons  les  notations  du  n"  192.  Nous  avons  ici 

b 
1 

Les  formules  (lo)  et  (i  i)  de  ce  même  numéro  nous  donnent 

^i2=Av/a,  !B2o=  Aiv/rti",  Poi=A2v/rt^, 

Ki  étant  une  fonction  qui  ne  contient  pas  la  variable   p/  et  ne 
dépend  que  de  p^  et  de  p/.  Comme  on  doit  avoir 


les  fonctions  A^  devront  vérifier  la  condition 

AAiA2=  I, 

ce  qui  entraîne,  on  le  reconnaîtra  aisément,  les  valeurs  suivantes 

des  A{ 

W2  .  M  W, 

A=  — ,  Ai= — ,  Ao= — : 

COi  W2  W 

(jO/  ne  dépendant  que  de  p/.  Ainsi  l'on  pourra  poser 

et,  en  général, 

Comme  on  a 

I    ^X,- 

on  voit  qu'en  substituant  à  p^  la  nouvelle  coordonnée  curviligne  pj^ 
définie  par  la  quadrature 

on  aura,  pour  la  nouvelle  valeur  de  ^^y^  de  ,3/;^,  la  valeur  suivante 


Donc  les  3jVf  seront  devenues  égales  aux  ^3^/. 


^'''  MiCO/, 
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Ainsi  l'équation  (4),  si  l'on  choisit  convenablement  les  coor- 
données curvilignes,  conduit  aux  trois  relations 

Si  l'on  conserve  encore  toutes  les  notations  du  n"  192,  on  aura 


(6)  ^,,,=  ^,,,^^/_Z|.^/^, 

la  fonction  V^  étant  assujettie  à  satisfaire  à  l'équation 

6' —  \aaxai  =  o 
ou 

d^\       _         /  ô-'\       1F\       <P  V 
dpiâpkûp/  ~     y    àp/,ôp/  àpiâpt  dpidp// 

déjà  donnée  à  ce  numéro. 

Les  équations  du  groupe  (A)  (n"  192)  sont  ainsi  vérifiées.  Quant 
à  celles  du  second  groupe  (A'),  elles  prennent  la  forme 


(8) 


\àpi        àpic        OpiJ' 


Par  conséquent,  toutes  les  rotations  ^//f  seront  des  fonctions  des 
différences  p  —  p) ,  p  —  po.  On  peut  évidemment  supposer  qu'il  en 
sera  de  même  de  la  fonction  V. 

On  voit,  dès  maintenant,  quelles  sont  les  courbes  pour  lesquelles 
l'orientation  du  trièdre  demeurera  invariable.  Ce  seront  celles  pour 
lesquelles  les  différences  des  coordonnées  curvilignes  demeureront 
constantes. 

Quant  à  la  détermination  des  systèmes  cherchés,  elle  se  ré- 
duira en  dernière  analyse  à  l'intégration  de  l'équation  (7),  où  l'on 
supposera  V  fonction  des  seules  différences  p  —  po,  pi  —  p2.  Cette 
équation  se  ramènera  donc,  en  éliminant  les  dérivées  par  rapport 
à  pa,  à  la  forme  suivante 

^^'      \OpOp\'^  ûpiOpy   -  ^  dp  dpi  V  dp=!  '^  dpdpj  \âp\   '^  âpdpj' 

qu'il  faudra  traiter  comme  une  équation  à  deux  variables  indépen- 
dantes, sauf  à  remplacer,  après  l'intégration,  p,  pi  par  p  —  p2,  p»  —  pa 
respectivement. 

D.  28 
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Supposons  qu'on  ait  obtenu  une  solution  V  et,  par  suite,  que 
l'on  connaisse  les  rotations  ^,a-  Les  neuf  cosinus  seront  déterminés  ; 
et  comme  le  système  (D)  se  ramène  à  la  forme 

(lo)  §(Xi)  =  o, 

ils  seront  eux  aussi,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  des  fonctions  des 
seules  différences  p  —  p^,  pi  —  po. 

239.  Les  systèmes  que  nous  venons  de  déterminer,  et  que  nous 
appellerons  dans  la  suite  les  systèmes  (E),  ont  été  caractérisés  par 
une  définition  cinématique.  On  peut  en  faire  connaître  différentes 
propriétés  géométriques. 

Si  l'on  introduit  les  rayons  de  courbure  principaux,  l'équa- 
tion (4),  caractéristique  des  systèmes  (E),  prend  la  forme 

(il)  Roi  Ri2  R20  =    R10R2I  l'^OÎi 

et  cette  équation  peut  recevoir  diverses  interprétations. 

Par  exemple,  les  plans  osculateurs  des  lignes  coordonnées  qui  se 
croisent  en  un  point  ont,  relativement  au  trièdre  (T),  les  équations 
suivantes  : 

Rioj  =  R-ioZ,  R'iiz  =  Hoix,  Ro2a7  =  RiajK- 

La  relation  (11)  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
ces  trois  plans  osculateurs  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Re\enons  à  ce  qui  concerne  la  détermination  des  systèmes  (E). 
Quand  nous  aurons  les  pik  et  les  cosinus-directeurs  U;  il  faudra 
déterminer  les  H/  par  les  équations 


ri) 

- —  =  3/,/ H/,. 

Blés  donnent  lieu  à  plusieurs  remarques. 

D'abord,  de  l'égalité 

'^ik=hh 

on  déduit  qu'on  aura 

I    àU,,         1 
iii    Opi    ~   11/, 

ou - 

^ar  conséquent,  rex[)ression 

U^dp^Uldpi-^Uldpi 
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sera  une  différentielle  exacte.  On  pourra  poser 

-=f'   "'=::^'   H-^- 

Celte  propriété  est  évidemment  caractéristique  des  systèmes  (E), 
car  elle  entraîne  les  relations  (5).  Remarquons  même  à  ce  sujet 
qu'une  seule  des  relations  (5)  est  caractéristique  de  ces  systèmes; 
car,  si  elle  a  lieu,  les  formules  (A)  du  n"  192  permettent  d'en 
déduire  la  relation 

m  =  n 

qui  caractérise  les  systèmes  (E). 

240.  Puisqu'on  peut  exprimer  les  H/  à  l'aide  des  dérivées  d'une 
seule  fonction  W,  il  semblerait  qu'on  va  simplifier  la  recherche 
en  s'attachant  à  déterminer  cette  fonction.  En  opérant  de  cette 
manière,  on  obtient  des  équations 


,     .  0^2  \V  ,,        MV  o\N 


/o\\  o\V 


qui  ont  perdu  la  précieuse  propriété  d'être  linéaires  et,  par  suite,  ne 
paraissent  pas  pouvoir  être  préférées;  au  contraire,  les  équations 
du  type  précédent  peuvent  être  ramenées  à  la  forme  linéaire.  C'est 
sous  ce  point  de  vue  qu'elles  ont  été  considérées  par  M,  Goursat  (  '  ). 
Il  résulte  précisément  de  la  forme  linéaire  des  équations  (12) 
que,  si  l'on  en  connaît  deux  systèmes  diff"érents  de  solutions  H/,  H'^, 
on  en  aura  un  nouveau,  aH/H-[ïJH'^,  en  combinant  linéairement 
les  deux  premiers.  Comme  l'expression 

doit  être,  quelles  que  soient  les  constantes  a  et  [3,  une  diff'érentielle 
exacte,  on  voit  qu'il  en  sera  de  même  de 

HH'rfp  +  H,H;  f/piH-HaH;  dp^. 
Ces  remarques  trouvent  immédiitement  leur  application.  Comme, 


(')  E.  Goursat,  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  {Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  t.  XXV,  1897,  p.  36  à  48);  Sur  une  transformation  de 
l'équation  s-=  '|X  {x,  y)  pq  {même,  Bulletin,  t.  XXXVIII,  lyoo,  p.  i). 


436  LIVRE    m.     —    CHAPITRE    VIII. 

en  vertu  des  égalités  (5),  le  système  qui  détermine  les  U/est  iden- 
tique à  celui  qui  détermine  les  H/,  on  voit  que  l'on  connaîtra 
toujours  trois  systèmes  de  solutions  des  équations  (ia):X,X,,  Xo; 
Y,  Y, 


(i5) 


Y„Z,Z, 

,  Zo.  On  pourra  donc  poser 

x^dp  +  x\  dpi -h  XI  dp.^  =  de,o, 

Y2  dp  +  Y?  dpi  +  Yi  dpi  =  dSu, 

(  Z^  dp  +  Z\  dpi  +  Z|  dp2  =  dQ,_2, 

l  YZ  rfp  +  Y,  Zi  dpi  +  Y2  Z2  dp2  =  den., 

)zxdp-h  Zi  X,  dpi  -H  Z2  X2  dpi  r=  de,_o, 

(  XY^p  +  X,Y,  ^p,-t-X2Y,^p2=rfeoi. 

(.6) 


En  prenant  comme  variables  p^  par  exemple  et  p  —  pa?  ?i  —  ?a> 
on  reconnaît  immédiatement  que  0//,  0/^  présenteront  les  formes 
suivantes 

©/7  =  p2-1-'-'^/(?  —  p2,   ?t—  P2), 


'    Q(A=  ^/(p  —  p2,   ?1—  ?2) 

On  peut  se  demander  quelles  sont  les  surfaces  qui  correspon- 
dent à  ces  valeurs  particulières  de  H,  H, ,  Ho  ou,  plus  exactement, 


à  la 

solution 

générale 

H 

=  aX 

-hbY 

+  cZ, 

(18) 

'h. 

=  aX, 

-4-6Y, 

+  cZ„ 

'h, 

=  aX, 

+  6Y5 

!-cZ„ 

où  a,  b,  c  désignent  trois  constantes. 

Les  valeurs  de  .r,  y,  :■  relatives  à  ce  système,  valeurs  détermi- 
nées par  les  quadratures  (C  )  [n°  202],  se  présentent  ici  sous  la 
forme 

(19)  )   r  =  «©01+ 6©ii-Hc0i2, 

(    s    =   «602-+-  6012-+-  C022- 

On  voit  immédiatement,  en  introduisant  les  variables  pa,  p  —  pa? 
p,  —  pa,  qu'on  aura 

/  a7  =  ap2-H  /(p  — p2,  pi—  P2), 
j  JK  =  6p2  +  /i(p  — P2,  pi— P2), 

'    s    =  c  p2-\-fz{p  —  P2,   pl  —  ?2)- 

D'après  cela,  considérons  toules  les  surfaces  de  paramètre  pa,  par 
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exemple.  Elles  se  déduisent  de  la  surface  définie  par  les  équations 

^  =  /(p  —  P2,  Pl—  P2), 
r  =/l(p—  p-2.  pl—  P2)> 
^    =/2(P  —    P2.    pl—  P2) 

par  une  translation  dont  les  composantes  sont  apa,  èpa,  co^. 

Ainsi  chacune  des  familles  qui  composent  le  système  triple  est 
engendrée  par  la  translation  rectiligne  et  continue  d'une  surface 
invariable  de  forme,  translation  dont  les  paramètres  directeurs  sont 
a,  6,  c.  Nous  avons  déjà  étudié  au  n°  50  les  familles  de  Lamé  qui 
sont  engendrées  par  la  translation  d'une  surface.  Nous  devions 
évidemment  les  retrouver  ici;  car,  dans  toutes  les  positions  que  lui 
fait  acquérir  une  translation,  une  surface  invariable  conserve  une 
représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure,  qui  est  tou- 
jours la  même  en  grandeur  et  en  position.  Ajoutons  que  nous 
retrouvons  ces  familles  de  Lamé  sous  leur  forme  la  plus  générale. 
Car,  pour  les  systèmes  orthogonaux  qu'elles  engendrent,  les  H,  H,, 
Ha  doivent  rester  les  mêmes  quand  l'orientation  du  trièdre  ne 
change  pas  et,  par  conséquent,  ne  doivent  dépendre  que  des  diffé- 
rences p  —  P25  Pl  —  p-2-  Or,  si  l'on  introduit  cette  hypothèse  dans  les 
équations  (12),  elles  constituent  précisément  le  système  complet 
auquel  doivent  satisfaire  les  cosinus-directeurs  et  leur  intégrale 
générale  est  donnée  par  les  formules  (i8). 

124L  Revenons  à  la  théorie  générale,  et  rappelons  la  méthode 
que  nous  avons  donnée  au  n"  203  pour  achever  la  détermination 
d'un  système  dont  on  connaît  la  représentation  sphérique.  Nous 
avons  vu  que,  si  l'on  introduit  les  distances  de  l'origine  au%  plans 
tangents  des  surfaces  coordonnées 

(20)  Pi^XiX-hYijr^Z/z, 

les  Pi  doivent  satisfaire  aux  mêmes  équations  que  les  X, 

(-)  ^  =  ?■"-- 

et  que  l'on  a,  pour  le  système  correspondant, 

(22)  H,=  ^-f-PA,PA-f-P/,P/. 
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Or  ici,  le  système  (20)  auquel  satisfont  les  P/  est  identique  à 
celui  (12)  auquel  satisfont  les  H/.  Donc  : 

Quand  on  aura  obtenu  par  une  voie  quelconque  un  système 
{E)  particulier,  on  pourra  en  déduire  deux  autres  de  même 
représentation  sphérique,  en  prenant  pour  les  P,-  du  nouveau 
système  les  Hide  l'ancien,  ou  inversement,  en  prenant  pour  les 
H/  du  nouveau  système  les  P,  de  l'ancien. 

Telle  est  la  remarque  fondamentale  faite  par  M.  Egorov,  d'où 
cet  habile  géomètre  a  déduit  une  méthode  de  récurrence,  qui  mérite 
d'être  développée. 

242.  Remarquons  d'abord  que,  en  vertu  des  relations  entre  les 
^ifi,  les  formules  (22)  peuvent  s'écrire 

"pi  "p/t-  "p/ 

Si  donc  on  dérive  d'un  système  (E)  un  système  (E|),  en  prenant 
pour  les  P/  du  nouveau  système  les  H/  de  l'ancien,  on  aura,  pour 
les  H/  du  nouveau  système,  les  valeurs  suivantes 

(M)  h;  =  S(H,). 

Par  suite,  si  l'on  fait  subir  l'opération  S  à  une  des  coordonnées 
rectilignes,  u  par  exemple,  qui  satisfait  à  l'équation 


(.5)  ^^=U,S(H,)  =  U,Hh 

ce  qui  permet  de  conclure  qu'on  peut  prendre  pour  les  coordon- 
nées rectilignes  du  système    E,)  les  expressions  suivantes 

(26)  Xi  =  S{x),         y^  =  è{y),         z,  =  §{z). 

Ainsi  le  système  (E,)  se  déduit  du  système  (E)  par  de  simples  dif- 
férentiations. 


243.  Si,  au  contraire,  on  remonte  du  système  (E)  à  un  système 


dx^ 

,  =  X  r/Hoo-HjK  dSo\  -+-  -s  «^Qo2i 

dy 

,  =  xd^Qi-^y  d%ix^  z  ddi-i, 

dz   , 

1  =  xde.2^,-^jde.n-^zde.n, 
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(E_,  )  en  prenant  pour  les  H/  du  nouveau  sysU'nie  les  P,  de  l'ancien, 
on  aura  cette  fois 

(•27)  H7»  =  X,-.-r-4- Y/j'-f-Z/:;; 

et,  par  suite,  on  trouvera  les  coordonnées  x_,,y_f,  ^_,  relatives  au 
nouveau  système  par  les  quadratures 


(28) 


où  les  fonctions  S/k  ont  les  valeurs  définies  plus  haut. 

Si  nous  désignons  par  la  notation  (2,  )  la  première  opération,  et 
par  (S_,)  la  seconde,  qui  est  évidemment  inverse  de  la  première, 
nous  voyons  que  l'opération  (S,),  appliquée  au  système  engendré 
par  la  translation  de  trois  surfaces  et  défini  par  les  formules  (19), 
conduit  à  un  point  fixe  de  coordonnées  «,  6,  c.  L'opération  (i^_)), 
au  contraire,  pourra  être  répétée  indéfiniment  et  conduira  à  des 
systèmes  dans  lesquels  les  expressions  de  x^y^  z  seront  des  poly- 
nômes d'un  degré  de  plus  en  plus  élevé  en  02?  dont  les  coefficients 
seront  des  fonctions  de  p  —  pa»  pi  —  pa- 

t244.  Pour  que  les  méthodes  de  récurrence  précédentes  soient 
applicables,  il  faut  connaître  d'abord  des  solutions  particulières  du 
problème.  Nous  venons  de  voir  ce  que  l'on  peut  faire  delà  solution 
définie  par  les  formules  (  19).  M.  Egorov  a  su  en  trouver  d'autres, 
que  nous  allons  indiquer. 

Cherchons  les  systèmes  (E)  tels  que  l'opération  (S,),  leur  étant 
appliquée,  ne  donne  rien  d'essentiellement  nouveau  et  les  trans- 
forme en  des  systèmes  homothétiques.  Cela  aura  lieu  si  les  coor- 
données X,  y,  z  satisfont  aux  équations  suivantes 

(29)  ${x)=z(xx,  S(jK)=ajK,  é{z)  =  CLZ, 

OÙ  a  désigne  une  constante  quelconque. 

Ces  équations  s'intègrent  aisément  et  nous  montrent  que  x^  y,  z 
devront  être  de  la  forme  suivante 

(30)  x  =  e''P^x,,         r  =  e''?'j-o,  z  =  e''^'z,, 
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^oîjKoi-^o  étanl  de  simples  fonctions  des  diilérences 

(3l)  U  =   p  —  Ç,2,  «l=pl—  p2. 

En  écrivant  que  les  valeurs  (3o)  satisfont  aux  équations  fonda- 
mentales 

^  =  H,X,,  ^  =  H,Y,,         ^  =  H,Z,, 

opi  dp,-  ôpi 

on  trouvera,  par  exemple,  les  trois  équations  suivantes 

dro       ()^\  _ 

du        àuj  "'  ^' 


(3.)    e»P.^=HX,      e-P^:-^  =  M,X,. 

aa:-e='f 

et  de  là,  on  déduira 

/    aa7  =  IlX-f-H,X, 
(33)                                     aj  =  HY  +  HiY, 

+  H2X2, 

+  H,Y„ 

(   az  =  HZ  -+-HiZ, 

+  H,Z,. 

En  résolvant  par  rapport  à  H,  H|,  H2  ces  dernières  équations, 
il  vient 

[   H   =ae*P'(X  .ro-+-  Y  j^o+Z  ^o), 

(34)  '   Hi=ae"P^(X,.r„-^  Y.j^o-^Z.^o), 

I  H2=ae«P'(X23'o+Y,jKoH-Z,So), 

et  alors  les  deux  premières  équations   (32)  nous   fourniront   le 
système  linéaire  complet 

I  ^  =  aX(X^o+Y^o+Z.-o),       1  ^  =  aX,(X,:ro  + Y,7o  +  Z,^o), 


(35)     /^  =  aY(Xa:-o+Yj.fl-^Z2o),        '  ^  -  a  Yi(X,a.o+ Y.^o  +  Z,  z,), 

'     ou  I   OUi 

^  =aZ(Xa.o+Y^o-t-Z.-o),       '  ^=.aZ,(X,^o+Y,j'oH-Z,^o), 

ou  0U\ 

dont  l'intégration  fera  connaître  les  coordonnées  x^,  y^^^  z^.  Quand 
on  les  aura  déterminées,  les  équations  (34)  détermineront  H, 
H,,  Ha-  On  peut,  encore,  remarquer  [que,  si  l'on  voulait  obtenir 
directement  ces  coefficients  de  l'élément  linéaire,  on  pourrait 
remplacer,  dans  le  système  (12)  qui  les  détermine,  H/  par  e^'PsK/, 
où  K,-  ne  dépendrait  que  des  variables  m,  c/i. 

L'interprétation  géométrique  des  formules  (3o)  est  évidente. 
Elles  expriment  que  chacune  des  trois  familles  composant  le  sys- 
tème triple  est  formée  de  surfaces  homothétiques,  les  unes  aux 
autres,  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 
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Ce  résultat  pouvait  être  prévu;  si  une  famille  de  Lamé  est  formée 
de  surfaces  homothétiques  par  rapport  à  un  point  fixe,  toutes  ces 
surfaces  admettront  évidemment  la  même  représentation  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure.  Les  systèmes  triples  qui  sont  formés 
avec  une  telle  famille  devaient  donc  être  compris  comme  cas  par- 
ticulier dans  les  systèmes  généraux  (E).  Le  lecteur  s'assurera  aisé- 
ment qu'on  les  obtient  tous  parla  méthode  que  nous  avons  suivie. 

245.  Les  systèmes  (E)  ont  été  envisagés  pour  la  première  fois 
dans  un  travail  de  l'auteur  (thèse  inaugurale)  publié  en  1866  ('). 
Ribaucour  y  est  revenu  en  1876,  dans  un  Mémoire  qui  a  obtenu  à 
Académie  des  Sciences  le  prix  Dalmont  (-).  M.  A.  Petot  en  a 
donné  plusieurs  propriétés  nouvelles  dans  une  note  insérée  en  1891 
aux  Comptes  rend  as  ( ').  M.  Fouché  les  a  étudiés  à  son  tour  dans 
deux  Notes  parues  en  1898  et  1900  {'').  Mais  c'est  surtout  à 
M.  D.-Th.  Egorov  qu'est  dû  le  perfectionnement  de  cette  théorie. 
Dans  deux  Notes  insérées  en  1900  et  1901  aux  Comptes  rendus  C^), 
il  a  fait  connaître  notamment  la  méthode  de  récurrence  que  nous 
avons  exposée  et  la  détermination  des  systèmes  formés  des  surfaces 
homothétiques. 

Dans  ce  Chapitre,  nous  avons  donné  les  propriétés  générales 
des  systèmes  (E).  Dans  le  suivant,  nous  nous  attacherons  surtout 
à  leur  détermination  et  aux  propriétés  spéciales  des  surfaces  qui 
les  composent. 

(')  Gaston  Dahboux,  Sur  tes  surfaces  orthogonales  {Annales  de  l'École 
normale,  i'  série,  i.  III,  1866,  p.  97). 

(^)  A.  Ribaucour,  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  courbes 
{Journal  de  Liouville,  t.  VII,  4°  série,  1891  ). 

(^)  A.  Petot,  5m/-  certains  systèmes  de  coordonnées  spliériques  et  sur  les 
systèmes  triples  correspondants  {Comptes  rendus,  t.  CXII,  20  juin  1891,  p.  1426). 

(^)  M.  Fouché,  Sur  les  systèmes  de  surfaces  triplement  orthogonales  où  les 
surfaces  d'une  même  famille  admettent  la  même  représentation  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure  {Comptes  rendus,  t.  CXXVI,  janvier  1898,  p.  210). 
Sur  les  systèmes  orthogonaux  admettant  un  groupe  continu  de  transfor- 
mations de  Combescure  {Comptes  rendus,  t.  CXXXI,  20  novembre  1901,  p.  872). 

(')  D.-Tli.  Egorov,  Sur  les  systèmes  orthogonaux  admettant  un  groupe 
continu  de  transformations  de  Combescure  {Comptes  rendus,  t.  CXXXI,  24  oc- 
tobre 1900,  p.  668;  t.  CXXXII,  i^  janvier  1901,  p.  174)- 
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La  reclierche  des  systèmes  (E)  se  ramène  à  un  problème  de  géo- 
métrie sphérique  qu'on  peut  énoncer  ainsi:  mettre  l'élément  linéaire  de  la 

sphère  sous  la  forme  da^  =  — -  du^ -+-  -—dv'^.  Démonstration  complète  de 
ou  ôv  ' 

ce  résultat.  —  Solution  de  ce  problème  quand  l'élément  linéaire  de  la  sphère 

est  déjà  mis  sous  la  forme 

/  di^         //'2.2  \ 

*'=/(* -»)(^"t)' 

OÙ  A,  A]  désignent  des  fonctions  de  a  et  B,  B,  des  fonctions  de  j3.  On  con- 
naît beaucoup  de  réductions  de  l'élément  linéaire  à  la  forme  précédente  et 
M.  Haag  a  appris  à  les  déterminer  toutes.  On  les  passe  successivement  en 
revue. 

Cas  particulier  du  système  sphérique  formé  par  les  coniques  liomofo- 
cales.  Parmi  les  systèmes  (E)  qui  lui  correspondent,  l'un  d'eux,  le  plus 
élégant,  a  été  étudié  au  début  de  cet  Ouvrage.  Une  des  familles  qui  le  com- 
posent est  formée  de  quadriques  ayant  les  mêmes  plans  principaux  et  dont 
les  ombilics  décrivent  des  droites  auxquelles  sont  normales  toutes  les  qua- 
driques. 

On  termine  ce  Chapitre  en  étufiiant  avec  Ribaucour  toutes  les  surfuces 
qui  admettent  les  systèmes  sphériques  précédents  comme  représentation 
sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure.  On  constitue  ainsi  une  théorie  ayant 
beaucoup  d'analogie  avec  celle  des  systèmes  (  E);  ce  qu'il  était  facile  de^iré- 
voir,  puisque  les  surfaces  recherchées  font  partie  de  certains  systèmes  (E). 
Il  y  a,  en  particulier,  une  méthode  de  récurrence  qui  permet  de  déduire 
d'une  solution  donnée  une  suite  illimitée  de  solutions  nouvelles.  Cette 
méthode  est  appliquée  au  cas  où  l'on  prend  comme  surface  initiale  la  sphère 
qui  porte  la  représentation  sphérique. 


2i6.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  montré  ({ue  la  dé- 
termination des  systèmes  (E)  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  3®  ordre  à  deux  variables  indé- 
pendantes.  Nous  allons  reprendre  ce  résultai  et  en  donner  une 
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interprélalion  géométrique  très  simple,  grâce  à  laquelle  nous  pour- 
rons indiquer  différentes  solutions  du  problème  proposé. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que,  pour  tout  système  (E),  les  sur- 
faces qui  appartiennent  à  une  même  famille  ont  la  même  repré- 
sentation sphérique.  Il  faut  ajouter  ici  que  cette  représentation 
spliérique  commune  ne  saurait  être  choisie  arbitrairement;  car,  pour 
la  surface  de  paramètre  o/,  l'élément  linéaire  de  la  représentation 
sphérique  est  donné  (n"  108)  par  la  formule  générale 

"^(  —  Vik  '^\-'k^  VU  "?/  • 

Si  l'on  remplace  ^/;t,  [3//  par  leurs  valeurs  déjà  données  au  Chapiire 
précédent,  on  trouve 

dp,  dou      ''       àoi  âp/    '  ' 

on  sait  que  les  [3,7f  ne  dépendent  que  des  différences  de  p,  p,,  pa- 
Si  donc  on  pose 

â\ 

l'élément  linéaire  de  la  représentation  sphérique  commune  à  toutes 
les  surfaces  de  paramètre  p/  sera  donné  par  la  formule 

247.  Nous  allons  montrer,  réciproquement,  que  si  l'on  a  pu 
mettre  l'élément  linéaire  de  la  sphère  sous  la  forme 

^^  '  du/,       *       du/       " 

il  existera  un  système  (E)  pour  lequel  la  représentation  sphérique 
de  l'une  des  familles  sera  donnée  par  l'équation  (4). 

En  effet,  si  nous  exprimons  que  la  courbure  totale  de  la  sphère 
dont  l'élément  linéaire  est  défini  par  la  formule  (4)  est  constante 
et  égale  à  i ,  nous  serons  conduits  à  l'équation 


,  .  ^  dr  dr  /  c'w    àuj 

du/i        du/        y    du/,  Ou, 
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OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger 


du 


diii;  diii 


\/ 


0)  devra  donc  satisfaire  à  une  équation  du  troisième  ordre  dont  l'in- 
tégration ferait  connaître  toutes  les  manières  de  ramener  l'élément 
linéaire  de  la  sphère  à  la  forme  (4)- 
Posons  maintenant 

(6)  M/,=  pk—  p/,  "/  =  ?/—  P/- 

L'équation  (5)  prendra  la  forme 

di 


ou  encore 


(7) 


7-  /  d{xi   dio 

Pi  ~  y  dp/,  dp/  ' 

[/  d^M  y- 
\dpkàp/)         ^        d^io 
dui   dto  dp/,-  dp/ 

dp/,  dp/     ._ 


Or,  quand  on  a  une  relation  de  la  forme 

d^  _    d^e, 

dpi      -dp/,  dp/' 
il  existe  évidemment  une  fonction  ^  telle  que  l'on  puisse  poser 


dp/c  dp/  dpi 


Appliquant  cette  remarque  à  l'équation  (  7  ),  on  voit  qu'on  pourra 
trouver  une  fonction  V  telle  qu'on  ait 


-^' 

/   ^2(0   y 

\  àp/,  dp/  ) 

,  dtà  doi     d^y 
dp/,  dp/  dp/,  dp/ 

ou,  en  éliminant  w, 

(^)                               ^'^ 

d^V 
0,        '^  dor-da, 

d'-\       d^Y 

^^'                                da.-àoi.d 

dû,- do,  do.doir 

C'est  l'équation  à  laquelle  nous   avons  été  conduits  plus  haut 

()"  V        d^Y 

dp,- dp  a'  dp/dp/' 


d^  V         d^\ 
(n"  238),  et  l'on  voit  de  plus  que  les  dérivées  ,     .     >        .    >  égales 
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à  -T— >  -T— '  ne  dépendront  que  des  différences  ot  —  p/,  pi  ~  o,.  Tl  en 

^3  V 

sera  donc  de  même  de  leur  dérivée  commune  -; — ^ —  et  par  suite, 

dpi  dpu  àpi      ^^ 

d'après  l'équation  (q),  de  la  troisième  dérivée  seconde  -r — —  • 
Donc  les  expressions  correspondantes  de  toutes  les  quantités  ^ih 


satisferont  bien  à  toutes  les  conditions  du  problème. 

Ces  systèmes  (E)  dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence 
s'obtiennent  sans  difficulté.  Comme  on  connaît  la  représentation 
sphérique  d'une  des  familles  qui  les  composent,  on  aura  par  cela 
même  les  expressions  des  neuf  cosinus  qui  déterminent  l'orienta- 
tion du  trièdre  (T).  Cela  résulte  d'ailleurs  aussi  des  formules 

(M)  ^=l3,7,X,, 

qui  donnent  les  X^  quand  on  connaît  les  ^ik  et  les  cosinus  X/  de 
la  normale  à  la  sphère. 

On  peut  déduire  des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  le 
corollaire  suivant:  Quand  on  aura  mis  l'élément  linéaire  de  la 
sphère  sous  la  forme  (4),  on  pourra  obtenir  deux  autres  réduc- 
tions de  cet  élément  linéaire  à  la  même  forme.  Ces  réductions 
sont  celles  qui  correspondenl  aux  deux  autres  familles  du  sys- 
tème (E)  rattaché  par  notre  théorie  à  la  forme  (4)-  On  les  obtient 
évidemment  sans  aucune  quadrature,  et  11  résulte  des  équations  (8) 
et  (lo)  qu'elles  seront  données  par  les  formules 


(.2) 


'*  âp/,  ôpi 


4 


àpk  dpi 

2i8.  Ainsi  la  première  et  la  principale  difficulté  de  la  recherche 
des  systèmes  (E)  se  réduit  à  la  solution  du  problème  suivant: 
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Ramener  L'élément  linéaire  de  la  sphère  à  la  forme 

^      '  Ou  dui        ' 

Sous  cjette  forme  géomélrique,  on  aperçoit  aisément  un  assez 
grand  nombre  de  solutions. 

Supposons  qu'on  ait  mis  l'élément  linéaire  de  la  sphère  sous  la 
forme  suivante 

où  A,  A,  sont  des  fonctions  de  a  et  13,  B,  des  fonctions  de  [i.  Pre- 
nons pour  a  une  fonction  de  a  et  pour  ^  une  fonction  de  w,.  On 
aura 

En  écrivant  que  les  coefficients  de  du-  du]  sont  les  dérivées 
partielles  d'une  même  fonction,  on  sera  conduit  à  la  relation 

B'  dy.  __  M    d^ 
Aj   du        Bi  du\ 

OU  encore 

I       d%  _      I       d^ 
A' Al  dTi  ~  B'Bi  du^' 

Comme  les  deux  membres  dépendent  de  variables  différentes,  il 
faudra  les  égaler  à  une  même  constante,  qu'on  pourra  évidemment 
prendre  égale  à  i  ;  ce  qui  donnera 


(i5) 

drj. 

^"=A'A,' 

--I^ 

On  aura  alors 

(.6) 

co=   r/(A- 

-B)^(A  — B), 

Il  ne  restera  plus  qu'à  remplacer  u  et  u^  par  p  —  p^  et  p,  —  p2 
respectivement  et  à  appliquer  la  méthode  précédemment  indiquée. 

Toute  la  difficulté  de  la  méthode  se  réduit  donc  à  trouver 
des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  donnant  à  l'élément 
linéaire  de  la  sphère  la  forme  (i4)-  Ce  problème,   dont  on  con- 
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naissait  déjà  plusieurs  solutions  et  qui  se  rencontre  dans  d'autres 
recherches,  a  été  complètement  résolu  par  M.  Haag  (').  Voici  les 
résultats  obtenus. 

249.  Prenons  d'abord  l'élémenl  linéaire  de  la  sphère,  rapportée 
aux  méridiens  et  aux  parallèles, 

(17)  da'-  = 


Si  nous  y  remplaçons  A  et  jjl  par  les  valeui-s 

X  =  a  cos/i  —  j3  sin  /i,  [x  =  x  sin  h  -h  ^  cos/i, 

l'élément  linéaire  deviendra 
(18)  f/j2  — 


cos2î(a  cosA  —  [i  sin/t) 

Nous  obtenons  ainsi  un  cas  particulier  de  la  forme  (i4)-  En  appli- 
(juant  la  méthode  générale,  nous  devons  poser 

a=:«cos/j,  J3  =  —  Misin/i, 

et  nous  avons  la  forme  définitive 

,  ,  co^^ h  du'^^  ?<'\n- h  du} 

(10)  dl^—    : ; : ^-  . 

cos- i(M  cos''/t  H- «,  sin-/t) 

La  fonction  to  aura  ici  pour  valeur 

(20)  w  =  —  i  tang  i{u  co^-  h  -+-  iti  s'\\\-  h). 

La  représentation  sphérique  est  formée  de  deux  familles  de  loxo- 
dromes  décrites  autour  du  pôle  et  se  coupant  mutuellement. à  angle 
droit. 

2o0.  La  forme  de  l'élément  linéaire  qui  corresj)ond  à  deux 
familles  de  cercles  rectangulaires  nous  fournira  encore  une  nouvelle 
application.  Car  si  les  cercles  qui  appartiennent  à  une  même 
famille  sont  tangents  les  uns  aux  autres,  l'élément  correspondant 


(')  J.  Il WG,  Sur  f/uel(/ues   nouvelles   familles   de  Lamé   {Comptes   rendus, 
t.  150,  il  mars  1910,  p.  7(17  ). 
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de  la  sphère  est  donné  par  la  formule 


(21)  a?a2  = 


qui  est  un  cas  particulier  de  la  forme  (i4)- 
Il  faudra  poser  ici 


e^'^  diû-^  e'h  du] 

(H-  e«-t-  e"')- 


et  l'on  aura 

(22)  da- 
On  trouvera  ici 

(23)  Cl 


Si,  au  contraire,  les  deux  familles  orthogonales  sont  formées 
de  cercles  passant  par  deux  points  distincts,  on  sait  que  l'élément 
correspondant  de  la  sphère  est  de  la  forme 

(«•■'  — c2)(rfa2— 6/32) 


(24)  da'^ 


On  aura  à  poser  ici 


(c  cosa  —  a  cos(B)'^ 


(25)       du  =  — ^ — ,  dui=  — i-Y^,  ■■  ~ 


c  cosa  —  a  cosp 


Les  deux  hypothèses  précédentes  correspondent  évidemment  à  des 
systèmes  (E)  pour  lesquels  les  surfaces  d'une  des  trois  familles  ont 
tontes  leurs  lignes  de  courbures  planes. 

251.  La  formule  (21)  est  d'une  forme  qui  semble  pouvoir  être 
généralisée,  et  l'on  peut  se  demander  toutes  les  manières  de  réduire 
l'élément  linéaire  de  la  sphère  à  l'expression  plus  générale 

(26)  ^a2=/(a2-f-^2)(^3j2^  o^p2). 

Posons 

(27)  oi  =  pcosv,         ^  =  psinç, 
l'expi^ession  (26)  prendra  la  forme 

d<j'-  =  /(  p2  j  ( r/p2  +  p2  dv^  ) 
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qui  convient  évidemment  à  une  surface  de  révolution.  Si  donc  on 
compare  l'élément  précédent  à  celui  de  la  sphère  rapportée  à  ses 
méridiens  et  à  ses  parallèles 

on  devra  avoir 

/(  p2  )  rfp2  =  rf02,  /(  p2  )  pî  rfç.2  =  sin2  6  rftp^, 

ce  qui  donne,  m  désignant  une  constante 


cp  =  mv,         tang  -  =  p'", 
Les  valeurs  de  a,  [iJ  et  de  co  seront 


(28) 


=     tane  -       cos-^-? 
\       "  -2  /  m 


P  =     tang 


i  +  (a'--^  ^2)' 


En  projection  stéréographique,  les  courbes  de  paramètres  a 
et  p  se  déduisent  de  droites  parallèles  aux  axes  coordonnés  par 
une  transformation  de  Lambert. 

2o2.  Considérons  enfin  le  système  sphérique  composé  de  deux 
familles  d'ellipses  homofocales.  Si  le  point  de  la  sphère  est  défini 
parles  formules 

v/(«  — a)(a— p) 
2  —     ,  — > 

V/(rt  —  b){a  —  c) 

(.9)  ^^^/,6-„(6-^,, 

^{b  —  a){b-c) 

7    -  v/(c-  ^)(c  —  ^) 
\/{c  —  a){c  —  b) 

l'élément  linéaire  aura  pour  expression 

/ (t)  étant  définie  par  l'équation 

(3i)  /(O  =  4(a-0(6-O(c-0. 

D.  on 
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Nos  formules  générales  donnent  ici 

C  d%  r  d^ 

puis  

^33^  i   p,o=Po2  =  v/(a-P)/(a), 


.  (   [52,-P„=v/-(a-p)/([i), 
d'où  l'on  déduira 


(34)  Poi-ho-        ^(a-p) 

Quant  aux  cosinus  directeurs,  ils  s'exprimeront  sans  difficulté 
en  fonction  de  a  et  de  [i.  On  aura  par  exemple 


et  les  expressions  analogues  en  Y,  Y, ,  Z,  Z, . 

2o3.  Ce  cas  particulier  nous  conduit  à  quelques  remarques  géné- 
rales. Supposons  que,  sur  la  sphère,  on  connaisse  un  système  ortho- 
gonal, formé  de  deux  familles  de  courbes  (G)  et  (D),  qui  donnent  à 
l'élément  linéaire  la  forme  (3  ),  étudiée  dans  ce  chapitre.  Nous  avons 
déjà  remarqué  qu'on  peut  en  déduire  deux  autres  réductions  de 
l'élément  sphérique  à  la  même  forme.  On  peut  caractériser  géomé- 
"triquement  ces  nouvelles  réductions.  Supposons  que  les  courbes 
(G)  et  (D)  servent  de  représentation  sphérique  aux  surfaces  de 
paramètre  p/  et  que  les  lignes  (G)  soient  les  images  des  lignes  de 
courbure  (F)  qui  sont  à  l'intersection  des  surfaces  de  paramètre  i 
et  de  paramètre  k.  Si  l'on  cherche  la  représentation  sphérique  des 
surfaces  de  paramètre  k,  il  est  clair  que  l'image  sphérique  des 
courbes  (Y)  sera  donnée  par  les  courbes  supplémentaires  des 
courbes  (G).  Ainsi  les  deux  nouveaux  réseaux  sphériques  qu'on 
fait  dériver  du  premier,  comme  nous  l'avons  indiqué,  sont  formés, 
l'un  des  courbes  supplémentaires  des  courbes  (G)  et  de  leurs 
trajectoires  orthogonales,  l'autre,  des  courbes  supplémentaires  des 
courbes  (D)  et  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 

De  là  résulte  qu'on  pourra,  par  de  simples  quadratures,  déter- 
miner les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  supplémentaires, 
soit  des  courbes  (G),  soit  des  courbes  (D). 
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En  particulier,  on  pourra  déterminer  par  des  quadratures  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  coniques  homocjcliques,  qui  sont  les 
supplémentaires  des  coniques  homofocales.  Nous  laisserons  au 
lecteur  le  soin  de  vérifier  ce  résultat. 

2oi.  Parmi  les  systèmes  (E)  qui  se  déduisent  du  système  sphé- 
rique  formé  par  les  ellipses  homofocales,  on  doit  signaler  particu- 
lièrement celui  qui  a  été  découvert  par  M.  Humbert,  et  que  nous 
avons  déjà  étudié  au  n°  58.  L'une  des  trois  familles  qui  le  compo- 
sent est  formée  de  quadriques  ayant  les  mêmes  plans  principaux,  et 
dont  les  lignes  ombilicales  sont  des  droites,  nécessairement  nor- 
males à  toutes  les  quadriques.  Nous  savons  que  la  représentation 
sphérique  d'une  quadrique  est  formée  d'ellipses  homofocales,  et  il 
est  évident  par  la  géométrie  que  les  foyers  de  ces  ellipses  servent 
de  représentation  aux  ombilics  de  la  quadrique.  Par  suite,  les 
représentations  sphériques  de  toutes  les  quadriques  qui  forment  la 
famille  de  Lamé  signalée  par  M.  Humbert  sont  formées  d'ellipses 
ayant  les  mêmes  foyers.  En  d'autres  termes,  toutes  les  quadriques 
de  la  famille  auront  même  représentation  sphérique. 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  déterminer  les  deux  autres  familles 
du  système  (E)  ainsi  obtenu. 

2oo.  Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  (n"24o),  Ribaucour  a  con- 
sidéré d'une  manière  générale  les  propriétés  de  toutes  les  surfaces 
qui  admettent  une  représentation  sphérique  de  la  forme  même  que 
nous  venons  d'étudier.  Nous  allons  voir  qu'en  elFet,  il  y  a  intérêt  à 
les  envisager  indépendamment  de  tout  système  orthogonal.  Mais, 
pour  éviter  les  changements  de  notations,  nous  pouvons  remarquer 
de  nouveau  que  toute  surface  appartient  à  une  infinité  de  systèmes 
triples  et  que,  pour  obtenir  les  relations  entre  une  surface  rap- 
portée à  ses  lignes  de  courbure  et  sa  représentation  sphérique,  on 
peut  conserver  toutes  les  formules  relatives  aux  systèmes  ortho- 
gonaux, à  condition,  bien  entendu,  de  ne  considérer  que  des  dépla- 
cements s'effectuant  sur  la  surface  elle-même. 

Par  exemple  si,  dans  les  formules  relatives  à  un  système  triple^ 
on  isole  toutes  celles  qui  contiennent  seulement  les  dérivées  rela- 
tives à  pyt  et  à  p/,  elles  se  rapportent  à  la  surface  de  paramètre  o/,. 
rapportée  à  ses  lignes  de  courbure,  mais  considérée  indépendam- 


452  LIVRE    III.     —    CHAPITRK    IX. 

ment  de  tout  système  triple  orthogonal.  X/,  Y/,  Z/sontles  cosinus 
directeurs  de  la  normale,  X/f,  Y^,  Z^  et  X/,  Y/,  Z/  ceux  des  tan- 
gentes principales.  Les  quantités  que  nous  avons  désignées  parP,, 
Pa,  P/  seront  les  dislances  de  l'origine  au  plan  tangent  et  aux  plans 
principaux.  Les  translations  et  les  rotations  du  trièdre  sont  encore 
définies  par  les  Tableaux  (E)  et  (E')  du  n"  201,  où  l'on  prendra 
seulement  les  lignes  relatives  aux  indices  k  et  /,  etc.  L'élément 
linéaire  de  la  surface  étant  donné  par  la  formule 

(36)  ds^  =  Ul  dpl-h  \if  dpf  , 

et  celui  de  sa  représentation  sphérique  par  la  suivante 

(37)  d,.J=pf,dpl-i-^J,dpf, 

on  aura,  pour  les  relations  entre  H/v,  H^,  [3/^,  (3,7,  le  Tableau 
suivant  : 


(38) 
(39) 
(4o) 


-T—  =  P//.  H/, 
ôpt 

àU/ 

dp, 

=  pA/H/... 

àpu 

=  h/^iU, 

à^A-,    ,    d^/^ 

4-  R..,«. 

àp/c  dpi 


OÙ  les  quantités  (5)^/,  '^ik  sont  définies  j)ar  deux  des  premières  équa- 
tions. 

Ces  formules  permettent  en  particulier  de  résoudre  le  problème 
de  la  représentation  sphérique,  c'est-à-dire  de  déterminer  toutes 
les  surfaces  admettant  une  représentation  sphérique  donnée.'  Si 
l'on  connaît  en  effet  |3,Vf,  [3//,  les  relations  (89)  fourniront  ^ki^  ^ik-, 
puis  l'intégration  des  deux  équations  (38)  nous  permettra  de  dé- 
terminer Ha,  H/.  Les  coordonnées  rectangulaires  seront  ensuite 
définies  par  les  quadratures 

/  dx  —  H^  Xa-  o?p/.  -t-  H/  X/  dpi, 

(40  dy^ , 

(   dz  = 


On  peut  aussi,  au  lieu  de  H/f,  H^,  prendre  les  inconnues  P,,  P;t, 
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P/.  Ces  dislances,  liées  aux  coordonnées  par  les  formules 

(42)  j  Xkcc  -4-  Y  A- y  H-  Za-z  =  P/,, 

(   Y,x-\-\/y  +  Z/z  =  F/, 

salisferonl  (n"  203)  aux  relations 

et  seront  liées  aux  H/;,  H/  par  les  relations 


(45) 


"^-  ^  -^  ^'-^^'-^  '^'^■^'  =  p;  à^A ^ /' 

Fi     ^P'^'^  P  .  ft  P      '    ^  /p?  +  p|+p;\ 


Alors  le  système  (44)?  analogue  aux  équations  (38),  fera  con- 
naître P^  et  P/.  Les  formules  (43)  permettront  de  déterminer  P,- 
par  la  quadrature 

(  46  )  ^'""/^  ^'''-  ^"  '^?"  "^  ^''  ^"^?'^^ 

et  ensuite  les  relations  (42)  et  (4^)  feront  connaître,  et  les  coor- 
données du  point  de  la  surface,  et  les  valeurs  correspondantes  de 
Ha  et  de  H/. 

256.  Ainsi,  dans  les  deux  méthodes,  la  partie  la  plus  difficile  de 
la  recherche  est  ramenée  à  l'intégration  d'un  système  linéaire  du 
premier  ordre  et  à  deux  inconnues,  le  système  (38)  dans  la  pre- 
mière méthode,  le  système  (44)  dans  la  seconde. 

Ces  deux  systèmes  sont  tout  semblables,  et  l'un  se  change  dans 
l'autre  quand  on  échange  [i/(i  et  ^/a-  Jls  seront  donc  identiques 
si  ^hi  est  égal  à  |3m. 

Or  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  solution 
quelconque  du  premier  système,  par  exemple,  soit  telle  qu'on 
ait 

-i_  ^  -  JL  f^ 
Ha  dok  ~  H^   dQi 


454  LIVKE     m.    —     CHAPITRE     IX, 

OU  encore  que 


dH,       „   OU/, 

M/ 

c'est-à-dire  que 


soit  une  différentielle  exacte. 

Comme  jS/a  et  ^,7  constituent  une  solution  de  ce  système,  il  suf- 
fira que 

'i^iA-dp/c-^  ^'hdp/ 

soit  une  différentielle  exacte.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Toutes   les  fois  que  V élément  linéaire  de  la  représentation 
sphérique  d' une  surface  peut  être  mis  sous  la  forme 

d(ji       ^       dut       ^ 

l'élément  linéaire  de  la  surface,   rapportée   à  des  lignes  de 
courbure,  peut  se  mettre  sous  la  forme  analogue 


ds^  =  — -  dpl^  — -  dpf 
do/,-     '  dp/     ' 


et  vice  versa 


i2o7.    Supposons  donc  maintenant  qu'on  ait 

Les  deux  systèmes  (38)  et  (44)  deviendront  identiques  et  nous 
démojitrerons,  comme  dans  le  cas  des  systèmes  triples,  que  si  U^, 
U/  et  Va,  V/  en  désignent  deux  solutions  diflerentes,  l'expression 

sera  une  différentielle  exacte. 

D'ailleurs,  puisque  ces  systèmes  sont  identiques,  ils  admettront 
la  solution 

\   Hyi-=  aX/,-h6Y/,H-cZ/,, 
/  H/ =  aX/ -I- 6  Y/ -I- cZ/. 


Nous  n'insisterons  pas  sur  cette  première  solution  qui  donne  é 


evi- 
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demment  les  surfaces  déjà  considérées  au  n°  240  et  dont  la  trans- 
lation rectiligne  engendre  une  famille  de  Lamé- 
Mais  ici  encore,  comme  pour  les  systèmes  (E),  on  peut  imaginer 
une  méthode  de  récurrence  qui,  d'une  surface  admettant  la  repré- 
sentation sphérique  donnée,  en  fasse  dériver  une  infinité  d'autres. 
Soit  en  effet  (S)  une  des  surfaces  trouvées.  On  peut,  ou  bien  prendre 
pour  les  quantités  P^,  P/  relatives  à  une  nouvelle  surface  (S,  )  les  Ha 
et  les  lii  de  (S),  ou  bien  prendre  pour  les  H/t  et  les  H/  d'une  nou- 
velle surface  (S_,)  les  P^  et  les  Pi  de  (S). 

Dans  le  premier  cas,  les  coordonnées  a?),  jKi>  ^i  ^e  (S,)  seront 
définies  par  les  formules 

..g.  )  X/a7,-i- Y/jKi-+-Z/^,  =  H/, 


X, X,  -i-  Y, j-i 4-  Z,  G,  =   f(U Ha  ^Pa-4-  ?//  H,  dpi 


Dans  le  second  cas,  on  aura  à  effectuer  les  quadratures 

/  dx-i=  (X/,a7-t- YA-j'-f-Z/tz)XA</pA4-(X/a7-f-Y/_x-(-Z/z)X/rfp/, 

(49)     )  df-,  =  { )Ya-  d?k+  ( ) Y/  dp/, 

{  dz-i  =( )Zkdpk-^{ )Z,  dp, 

qui  détermineront  (S_,). 

258.  Ces  méthodes  peuvent  être  appliquées  ici  à  une  première 
solution,  toujours  connue.  On  peut,  enefiet,  prendre  comme  sur- 
face initiale  (S)  la  sphère,  qui  est  à  elle-même  sa  propre  représen- 
tation sphérique. 

Alors  le  passage  à  la  surface  (S_,)  ne  donne  qu'un  point,  en 
vertu  des  relations 

XA3--r-YAjKH-ZA5  =  o,         \ix-^Yiy-^Ziz  =  o; 
Mais,  dans  le  passage  à  la  surface  (S)),  il  faut  prendre 


H-?",=  ./^. 


(50)  H.=  ?„..=  ^/_,  H,=  ?„      ^   ^^_. 

et  les  formules  (48)  nous  donnent  alors 

/  Xa-  Xi  -I-  Ya- 71  +  Za  2i  =  3,7,, 
(5i)  X,a:,-+- =  ^,7, 


X;  Xi 


[56 
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11  est  inutile  d'ajouter  une  constante  à  oj.  La  surface  (S,  )  est  donc 
l'enveloppe  du  plan 

Nous  avons  ainsi  une  représentation  géométrique  de  la  fonc- 
tion 0). 

Les  valeurs  de  H^,  H,  relatives  à  (S,)  seront  données  par  l'ap- 
plication des  formules  (45).  Nous  trouverons  ainsi 

(53)  ,'  "^P* 

En  les  portant  dans  les  formules  (48),  on  verra  facilement  que 
la  surface  (Sa)  est  l'enveloppe  du  plan 

(54)  X,^  +  Y,^4-Z,z=^  +  i^  +  i£ii. 

2         1  dp/c        1  dpi 


CHAPITRE  X. 


LES    SYSTEMES    DE    M.     GUICHARD. 


Les  rotations  ^th  relatives  à  un  système  triple  satisfont  à  deux  systèmes 
distincts  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Le  premier  ne  change  pas 
lorsqu'on  échange  les  premiers  et  les  seconds  indices  des  fonctions  ^tk.  Le 
second,  qui  se  compose  de  trois  équations,  change;  mais,  si  l'on  joint  les 
équations  obtenues  par  cet  échange  des  indices  à  celles  qui  définissent 
généralement  les  ^n,-,  on  a  un  système  de  douze  équations,  qui  a  été  con- 
sidéré en  premier  lieu  par  M.  Guichard.  On  démontre  d'abord,  par  l'ap- 
plication du  théorème  de  Gauchy  et  d'un  raisonnement  fréquemment 
employé  dans  cet  Ouvrage,  que  la  solution  générale  de  ce  système  dépend 
de  six  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

Quand  on  a  obtenu  un  système  de  valeurs  des  ^ik,  satisfaisant  à  ces 
douze  équations,  il  leur  correspond  deux  séries  distinctes  de  systèmes 
orthogonaux,  tous  les  systèmes  d'une  même  série  ayant  même  représen- 
tation sphérique.  On  donne  les  équations  qui  déterminent  ces  deux  séries, 
et  la  comparaison  de  ces  équations  conduit  à  un  grand  nombre  de  consé- 
quances  intéressantes. 

D'abord,  si  l'on  connaît  pour  chacun  d'eux  la  représentation  sphérique, 
c'est-à-dire  les  expressions  des  cosinus  directeurs  des  normales  en  fonc- 
tion des  coordonnées  curvilignes,  on  peut  déterminer,  par  de  simples  qua- 
dratures, des  systèmes  de  l'une  et  de  l'autre  série. 

On  peut  aussi,  par  l'intégration  d'un  système  complet,  obtenir  tous  les 
systèmes  orthogonaux  pour  lesquels  on  a 

H2H-Hf-1-H|=  a(a;2  +  j'2-l-i«)4-  ^, 

a  et  3  désignant  deux  constantes.   M.  Guichard  avait  déjà  considéré  le  cas 
spécial  où  ces  constantes  sont  nulles. 

Enfin,  on  peut  constituer  deux  méthodes  de  récurrence  permettant  de 
déduire,  d'un  système  appartenant  à  la  catégorie  précédente,  une  suite,  en 
général  illimitée,  de  systèmes  nouveaux,  de  même  définition. 
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259.  En  exposant,  au  Chapitre  IV,  la  méthode  générale  de 
recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux,  nous  avons  vu  que 
la  principale  difficulté  du  problème  réside  dans  l'intégration 
simultanée  des  deux  systèmes 

(A)  ff  =  P"P«. 

auxquels  doivent  satisfaire  les  rotations  '^Hf. 

Le  système  (A)  possède  une  propriété  que  nous  avons  déjà 
signalée  à  différentes  reprises;  il  ne  change  pas  quand  on 
échange  les  premiers  et  les  seconds  indices  des  quantités  |3//f. 
Il  n'en  est  plus  de  même  du  système  (A'),  qui  se  change  alors 
dans  le  système 

Mais  si  l'on  joint  ces  trois  équations  nouvelles  aux  équa- 
tions (A)  et  (A'),  on  aura  constitué  un  système  de  douze  équa- 
tions dont  toutes  les  solutions  iront  par  couples  :  à  toute  solution 
formée  par  un  système  de  valeurs  des  [3,7f  en  correspondra  une 
autre,  formée  en  échangeant  les  premiers  et  les  seconds  indices 
de  ces  quantités. 

260.  Le  système  des  équations  (A),  (A'),  (A")  a  été  considéré 
par  M.  Guichard  (')  dans  un  problème  sur  lequel  nous  revien- 
drons. M.  Guichard  a  fixé  de  la  manière  la  plus  simple  le  degré 
de  généralité  de  leur  solution.  Si  l'on  isole  dans  ces  équations 
celles  qui  contiennent  une  dérivée  par  rapport  à  p/,  on  aura 
d'abord  les  six  équations 

U^  =  M>>.       ^   =-  ^  ~  P'-^PM-,       -§^=-^-  P;.-P./, 
f    -Z —  ==  ?  kl  Pli,         -f—  =—  "X ^A-zP//,         -T—  = f p/A-P/7, 

(')  Guichard,  Sur  les  systèmes  triplement  indéterminés  et  sur  les  systèmes 
triple-ortliogonaux,  p.  8i  et  suiv.  Paris,  igoS. 
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!t  il  ne  restera  plus  que  le  sjslème  des  six  équations 

ôpi         "^     "^  dp. 

Or,  d'après  le  théorème  de  Cauchj,  les  six  équations  (i),  réso- 
lues par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues,  admettent 
une  solution  pour  laquelle  les  '^hh'  se  réduisent  à  des  fonctious 
arbitraire  [ii/V  de  p,  et  de  o/t  pour  p/=  p".  D'autre  part,  ces  fonc- 
tions (3"/,.  devront  évidemment  satisfaire  au  système  (2),  où  l'on 
aura  fait  p/=  p^.  Cela  est  toujours  possible,  puisque  ce  système  (2) 
ne  comprend  que  six  inconnues  pour  six  équations;  il  fournira 
donc  pour  les  ^/'/,,  des  valeurs  qui  dépendront  de  six  fonctions 
arbitraires  d'une  variable.  Ainsi,  nous  pouvons  toujours,  avec  le 
degré  de  généralité  que  nous  venons  de  fixer,  obtenir  pour  les  ^ik 
des  valeurs  vérifiant  absolument  le  système  (i),  c'est-à-dire  le  véri- 
fiant pour  toutes  les  valeurs  de  p/,  p^,  p/,  et  vérifiant  le  système  (2), 
au  moins  pour  p/=  p",  quels  que  soient  p/  et  p^.  En  répétant  un 
raisonnement  que  nous  avons  fait  à  diverses  reprises,  nous  allons 
voir  que  le  système  (2)  sera,  lui  aussi,  absolument  vérifié. 

En  admettant,  eu  efiet,  que  les  fonctions  '^hh'  vérifient  le  sys- 
tème (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  p,-,  oa,  p/,  on  reconnaîtra  aisé- 
ment que  les  premiers  membres  des  équations  (2)  vérifient  les 
idenLités 

?i/Uf  —  fi /a  M/,, 

D'après  le  théorème  de  Cauchy,  le  système  précédent,  considéré 
comme  propre  à  déterminer  les  inconnues  u/i,  ii\,  admet  une  solu- 
tion, et  une  seule,  pour  laquelle  ces  inconnues  se  réduisent  à  zéro 
lorsqu'on  y  fait  p/  =  p".  Or  celte  solution  est  évidente  :  elle  s'ob- 
tient en  donnant  des  valeurs  nulles  aux  Uh  et  aux  u'/^.  Il  est  donc 


^=_li_,„.,_,„„. 

du'i              dui 

dp,    ~        dp,, 

'^=-t-?""'-?-'. 

dp,    ~        dp. 

^=P,v»K?«.i., 
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ainsi  démonU'é  que  le  système  (2)  sera  vérifié,  dans  les  conditions 
que  nous  avons  indiquées,  de  même  que  le  système  (i),  c'est-à-dire 
pour  tontes  les  valeurs  données  à  p,,  Off,  p/. 

t261.  Ce  point,  qui  a  été  établi  par  M.  Guichard,  étant  rappelé, 
nous  savons  que,  dans  le  cas  actuel,  comme  dans  tout  autre,  il  y 
aura  des  systèmes  orthogonaux  correspondants  aux  rotations  ^/a 
et  pour  lesquels  les  X/,  les  P/  et  les  H,-,  les  x  seront  reliés  ou 
déterminés  par  les  systèmes  suivants,  donnés  au  Chapitre  IV  : 

(B)    ^=^aUk,  (D)      ^=_P;,-U,-?/,U/. 

(F)        P,=  X,;!-  +  V,-^  +  7.,z.  (G)      îj£i  =  %iP„. 

Mais,  puisqu'on  peut  échanger  les  premiers  et  les  seconds 
indices  des  rotations^  il  y  aura  une  seconde  série  de  systèmes 
orthogonaux  qui  correspondront^  après  cet  échange  des  indices.^ 
aux  mêmes  rotations.  Si  nous  désignons  par  des  lettres  accen- 
tuées tout  ce  qui  se  rapporte  à  celte  nouvelle  série,  elle  sera 
définie  par  les  équations  / 

(B;)  ff  =  P^^H^,  (G.)     g  =  HiU^. 

(F,)      V\=x[x+\'iy+Z'iZ,        (GO    g  =  îi„,p:,. 
( I, )        " '^  =  ^  +  ?^A- n  +  ^ii P/  =  :^.^,^ P'-'  +  P/^ ^  P/' ^' 

analogues  à  celles  que  nous  avons  obtenues  pour  les  systèmes  de 
la  première  série. 

262.  De  ces  remarques  si  simples,  on  peut  faire  découler  de 
nombreuses  conséquences. 

Remarquons  d'abord  qu'aux  notations  près,  les  équations  (B,) 
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sont  identiques  aux  équations  (B').  De  là  résulte  qu'on  aura  des 
systèmes  orthogonaux  de  la  première  série  en  prenant  les  valeurs 
suivantes  des  H, 

(4)  H/=aX;--+-6Y:-+-cZ',-, 

les  rt,  b,  c  désignant  des  constantes.  Portant  ces  valeurs  des  H/ 
dans  les  équations  (C),  on  trouve 

1  a- =  «800-+- 6801  + ceo2, 

(5)  .  y  =  «610+  èen-f- ce,2, 

(   -  =  ae.20-1- 6Q21 -1- cOo-,, 
les  0/A  étant  définis  par  les  formules 

1  rfeoo=2X/X',-rfp/,      c?0o,  =  sX/Y',<fp/,      £/e„2  =  sX/z;rfp/, 

( 6 )  j  rfeio  =  s  Y/  x'i  dpi,      rfe,,  =  s  Y;  y;-  dpi,      dBii=z  y,  z;-  dp,-, 
{  ^020  =  2  Zi  x'i  dpi,      de.2 1  =  s  z,-  y;-  rfp,-,      de 22=1.  z,-  z;  dp/. 

Pour  raison  de  symétrie,  il  est  clair  qu'on  aura  des  systèmes 
orthogonaux  de  la  deuxième  série  en  prenant 

!x'=  a'B^)^)-+■  b'eu)+  c'&20, 
y  =,  a' 601  + b' S  II +  €021, 
z'  =  a'Boî-^  b'6i2-h  c'622, 

«',  b',  c  désignant  des  constantes  comme  «,  b,  c. 

Ainsi,  dès  qu'on  aura  les  cosinus  directeurs  pour  les  deux  séries 
de  systèmes  orthogonaux,  on  aura,  par  de  simples  quadratures,  des 
systèmes  orthogonaux  faisant  partie  de  chacune  de  ces  séries. 

263.  Nous  avons  indiqué  plus  haut  que  M.  Guichard  avait  été 
conduit  au  système  des  équations  simultanées  (A.),  (A'),  (A") 
par  l'étude  d'un  problème  particulier.  Ce  profond  et  ingénieux 
géomètre  a  obtenu,  en  efTet,  ces  équations  en  se  proposant  de 
déterminer  les  systèmes  triples  pour  lesquels  on  a 

(7)  lV-+Ul+Uj  =  o. 

Comme  l'a  remarqué  M.  Guichard,  ces  systèmes  jouent  dans 
l'espace  le  même  rôle  que  les  systèmes  orthogonaux  et  isothermes 
tracés  sur  une  surface.  Car,  si  l'élément  linéaire  de  la  surface  est 

ds^=ujdpj+indpi, 
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la  condition  d'isothermie  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

tout  à  fait  analogue  à  la  relation  (-).  Mais  cette  relation,  à  laquelle 
s'est  limité  M.  Guichard,  est  beaucoup  trop  particulière,  et  l'on 
donnera  à  la  théorie  toute  l'ampleur  dont  elle  est  susceptil)le,  en 
lui  substituant  une  autre  relation,  beaucoup  plus  générale,  et  qui 
conduira  à  des  résultats  plus  complets. 

Cherchons  les  systèmes  triples  pour  lesquels  on  a 

(8)  H|-+-Hl.+  H7  =  a(^»-h7-^  +  z2)  +  ^, 

a  et  ji  désignant  des  constantes  quelconques.  Lorsqu'elles  devien- 
dront nulles,  on  retrouvera  la  relation  (7);  de  sorte  que  notre 
problème  comprend,  comme  cas  très  particulier,  celui  qui  a  été 
envisagé  par  M.  Guichard. 

Différentions  par  rapport  à  0/  l'équation  (8),  qu'on  pourrait  aussi 
écrire 

(8')  HJ+  H|.+  h;  =  a(P?  +  p;,+  P?)  +  [i. 

Nous  aurons 

(9)  ^■  +  Pan/.-Hp,7H/=aP,. 

Si  nous  joignons  à  ces  trois  équations  les  systèmes  (B'),  (G),  (1), 
nous  aurons  toutes  les  dérivées  des  six  fonctions  H/  et  P,;  et  les 
conditions  d'intégrabilité  nous  donneront,  il  est  aisé  de  le  recon- 
naître, en  même  temps  que  les  équations  (A),  (A'),  le  sys- 
tème (A"). 

Si,  par  exemple,  on  dilïerentie  l'équation  (9)  par  rapport  à  p/;, 
on  obtient 


c'est-à-dire  la  première  des  équations  (A."). 

Ainsi,  les  systèmes  orthogonaux  pour  lesquels  la  relation  (8)  est 
vérifiée  doivent  rentrer  dans  la  classe  que  nous  étudions. 

Réciproquement,  si,  supposant  vérifiées  les  équations  (A), 
(A'),  (A"),  on  envisage  le  système  complet  constitué  par  les 
dix-huit  équations  (9),  (B'),  (G),  (I),  il  est  facile  de  voir  qu'il 
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admettra  l'intégrale  quadratique 

H?+Hl.+  H;-a(I>?  +  P|+P;)  =  P, 

identique  à  la  relation  (8),  sous  la  forme  (8')  que  nous  lui  avons 
donnée,  en  vertu  de  l'identité 

264.  Le  cas  particulier  où  la  constante  a  est  nulle  mérite  d'être 
signalé.  Alors  les  équations  (9)  ne  contiennent  plus  que  les  H/;  et 
les  deux  systèmes  (9)  et  (B'),  auxquels  satisfont  les  H/,  sont  iden- 
tiques, aux  notations  près,  aux  systèmes  (B,)  et  (13,)  qui  déter- 
minent les  X'^,  Y'^,  Z|.  On  a  donc  alors,  pour  les  valeurs  générales 
des  H/,  les  expressions  suivantes 

(11)  H,  =  aX'i-hbY'i-hcZ'i, 
avec  la  condition 

(12)  a'^-h  b'^-hc^=^. 

Dans  le  cas  particulier  envisagé  par  M.  Guichard,  la  constante  p 
est  nulle  et  l'on  doit  avoir 

(i3)  a2-f-6*-+-c2=o, 

de  sorte  que  la  détermination  des  deux  séries  de  cosinus  direc- 
teurs fournit  la  solution  complète  et  générale  du  problème  posé 
par  M.  Guichard,  et  même  d'un  j)roblème  plus  général. 

205.  D'autres  conséquences  peuvent  dériver  de  nos  équations 
fondamentales.  On  peut  en  déduire,  en  particulier,  des  méthodes 
de  récurrence  qui  font  dériver  d'une  solution  du  problème  une 
infinité  de  solutions  nouvelles. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  connaisse  un  système  ortho- 
gonal (S)  de  la  première  série,  caractérisé  par  les  valeurs  H/ et  P/. 
Comme  les  équations  auxquelles  satisfont  les  H/  de  l'une  des  séries 
sont  les  mêmes  que  celles  auxquelles  satisfont  les  P,  de  l'autre,  on 
voit  qu'on  pourra  déduire  du  système  (S)  deux  systèmes  (S')  de  la 
seconde  série  en  prenant 

soit       P;=H/.         soit       11;  =  F/. 
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Commençons  par  étudier  la  première  hypothèse 

(i4)  p;  =  H,. 

Le  système  (S')  de  la  seconde  série  sera  alors  défini  sans  qua- 
drature par  les  équations 

(i5)  \'ix'-^\'iy'-^Z'iZ'=  H/, 

qui  donnent 

(i6)  a7'=2X;H/,        y=SY;H„        45'=2Z;H,. 

Envisageons  maintenant  l'autre  hypothèse 

(17)  H/=P,. 
Alors  les  formules  (C,)  nous  donneront 

(18)  x'=  Cl^PiX'idpi,        y=   f  LPi^'icipi,        z'=   C^PiZ'idpi; 

il  y  aura,  cette  fois,  trois  quadratures  à  elï'ectuer  pour  obtenir  le 
nouveau  système  (S'). 

En-tenant  compte  des  expressions  des  P/  et  des  formules  (6), 
on  pourra  écrire 

ix'=  I  (x  dQoo-^  .y  d&ii)-^  z  dS-îo), 
y'  =  j'{xdQ,,^yd^u-+-zdQn\ 
\  z'  =  j  {x  dBio^ y  d&ii-h  z  d'an); 
de  sorte  que  si  l'on  pose 

(20)  Qi=  j  (0oi  dx  -t-  0)/  dy  -h  02,  dz), 

et  si  l'on  suppose  les  0/  exprimés  en  fonction  de  x^  y^  5,  on  aura 


(ai) 


dù^            ()Qo           (^iîo 

x'  =  x—^  +y—^  +z~ 

dx         ■"    dy              dz 

-Ûo, 

r}Q,            dQ,            dV. 

-Si, 

tJOa            dO.,            ()02 

z   =  X— h  y— 1-  z  -r— 

dx        -^  dy            dz 

~  ii2, 
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266.  De  la  double  remarque  précédente  il  résulte  qu'on  peut 
toujours,  par  des  calculs  algébriques  ou  des  quadratures,  déduire 
du  système  (S),  supposé  connu,  une  suite  linéaire  de  systèmes 
nouveaux 

(S_2),    (S_,),     (S),     (S,),     (S,),     ••., 

illimitée  dans  les  deux  sens,  les  systèmes  d'indice  pair  apparte- 
nant à  la  pi'emière  série,  les  systèmes  d'indice  impair  à  la  seconde, 
tous  ces  systèmes  étant  rattachés  les  uns  aux  autres  par  les  for- 
mules 

(2,1)        ^<2*'  =  SX/Hl-2^'-".        j(2/.)=2Y,H</^-",         c(2^'  =  2Z-Hl-2*-", 

où  «■'^^,y'^^,  z'-^^  désignent  les  coordonnées  du  point  qui  décrit  le 
système  (S^). 

Si,  au  lieu  de  descendre  la  suite  (22),  on  veut  la  remonter,  on 

aura 

(26  )        ]  jk'-/''  =  A:^'-/'-"  rfei„-f- j' 2/'-')  ^e,i-^  s'-/'-"  dkdii), 
f  ^(2^-)  =  f(x^-ik~i)  rfe,o-t-jK'2/'-"  de.2i  +  -5'^^'-''  ^622), 

qui  devront  être  appliquées  successivement. 

En  général,  si  H^'"\  P"""  désignent  les  valeurs  des  H/  et  des  P/ 
pour  le  système  (S,„),  on  aura 

{■>-)  p;."'^  =  h;"'-" 

et,  par  suite, 

(p7^-"=h^^'  ^^  +p.,pr  +P//p^^ 
(28)     I  \i  _i^ 

D.  3o 


et 
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Telle  est  la  première  méthode  de  récurrence  qui  fait  dériver 
d'une  solution  du  problème  une  suite  de  solutions  nouvelles. 

Cette  suite,  il  est  vrai,  n'est  pas  toujours  illimitée.  Si,  par 
exemple,  on  prend  pour  le  système  (S)  celui  que  nous  avons 
déterminé  plus  haut,  au  n"  262,  et  qui  correspond  aux  valeurs 

le  système  (S()  se  réduit  au  point  de  coordonnées  a,  6,  c,  et  tous 
les  systèmes  d'indice  positif  disparaissent.  Il  ne  reste  que  ceux 
d'indice  négatif,  obtenus  par  des  quadratures. 

267.  Au  lieu  de  chercher  si  la  suite  (22)  se  termine,  nous 
allons  examiner  si  elle  peut  être  périodique.  Le  cas  le  plus 
simple,  auquel  d'ailleurs  se  ramènent  tous  les  autres,  est  celui 
où  les  systèmes  dont  les  indices  ont  même  parité  seraient  homo- 
thétiques.  Les  formules  (27)  et  (28)  nous  donnent 

(29)  ^  P<.^^=^+p,,H/,-+-p.7H,. 

Si  nous  supposons  que  l'on  ait 

(30)  P<-^'=aP,-, 

a  étant  une  constante,  le  système  (S^)  sera  homothétique  au  sys- 
tème (S),  et  la  condition  imposée  se  trouvera  remplie. 
On  retrouve  ainsi  les  systèmes  caractérisés  par  la  relation 

(3i)  H?-+-H;,+  H;  =  a(:c2-hjK^H-^2)-+- j3, 

et  étudiés  plus  haut,  au  n"  264.  Pour  le  système  (S,)  de  la  seconde 
série  qui  leur  est  adjoint,  on  a 

et,  par  conséquent,  la  formule  (3i)  nous  donnera  la  relation  sui- 
vante : 

entre  les  coordonnées  des  points  qui  se  correspondent  dans  les 
deux  systèmes. 

268.  Le  cas  particulier  où  la  constante  ^  est  nulle  dans  la  rela- 
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tion  (3i)  va  nous  fournir  la  seconde  des  méthodes  de  récurrence 
que  nous  voulions  signaler.  On  a  alors 

(32)  Hj+lll+Uj  =  oL(x'^-^yi+z^). 

Soumettons  le  système  (S)  à  une  inversion  dont  le  pôle  sera 
l'origine  des  coordonnées.  Il  faudra  alors  remplacer  partout 

H/,     H/,,     H/,     x'^^y^-^z^, 
par 

H,  H,.  H/  , 


.7/2  ^  ^2  _^  32        a-2 -i- jK- -H  2^        x''-^y-—z-       a---~j^-i-z- 

Cetle  substitution  ne  change  pas  la  forme  de  la  relation  (32); 
elle  transforme  donc  le  système  (S)  en  un  système  de  même 
nature  et  pour  lequel,  par  conséquent,  les  |i/A  satisfont  aux  rela- 
lions  (A),  (A'),  (A"). 

Cette  nouvelle  méthode,  à  la  différence  de  la  première,  change 
les  valeurs  des  |3//f;  car,  si  l'on  désigne  par  [i//t  les  nouvelles 
valeurs  des  ^3/^,  on  obtiendra  aisément  la  formule 


^2_f-j2_^_52 


Si  l'on  supposait  a  =  o,  on  retrouverait  une  méthode  de  récur- 
rence déjà  signalée  par  M.  Guichard. 

269.  Nous  terminerons  en  présentant  la  remarque  suivante  : 
Si,  dans  les  équations  (A)  et  (A'),  on  suppose 

les  équations  (A")  sont  vérifiées  d'elles-mêmes,  et  l'on  retrouve 
les  systèmes  orthogonaux  étudiés  dans  les  Chapitres  précédents. 
Les  méthodes  de  récurrence  que  nous  avons  développées  ici 
apparaissent  donc  comme  la  généralisation  de  celles  qui  ont  été 
découvertes  par  M.  Egorov  qui  ont  été  étudiées  plus  haut  au  Cha- 
pitre MIL 

270.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'interpréter  géométri- 
quement toutes  les  équations  que  nous  avons  obtenues.  Il  verra 
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aisément  que  tous  les  sjslèmcs  obtenus  dans  ce  Clia[)itre  sont 
caractérisés  par  la  propriété  suivante  : 

Etant  donné  un  tel  système,  il  en  existe  un  autre  pour  lequel 
les  P,-  sont  égaux  aux  H,  du  premier,  ou  pour  lequel  les  H/  sont 
égaux  aux  P/  du  premier. 

Etant  donnés  les  systèmes  triples,  plus  particuliers,  caractérisés 
par  la  relation 

il  existe  une  congruence  de  courbes  dans  l'espace  qui  jouissent 
de  cette  curieuse  ])ropriété  que  les  arcs  de  ces  courbes  compris 
entre  deux  surfaces  coordonnées  de  la  même  famille  soient  tous 
etc. 


NOTES 


NOTE  I. 


SUR  l'application  du  théorème  fondamental  d'abel  relatif  aux 

INTÉGRALES     ALGÉBRIQUES      A      LA      RECHERCHE      DE      SYSTEMES     COM- 
PLETEMENT   ORTHOGONAUX    DANS    UN    ESPACE    A    Tl    DIMENSIONS. 


271.  Parmi  les  différentes  méthodes  que  Jacobi  a  fait  connaître  pour 
l'intégration  des  équations  différentielles  abéliennes,  s'en  trouve  une 
qui  repose  sur  une  transformation  analytique  des  plus  remarquables, 
découverte  et  employée  d'abord  par  Lamé  dans  le  cas  de  trois  varia- 
bles indépendantes. 

Si  l'on  désigne  par  p,,  pj,  ...,  p„  les  n  valeurs  de  X  qui  sont  racines 
de  l'équation 


où  rtTi,  a^,  . . . ,  a,i  sont  des  constantes,  on  peut  substituer  aux  variables 
o^i,  X2,  ...,  ^m  qu'on  envisagera  comme  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions,  les  n  variables  pi,  P25  •  •  • ,  p«, 
qui  deviendront  ainsi  des  coordonnées  curvilignes  du  même  point. 
Nous  les  désignerons  dans  la  suite  sous  le  nom  de  coordonnées  ellip- 
tiques^ parce  que  les  surfaces  sur  lesquelles  chaque  coordonnée 
demeure  constante  sont  du  second  degré.  Jacobi  a  donné  les  formules 
qui  permettent  de  passer  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordon- 
nées elliptiques.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(2)  f{u)  =  (u  —  ai)  (u  —  a,).  .  .{u  —  an), 

(3)  ^(u)  =  {u  —  pi)  (m_p2)...(«_  p„), 

on  aura 

et  l'élément  linéaire  de  l'espace,  donné  par  la  formule 

ds^  =  dx?  -H ...  -H  dx},. 
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aura  pour  expression,  en  coordonnées  elliptiques, 


4^/(p/.)    '^ 


Celte  expression  apparaît  comme  la  généralisation  naturelle  de  celle 
qu'on  doit  à  Lamé  pour  l'espace  à  trois  dimensions. 

272.  Dans  mes  premiers  travaux  sur  les  cyclides  komofocales,  j'ai 
été  conduit  à  définir  et  à  étudier  un  nouveau  système  de  coordonnées 
curvilignes  orthogonales  dont  il  a  été  dit  quelques  mots  plus  haut, 
au  u°  70  et  qui,  lui  aussi,  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions.  On  le  détermine  de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  la  notation  bn;  les  (/i  +  2)^  éléments  d'une  substitu- 
tion linéaire  orthogonale  à  «  4-  2  variables.  Ils  sont  liés,  comme  on 
sait,  par  les  relations 


I       /  —  1  ;  —  1 

(6) 


[2  Oh   ^-.     2'.' 

=  ra-i-2  /i=7i-+-2 

2_,     f^/cif^/<:h=  O,  ^     6/A 


/,=7l-+-2 

b/a  =  0. 

Supposons  que  tous  ces  éléments  soient  des  constantes  et  introduisons, 
à  la  place  des  n  variables  .a?,-,  les  n  -+-  2  variables  j)^,  dont  les  rapports 
mutuels  sont  déterminés  par  les  équations  suivantes 

(  7  )       ^JKA'  =  à  Al  Xi  +  6/,-2  372  +  ...  -i-  b/ai  Xn  -t-  ^/, ,;, 


x\^. 

..^xl—W^ 

■i\\ 

x\-^. 

..+  ^2+  R2 

où  R  désigne  une  nouvelle  constante  et  1  un  facteur  de  proportion- 
nalité. 

Un  point  de  l'espace  à  n  dimensions  sera  déterminé  par  les  rapports 
mutuels  des  variables  yi.  Mais  ces  rariables  sont  des  coordonnées 
homogènes  surabondantes  liées,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  par 
la  relation  identique 


(8)  Y^yl=<^- 


SUR    I,'.\  PPM  CATION     1)1     THÉORÈME    d'.VBK.L.  473 

Mous  les  appellerons  coordonnées  sp/iérùjues  du  point.  Réciproque- 
ment, toutes  les  fois  que  n  -h  2  variables  y^  vérifient  la  relation  iden- 
tique précédente,  elles  sont  les  coordonnées  sphériques  d'un  point,  et 
les  formules  (7)  permettent  d'en  déduire  les  coordonnées  carié- 
siennes  jc,:  On  trouve  en  efTet,  par  des  calculs  faciles, 


A=n  +  2 

x:  =  'k  2  ^/'■ir/c. 

Â=2 

.r  î  -4- . 

:rf-. 

A  =71 +  2 

.  .  ^  x;,  -4-  R-         .,      "Vl      , 
1  »  1/  —  1                         ^" 

et,  des  (leu\^  dernières  de  ces  relations,  on  déduira  les  suivantes  : 

A  =  «  +  2 

/  :=  Tt  +  2 

k  =  \ 

Celte  dernière  équation  fera  connaître  l'expression  de  X  en  fonction 
des  coordonnées  j/,.  et  permettra,  en  particulier,  d'obtenir  les  expres- 
sior)s  suivantes  des  Xj 

Il  est,  d'ailleurs,  très  aisé  de  former  Texpression  de  l'élément  linéaire 
de  l'espace  en  fonction  des  quantités  >'yt  et  de  leurs  ditTérentielles. 

Si  l'on  difïérentie,  en  efTet,  l'équation  (7)  et  si  l'on  ajoute,  après  les 
avoir  élevées  au  carré,  toutes  les  équations  ainsi  obtenues,  en  donnant 
à  k  toutes  les  valeurs  possibles,  on  trouvera,  en  tenant  compte  de 
l'identité  (8), 

n  +  2  n 

>'^2^'=2^^' 
1       1 
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et,  par  suite,  l'élément  linéaire  de  l'espace  à  n  dimensions  sera  fourni 
par  la  formule 

7H-2 

(i3)  ds'^ 


2  *^^""  '  ^/•■'«+2~  bk^n+\  )yic 


OÙ  ne  figurent  que  les  coordonnées  sphériques  j'/^.. 

273.  L'emploi  des  coordonnées  sphériques  permet  de  montrer  que, 
dans  tout  espace  à  n  dimensions,  il  existe  un  système  triple  ortho- 
gonal algébrique,  plus  général  que  celui  des  coordonnées  elliptiques. 

Si  l'on  pose  en  effet 

f,,.  ,,,  _  (^/.—  ?i)  («/.—  P2)-  •  •(«/.—  9,i) 

^'■'^  ^'~  TT^)  ' 

f{u)  désignant  le  polynôme  à  racines  constantes 

(i5)  /(a)  =  {u  —  a^){u  —  a^). .  .(u  —  an+î), 

les  quantités  /;■.  satisferont  à  la  relation  identique 


7H-2 


,r!.=  o 


et  pourront  être  considérées,  par  conséquent,  comme  les  coordonnées 
sphériques  d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Les  quantités  pj,  p^,  ...,  pn  seront  les  n  racines  de  l'équation  en  1 


I^ 


X 


Par  un  calcul  analogue  à  celui  de  Jacobi,  on  trouvera 

1  1 

cp(«)  désignant,  pour  abréger,  le  polynôme 

(l8)  Cp(M)  =  (  M  —  Pi)(k  —  p2)...(  M  —  p,l). 
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On  aura  donc,  pour  l'élément  de  l'espace  à  n  dimensions,  l'expression 
suivante,  déduite  des  formules  (i3)  et  (17), 


/(?/) 


où  M  aura  pour  expression 
(•20)  M  =  — — - 


Hv/- 


2    :^/.(/--^*^-,«+2— *A-.n+l) 


On  voit  ainsi  que,  dans  un  espace  quelconque,  les  n  variables  p,-  défi- 
nies par  l'équation  (16)  forment  un  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes orthogonales. 

Ce  système  est  plus  général  que  celui  de  Lamé  et  de  Jacobi,  puisque 
les  surfaces  qui  le  composent,  et  pour  lesquelles  une  des  coordonnées 
est  constante,  sont  définies  par  l'équation  (16)  ;  et  l'expression  (7)  des 
coordonnées  j^yt  montre  que  ces  surfaces  sont  du  quatrième  ordre  et 
qu'elles  admettent  pour  ligne  double  le  cercle  de  l'infini. 

274.  Des  calculs  qui  viennent  d'être  développés  il  résulte  que,  dans 
tout  espace  à  n  dimensions,  on  peut  définir  deux  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques  pour  lesquels  l'élément  linéaire  est  compris  dans 
la  forme  générale 

où  l'on  a 

(9.2)  cp(«)  =  (if  —  p,)...(M  —  p„) 

et  oùy'(«)  désigne  un  polynôme  algébrique  à  coefficients  constants. 
Pour  l'un  de  ces  systèmes,  formé  des  surfaces  homofocales  du  second 
degré,  M  se  réduit  à  une  constante  et  lepol3'nome/(M)  est  du  degré  n. 
Pour  l'autre,  formé  de  surfaces  du  quatrième  ordre  analogues  aux 
cyclides,  f{u)  est  un  polynôme  du  degré  «  +  2.  Nous  allons  voir 
comment  l'application  du  théorème  fondamental  d'Abel  permet  de 
rattacher  à  ces  systèmes  une  suite  illimitée  de  nouveaux  systèmes 
orthogonaux  algébricjues. 

0  et  ©1  désignant  des  fonctions  quelconques  des  variables  p,-,  dési- 
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gnons  par  A0,  A(0,  0,),  les  symboles  opératoires  suivants 


(•23) 


L'équatioi 


A(e,  0,)  =r  O 


est   évidemment  la   condition    nécessaire  est  suffisante  pour  que  les 
surfaces  appartenant  aux  deuv  familles 

e  =  const.,         Bi=const. 

se  coupent  mutuellement  à  angle  droit. 

Gela  posé,  introduisons  la  fonction  0  définie  par  la  formule 

où  l'on  a 

(25)  ^{u)  =  {u  —  1^)  {u  —  aa).  .  .(«  —  a,j), 

a,,  ...,  (Xji  désignant  n  constantes  arbitraires. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  0,  considérée  comme  dépendante 
des  quantités  a,,  satisfait  identiquement  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  suivantes  : 

(26)  2(a/— a/,)- ^ h- ; —  =  o, 

,         ,     n  (  n  —  I  ) 
qui  sont  au  nombre  de 

Considérée   comme  fonction  des   variables  p/,   elle  satisfera  égale- 
ment à  une  équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  allons  former. 
On  a 

La  somme  qui  figure  dans  le  second  membre  est  précisément   une   de 
celles  qu'Abel  nous  a  appris  à  évaluer.  C'est  le  coefficient  de—  dans 

le  développement  de  -^ — -  suivant  les  puissances  descendantes  de  //. 
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On  a  donc  généralement 

(28)  Ae=2(?'— '^'>- 

Ce  point  étant  admis,  reprenons  la  formule  générale 

et  difTérenlions  par  rapport  à  une  des  constantes  a.  On  sera  évidem- 
ment conduit  à  l'identité 

,  ,  I   (?Ae  /       ù<d\ 

-2,     dli  \         ÔT-iJ 

En  faisant  usage  de  cette  relation,  on  voit  que,  si  l'on  différeutie  \^î^v 
ra])port  à  a,  l'équation  (28),  on  aura 

<«■!>- ^ 

Difréreiilions  à  son  lour  Téquation  (3i)par  rapport  à  une  autre  des 
constantes  a,;  nous  auions 

Or,  d'apiès  les  équations  (26)  auxquelles  satisfait  0,  on  a  idenlique- 
m  eut 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3i), 

(3^)  Afe,   ^^)=o. 

On  aura  donc,  dans  tous  les  cas,  en  vertu  de  l'identité  (82), 

Le  lecteui-  pourra  d'ailleurs  calculer  directement   -— •>  - —  et  vérifier 

sans  peine  la  relation,  fondamentale  pour  notre  objet,  que  nous  venons 
d'(d)tenir. 
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275.  Ces  formules  préliminaires  une  fois  établies,  considérons  une 
fonction  F  des  seules  variables  a/,  assujettie  à  vérifier  les  équations 
aux  dérivées  partielles 


(36)  'i(a,-a/,) 


et  écrivons  les  n  équations 


Ô7.i  àoL/;  Ôt-i  à'Xk 


qui  déterminent  a,,  ...,  a„  en  fonction  de  pi,  ...,  p„.  Nous  allons 
montrer  que  les  fonctions  a,  ainsi  définies  forment  un  système  com- 
plètement orthogonal. 

Remarquons  à  cet  effet  qu'en  vertu  des  équations  (26)  et  (36),  on  a 
identiquement 

_.     /  ^^e  ^'^F  \      ç)e_      ^;f       dfd       <w  _ 

\00L,d0i/,-  (JOLiÔX/^J  àoLi  (J7.(  ÔT-k  OO-k     ~ 

Par  conséquent  toutes  les  équations 

(38)  ^^^_^)^^ 

ô'J.i  doLk         On-i  àxtc 

OÙ  i  est  différent  de  A",  s'obtiennent  par  la  combinaison  linéaire  des 
équations  (87),  dont  elles  sont  de  simples  conséquences. 

D'après   cela,  si   nous   diflerentions  totalement  les  équations  (87), 
nous  aurons,  en  tenant  compte  des  formules  (38), 


(3.,)  yj?!^.,„,_(^_:^)<,,, 


Si  donc  l'on  pose,  pour  abréger, 

on  voit  qu'on  aura 

(40  A(a,,a,)=-^A('^,^)=o. 

PiPk     \Oxi    diu) 

Donc  les  fonctions  aj,  ...,  a„  forment  un  système  orthogonal. 

On  peut  démontrer  ce  résultat  d'une  autre  manière.  La  relation  (40 
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montre  que  les  n'^  éléments  définis  par  la  fornnule 

()2e 


V  ?'(Pa)     /    /  (m\ 


sont  ceux  d'une  substitution   linéaire  orthogonale.   Car,  en   vertu  de 
l'équation  (4i)>  i'^  satisfont  identiquement  à  la  relation 

l=n 

/  ,  Cil  Ckl  =  O 
l  =  \ 

et,  d'après  la  définition  du  symbole  A,  on  a  évidemment 

I, 
i.  \ 


i-  \ 

Or  on  trouvera  aisément  qu'on  a 


^^  d0\  I  cT'(a,-) 


ce  qui  donne,  pour  l'expression  des  coefficients  Cn^, 


y    o'(p/,-)y  rs'(oLi)  (JoLiàp/^- 


En  tenant  compte  de  cette  expression,  l'équation  (89)  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


(4-i) 


V*        i    Z^'^pA-)    ,  ,    /—©(a,-) 


Si  l'on  élève  les  deux  membres  au  carré  et  si  l'on  ajoute  toutes  les 
équations  obtenues  en  donnant  à  i  toutes  les  valeurs  possibles,  on 
aura 


lisant  l'équalion  (21), 
(43)  <,„  =  _4M=2|^ />,"",'■ 


ou  encore,  en  utilisant  l'équalion  (21) 
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Cette  expression  de  réiémeiit  linéaire  de  l'espace  à  n  dimensions,  étant 
débarrassée  des  rectangles,  met  en  évidence  que  les  fonctions  a,-  for- 
ment un  système  complètement  orlliogonal. 

27G.  Des  propositions  précédentes  lésulte  l'existence  d'une  infinité 
de  systèmes  orthogonaux  nouveaux.  II  est  aisé  en  effet  de  démontrer 
que  les  équations  aux  dérivées  partielles  (36),  quoique  en  nombre 
surabondant,  admettent  des  solutions,  algébriques  ou  transcendantes, 
en  nombre  illimité,  et  que  leur  intégrale  générale  contient  dans  son 
expression  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Les  systèmes  ortho- 
gonaux définis   par  les  formules  (3-) 

ont  donc  un  degré  assez  grand  de  généralité. 

Les  équations  précédentes  se  |)i'ésenlent  sous  forme  transcendante, 
puisque  0  a  pour  expression 


2/\/7^ 


'rfp, 


mais  nous  allons  voir  qu'en  s'appuyant  sur  la  découverte  fondamentale 
d'A.beI  relative  aux  intégrales  algébriques,  on  pourra,  dans  un  nombre 
illimité  de  cas,  les  lemplacer  par  des  relations  entièrement  algébri- 
ques. 

Considérons  en  eflél  l'équation 

(44)  P^-QV(^)^(^)  =  o 

où  P  et  Q  désignent  deux  polynômes  algébriques  en  x,  dont  nous 
regnrdons  les  coefficients  comme  variables.  Le  théorème  d'Abel  nous 
apprend  que,  si  Ton  désigne  par  j?,,  j^g»  •••  l^s  racines  de  cette  équa- 
tion et  si  l'on  suppose,  pour  chacune  d'elles,  le  signe  du  radical  défini 
par  l'équation 

(45)  sjj\x)m{x)^  ^, 

on  aura,  en  faisant  varier  les  polynômes  F  et  Q  de  ôP  et  de  ôQ  et  en 
désignant  par  bxi  la  variation  correspondante  de  .r,, 

Y      R(:r,)o.r/      ^    .  2R(^)  (P  5Q  -  Q  SP  ) . 
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R  (^)  désignant  un  polynôme  quelconque  et  iK  étant  le  signe  qui 
exprime  le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  l'expression  sou- 
mise à  ce  signe  suivant  les  puissances  descendantes  de  a:. 

Supposons  maintenant  que  les  coefficients  des  polynômes  P  et  Q 
varient  d'un  système  de  valeurs  désigné  par  l'indice  o  à  un  autre  sys- 
tème désigné  par  l'indice  i.  Chacune  des  racines  jCi  passera  d'une 
valeur  jt"  à  une  valeur  a;}  ;  l'équation  précédente,  intégrée  entre  ces 
deux  états,  nous  donnera  la  suivante 


(47) 


qui  est  due  également  à  Abel, 

277.  Nous  allons  l'appliquer  successivement  à  nos  deux  systèmes 
orthogonaux  en  prenant  pour  nT(^)  le  polynôme  défini  par  l'équa- 
tion (25)  et  pour/(^)  le  polynôme  qui  figure  dans  l'expression  de 
Télément  linéaire. 

Pour  le  premier  des  deux  systèmes  orthogonaux,  ce  polynôme  est 
du  degré  n.  Choisissons  P  du  degré /?  H- «,  Q  du  degré  p —  i  et 
prenons  pour  système  de  valeurs  initiales  celui  pour  lequel  P  se  réduit 
à  son  premier  terme,  tous  les  coefficients  de  Q  étant  nuls.  Alors  toutes 
les  valeurs  initiales  a-f  seront  nulles  et  il  en  sera  de  même  de  la  voleur 
initiale  de 


P-Q//(^)Tn(:r)* 

(Choisissons  maintenantpour  l'état  final  celui  dans  lequel  n  des  2p-\-2n 
racines  J7,  sont  égales  à  pi,  p2,  . . . ,  Pn,  les  2/?  +  n  autres  se  réduisant 
toutes  à  des  constantes  /i,,  Aj,  ...  ,  liip+n-  En  exprimant  que  l'équa- 
tion (44)  admet  toutes  ces  racines,  nous  aurons  2p-\-2n  équations 
qui,  par  l'élimination  des  ?./?-l-/i  coefficients  de  P  et  de  Q,  donneiont 
n  relations  algébriques  entre  les  quantités  p,,  a^;,  ht.  Ces  relations 
algébriques  donneront  naissance,  d'après  la  formule  (47)»  ^^^  rela- 
tions transcendantes  comprises  dans  la  formule  générale 


(i8) 


s/f{h,)-^{hi) 


él^o  v//(P')'^(?')     éi  Jo 


^f(x)Tn{x)      ""  P  ~q^/{x)m{x)' 
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P  et  Q  ayant  les  valeurs  qui  correspondent  à  l'état  final,  parce  que, 
pour  l'état  initial,  le  logarithme  qui  figure  dans  la  formule  (47)  se 
réduit  à  zéro.  Ainsi  les  coefficients  de  P  et  Q  sont  déterminés  par  les 
conditions 


(49)  P(9i)-Q(Pi)VApô^(Pi)  =  o, 

(50)  P(hi)-q(hi}^Ahi)m{hi)  =  o, 

qui  permettraient  évidemment  d'écrire  les  expressions  développées  de 
ces  polynômes. 

Dans  la  formule  (48))  'e  second  membre  sera  nul  toutes  les  fois  que 
R(^)  sera  de  degré  inférieur  à  n.  On  aura  donc 


>/f{hi)w(Jli)' 


pour  tout  polynôme  R(.27)  de  degré  inférieur  ou  égal  An  —  i. 

D'après  cela,  prenons  pour  R  {x)  successivement  les  différents  quo- 
tients   '—  que  l'on  obtient  en  supprimant  un  des  facteurs  deGj(^). 

On  aura  les  n  équations 


y     /*  v/7n(p/)  doj       __     ICI        r  \/m(hi) 


auxquelles  on  peut  donner  la  fornîe  suivante 
Posons 

(52)  "" 


-2X^/1?- 


Les  équations  (5i)  pourront  s'écrire  sous  la  forme  abrégée 

La  fonction  F  satisfait  aux  équations  aux  dérivées  partielles  (36), 
on  le  reconnaît  par  un  calcul  des  plus  faciles.  Nous  voyons  donc  que 
les  équations  (54)  rentrent  dans  le  type  (87)  donné  plus  haut  et  que 
les  variables  a,,  «2,  ...  ,  oi-,i  déterminées  par  ces  équations  en  fonction 
de  pi,  P2,  ...,  p„  sont  les  paramètres  d'un  système  orthogonal.  Comme 
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les  relations  transcendantes  (54)  peuvent  être  remplacées  par  les 
équations  algébriques  que  Ton  obtient  en  éliminant,  entre  les  équa- 
tions (49)  et  (5o),  les  coefficients  de  P  et  de  Q,  on  reconnaît  que 
tous  les  systèmes  orthogonaux  ainsi  définis  sont  algébriques. 

278.  Les  raisonnements  précédents  se  rattachent  au  premier  des 
deux  systèmes  orthogonaux  définis  aux  n°*  271  à  273.  Si  nous  envi- 
sageons le  second,  pour  lequel  f{x)  est  du  degré /i -h  î?,  on  pourra 
constituer  une  théorie  analogue. 

On  prendra  l'équation  algébrique 

(55)  P2— Q2/(^)TO(a;)  =  0, 

où  P  sera  maintenant  un  polynôme  de  degré  «  +/>  +  i  et  Q  un  poly- 
nôme de  degré  p.  On  exprimera  qu'elle  admet  pour  racines  p,,  , . .,  p„ 
et /i  +  2/>  +  2  constantes  A,.  L'élimination  des  «  +  2/) -+- 2  coefficients 
de  P  et  de  Q  entre  les  2/1  +  2/74-2  équations  ainsi  obtenues  laissera 
n  relations  entre  les  variables  p/  et  les  variables  a^  qui  définiront  éga- 
lement un  système  orthogonal.  Le  raisonnement  est  le  même  que  pour 
le  cas  précédent. 


r 


NOTE   11. 
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279.   Considérons  une  ellipse  (E)  définie  par  les  équalions 


(0 


Elle  admet,  comme  on  sait,  une  focale  réelle,  qui  est  une  hyperbole  (H) 
définie  par  les  équations 

(^)  ^-P=''         •>-  =  «' 

c  étant  liée  à  6  et  à  a  par  la  relation 

(3)  c2=«2_^2^ 

de  sorte  que  l'axe  focal   e>l  le  même  pour  les  deux  coniques  et  que 
chacune  d'elles  a  pour  sommets  les  foyers  de  l'autre. 

Si  l'on  considère  un  plan  (|uelconque  défini  par  l'équation 

(4)  ux -\- vy -+- (V  z -i- p  =  o, 

la  condition  pour  qu'il  soit  tangent  à  la  fois  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole 
s'exprime  par  les  deux  relations 

qui  entraînent  comme  conséquence  la  suivante 

(G)  i2(,(2_u  (;2_^  „,2j  _  o. 

Il  résulte  de  là  que  les  coniques  (E)  el  (II)  sont  les  lignes  doubles 
d'une  développable  isotrope  (A),  qui  admet,  du  reste,  deux  aulres 
lignes  doubles  à  savoir  :  le  cercle  imaginaire  de   l'infini  et  aussi  une 
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autre  conique  imaginaire,  située  dans  le  plan  des  y^,  et  dont  les  équa- 
tions pourront  s'écrire 

y2        z"- 
(7)  ^  =  o,  Z_  +  _+,=o. 

Toutes  ces  propriétés  générales  sont  bien  connues.  Nous  allons,  au  con- 
traire, insister  sur  les  suivantes,  dont  nous  aurons  à  faire  usage,  et  que 
nous  avons  signalées,  il  y  a  déjà  longtemps,  dans  notre  Ouvrage  :  Sur 
une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  et  sur  ta  théorie 
des  imaginaires^  publié  en  1873. 

280.  Etant  donnée  une  développable  isotrope  (A),  traçons  sur  elle 
une  courbe  ^[uelconque  (G).  Soient  M  un  point  de  (G),  M^  la  tangente 
à  la  courbe  en  ce  point  et  {d)  la  génératrice  recliligne  de  (A)  qui 
passe  en  M.  Le  plan  langent  en  M  à  (A)  contiendra  à  la  fois  Mt  et  {d)  ; 
et,  comme  il  est  isotrope,  il  contiendra  sa  propre  normale,  qui  sera  la 
génératrice  rectiligne  {d).  En  sorte  que  {d)  sera  une  droite  isotrope 
normale  en  M  à  la  tangente  M^.  De  là  résulte  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  l'on  connaît  une  courbe  (G)  d'une  développable  isotrope  (A), 
on  construira  cette  développable  isotrope  en  menant  en  chaque 
point  M  rfe  (G)  une  des  deux  droites  isotropes  qui  sont  normales  en 
ce  point  à  (G).  De  sorte  que  5/  (G)  est  une  courbe  double  f/e  (  A),  il 
suffira,  pour  obtenir  les  deux  nappes  de  (A)  qui  se  croisent  en  (G), 
de  construire  en  chaque  point  de  cette  courbe  les  deux  droites 
isotropes  situées  dans  le  plan  normale  la  courbe. 

Appliquons  cette  proposition  générale  au  cas  particulier  que  nous 
avons  en  vue.  Soit  A,  par  exemple,  un  point  particuliei'de  l'ellipse  (E); 
les  deux  autres  droites  isotropes  normales  en  A  à  (E)  sont  évidem- 
ment symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy  et  vont  couper  l'hyper- 
bole en  deux  points  B,  B',  placés  symétriquetnenl  par  rapport  au  même 
plan  des  xy.  Les  deux  droites  isotropes  AB,  AB'  sont  normales  respec- 
tivement en  Bel  B'  à  l'hyperbole  (H),  il  en  est  de  même,  pour  raison 
de  symétrie,  des  droites  A' B,  A' B' qui  joignent  à  B,  B'  le  point  A' de  (  E), 
symétrique  de  A  par  rapport  au  plan  des  xz.  On  a  donc  constitué  un 
quadrilatère  ABA'B'  ((ui  jouit  des  nombreuses  propriétés  suivantes  : 

1°  Tous  ses  côtés  appartiennest  à  la  développable  (A)  et,  par 
conséquent,  ils  sont  isotropes  ; 

9.°  Deux  de  ses  sommets  opposés  sont  sur  une  des  coniques  focales  : 
A,  A'  sont  sur  (E);  B,  B'  sur  (H); 
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3°  Les  côtés  qui  se  croisent  en  un  de  ses  sommets  sont  normaux  à 
la  conique  qui  contient  ce  sommet.  Par  exemple  AB,  AB'  sont  nor- 
maux en  A  à  (E),  BA,  BA'  sont  normaux  en  B  à  (H)  ; 

4°  Les  tangentes  en  A,  A'  à  l'ellipse,  en  B,  B'  à  l'hyperbole  vont 
concourir  en  un  même  point  de  l'axe  des  x,  qui  sera  le  centre  d'une 
sphère  {1)  contenant  les  quatre  côtés  du  quadrilatère. 

Considérons  en  effet  le  côté  AB  du  quadrilatère,  qui  est  une  géné- 
ratrice de  (A).  Le  plan  tangent  de  la  développable  suivant  AB  contient 
évidemment  la  tangente  en  A  à  l'ellipse  et  la  tangente  en  Bà  l'hyperbole. 
Ces  deux  droites  vont  donc  concourir  au  point  où  ce  plan  tangent 
coupe  l'axe  des  œ]  et  il  en  est  de  même,  pour  raison  de  symétrie,  des 
tangentes  en  A'  et  en  B'.  Soit  D  le  point  de  concours  des  quatre  droites. 
La  sphère  (2)  de  centre  D  et  de  rayon  DA  contiendra  évidemment  les 
droites  isotropes  AB',  AB  normales  en  A  au  rayon  DA  et,  pour  raison 
de  symétrie,  elle  contiendra  de  même  les  côtés  A'B,  A'B'.  Elle  sera  évi- 
demment normale  en  A,  A'  à  l'ellipse  et  en  B,  B'  à  l'hyperbole. 

5°  Les  points-sphères  qui  ont  pour  centre  A  ou  A'  coupent  le  plan 
de  l'hyperbole  suivant  un  cercle  (K')  qui  est  tangent  en  B,  B'  à 
l'hyperbole,  et  les  points-sphères  qui  ont  pour  centre  B  ou  B'  coupent 
le  plan  de  l'ellipse  suivant  un  cercle  (K)  qui  est  tangent  en  A  et  A'  à 
l'ellipse. 

En  effet,  le  point-sphère  qui  a  pour  centre  A,  par  exemple,  est 
évidemment  tangent  à  la  développable  (A)  suivant  les  deux  droites 
isotropes  AB,  AB'.  Il  coupe  donc  le  plan  de  l'hyperbole  (H)  suivant 
un  cercle  (K')  qui  est  tangent  à  la  développable  (A)  et,  par  suite,  à 
l'hyperbole,  en  B  et  B'. 

On  raisonnera  de  même  pour  le  cercle  (K). 

Il  est  clair  que  les  deux  cercles  (K)  et  (K')  sont,  l'un  et  l'autre, 
normaux  à  la  sphère  (2). 

6"  Appelons /o/er^  d'un  cercle  les  deux  points-sphères  passant  par 
ce  cercle.  Quand  une  sphère  est  orthogonale  à  un  cercle,  elle  est 
orthogonale  à  toutes  les  sphères  passant  par  ce  cercle;  en  particu- 
lier elle  contient  ses  foyers,  et  réciproquement.  Donc  ici  toutes  les 
sphères  qui  passeront  par  A,  A',  foyers  du  cercle  (K'),  seront  ortho- 
gonales au  cercle  (  K')  ;  et  de  même  toutes  les  sphères  passant  par  B,  B' 
seront  orthogonales  au  cercle  (K). 

Toute  sphère  passant  par  l'un  des  cercles,  (K)  par  exemple,  con- 
tiendra les  foyers  de  (K')  et  sera,  par  suite,  orthogonale  à  (K'). 

7°  Considérons  le  cône  de  sommet  A  circonscrit  à  l'hyperbole  (H). 
Il  sera  évidemment  tangent  suivant  les  droites  AB,  AB'  au  point- 
sphère  A.  Ce  sera  donc  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite 
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perpendiculaire  au  plan  BAB',  c'est-à-dire  la  tangente  en  A  à 
Tellipse  (E).  Inversement,  si  un  cône  de  révolution  contient  l'hyper- 
bole (H),  son  sommet  sera  le  centre  d'un  point-sphère  doublement 
tangent  à  l'hyperbole  et,  par  conséquent,  sera  un  point  de  l'ellipse. 

En  répétant  le  raisonnement  pour  le  point  B,  on  voit  que  chacune 
des  deux  focales  (E)  et  (H)  est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révo- 
lution passant  par  l'autre,  et  que  l'axe  de  chacun  de  ces  cônes  est  la 
tangente  menée  à  la  focale,  au  sommet  même  du  cône. 

281.  Il  résulte  immédiatement  des  propriétés  précédentes  que,  si 
l'on  considère  toutes  les  droites  assujetties  à  rencontrer  à  la  fois  les 
courbes  (E)  et  (H),  elles  forment  une  congruence  de  normales. 

Soit,  en  effet,  MP  une  de  ces  droites,  rencontrant  l'ellipse  en  M  et 
l'hyperbole  en  P.  Les  deux  plans  focaux  de  cette  droite  sont  évidem- 
ment ceux  qui  passent  par  la  droite  et  par  l'une  des  tangentes,  en  M 
à  Tellipse,  ou  en  P  à  l'hyperbole.  Or  ces  deux  plans  sont  évidemment 
rectangulaires.  Car  si  l'on  considère,  par  exemple,  le  cône  de  sommet  M 
qui  passe  par  l'hyperbole,  l'un  des  deux  plans  focaux  est  le  plan 
tangent  suivant  MP  à  ce  cône;  l'autre  plan  focal  est  celui  qui  passe 
par  l'axe  du  cône  et  la  génératrice  MP.  Le  cône  étant  de  révolution, 
ces  deux  plans  sont  nécessairement  orthogonaux,  ce  qui  est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  MP  engendrent  une 
congruence  de  normales. 

Au  reste,  cette  proposition  fondamentale  peut  être  établie  par 
l'analyse  de  la  manière  suivante  : 

282.  Un  point  M  de  l'ellipse  (E)  peut  toujours  être  défini  par  les 
équations 

(8)  T  =  a  cos(D,        j—bsino,         z  =  o^ 

où  o  désigne  l'angle  d'anomalie;  et  de  même  un  point  Mi  de  l'hyper- 
bole (H)  est  défini  par  les  formules 

(9)  a"=ccos9i,        ^  =  0,         zz=bisinoi, 

qu'on  déduit  des  premières  en  y  changeant  c  en  a,  «  en  c  et  6  en  bi. 
A  la  vérité  l'angle  cp,  n'est  pas  réel,  mais  son  emploi  donne  plus  de 
symétrie  aux  calculs  ultérieurs;  et  il  suffira  d'ailleurs,  pour  faire 
disparaître  des  formules  toute  apparence  d'imaginarité,  de  rem- 
placer cp,  par  if\i^  par  exemple,  ^j;  étant  réel. 

A  l'aide  des  formules  précédentes,  on  peut  obtenir  la  distance  MMi. 
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Un  calcul  facile  nous  donnera 

(lo)  MMi  =  (ccosQ  —  acoscpi)2, 

et  de  là  il  résulte  que  la  sphère  (S)  de  centre  M  et  de  rayon 

(if)  R  =  c  cos<p  -+-  /i, 

où  A' désigne  une  constante,  sera  toujours  tangente  à  la  sphère  (Si) 
ayant  pour  centre  le  point  Mj  et  pour  rayon 

(12)  R]  =  a  costpi-H  A-; 

car  l'identité  (10)  exprime  qu'on  a 

MM,  =  R—  Ri. 

Les  deux  sphères  variables  (S)  et  (Sj),  demeurant  toujours  tan- 
gentes l'une  à  l'autre,  auront  nécessairement  la  même  enveloppe,  qui 
sera  la  surface  décrite  par  leur  point  de  contact  commun  et  sera  nor- 
male aux  diverses  positions  de  la  droite  MMj. 

L'équation  de  la  sphère  (S),  qui  s'obtient  sans  difficulté,  se  présente 
sous  la  forme 

(i3)       x^  -h y^ -\-  z-  —  i(ax  -h  ck)  cosç.  —  ^^^  sincp  -H  6- —  /i-  =  o. 

Celle  de  la  sphère  (Si)  est  de  même 

(i4)     X-  -i-  j^- -\-  z-  — 7.(cx  -i-  ak)  coscpi  —  7. hi z  sinoy  —  b'^  —  k-  =  o; 

de  sorte  que  l'application   de  la  théorie  des  enveloppes  nous  fournit 
l'équation  de  la  cyclide  sous  les  deux  formes  équivalentes 

(i5)  i{ax-{-  cky--\-^b'^y^  =  {x^-^y'--^z^--^b'^~k'^y, 

(16)  4(c:P  +  aA)'^— 4^--^  =(.r2-+-jK2+z2— 62— A2)2. 

Lorsque  k  variera,  on  aura  une  famille  de  cyclides  parallèles. 

283.  Parmi  les  sphères  (S),  deux  se  réduisent  à  des  points,  qui 
sont  sur  l'ellipse  et  correspondent  aux  valeurs  de  cp  pour  lesquelles  le 
rayon  R  est  nul.  Les  deux  points  A,  A'  ainsi  obtenus  ont,  d'après 
cela,  pour  coordonnées 

17)  x=-—,         y  =  ±-s/c^-~  kK,  5  =  0 

et  sont,  par  suite,  symétriques  par  rapport  au  plan  de  Thyperbole  (H  ). 
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De  même,  parmi  les  sphères  (S,),  deuv  se  réduisent  à  des  points,  qui 
sont  sur  l'hyperbole  et  correspondent  aux  valeurs  de  Çi  pour  lesquelles 
Ri  est  nul. 

Ces  deux  points  H  et  B'  ont  pour  coordonnt-es 


ck 


(i8)  x=—  — ,  r  =  o,  z=±—yk^- — a^ 

et  sont  placés  symétriquement  par  rapport  au  plan  de  l'ellipse  (E). 
Les  points-sphères  B,  B'  étant  tangents  à  toutes  les  sphères  (S),  leurs 
centres  doivent  appartenir  à  toutes  ces  sphères.  Ainsi,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier  avec  les  équations  (i3),  toutes  les  sphères  (S) 
passent  par  les  deux  points  B,  B' ;  et  de  même  toutes  les  sphères  (S,) 
passent  par  les  deux  points  A,  A'.  Ces  quatre  points  A,  A',  B,  B'  sont 
des  points  coniques  de  la  cyclide,  et  l'on  peut  dire  que  cette  surface  est 
l'enveloppe,  soit  des  sphères  (S)  dont  les  centres  décrivent  l'ellipse  (E) 
et  qui  passent  par  un  point  B  de  l'hyperbole  (H),  soit  des  sphères  (Si) 
qui  passent  par  un  point  A  de  (E)  et  dont  les  centres  décrivent 
l'hyperbole  (H)('). 

On  peut  relier  l'un  à  l'autre  ces  deux  modes  de  génération.  Puisque 
les  points-sphères  A,  A'  sont  tangents  aux  points-sphères  B,  B',  les 
droites  AB,  AB',  A'B,  A'B'  sont  nécessairement  de  longueur  nulle, 
comme  il  est  aisé  de  le  vérifier  à  l'aide  des  formules  (i6),  (17);  de  sorte 
que  le  quadrilatère  ABA'B'  forme  par  les  quatre  points  coniques  est 
un  de  ceux  dont  nous  venons  d'étudier  si  complètement  les  propriétés. 
Étudions  ses  relations  avec  la  cyclide. 

Le  point-sphère  A  est  inscrit,  suivant  les  deux  droites  AB,  AB',  à 
la  développable  isotrope  (A);  d'autre  part  ces  deux  droites  AB,  AB' 
constituent,  on  s'en  assure  aisément,  le  cercle  de  contact  de  ce  point- 
sphère  A  avec  la  cyclide.  On  voit  donc  que  la  cyclide  est  inscrite^ 
suivant  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  isotrope  ABA'B',  à  la 
développable  (  A  ) . 

La  considération  du  quadrilatère  ABA'B' et  des  cercles  (K)et(K') 
qui  en  dérivent,  et  que  nous  appellerons  dans  la  suite  cercles  focaux 
de  la  cyclide,  permet  d'ailleurs  de  donner  une  construction  de  cette 
surface,  entièrement  indépendante  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole. 


(')  Comme  toutes  les  sphères  passant  par  13,  B' sont  orthogonales  au  cercle  (K) 
on  peut  encore  indiquer  une  génération  de  la  cyclide  qui  n'emploie  qu'une  des 
coniques.  La  cyclide  de  Dupiii  est  l'enveloppe  des  sphères  dont  les  centres 
décrivent  une  conique  et  qui  coupent  à  angle  droit  un  cercle  doublement  tan- 
gent à  cette  conique. 

Cette  génération  se  trouve  dans  l'Ouvrage  de  1878  cité  plus  haut. 
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284.  Considérons,  par  exemple,  les  sphères  (S)  qui  ont  leur  centre 
sur  l'ellipse  et  passent  en  outre  par  les  deux  points  B,  B'  de  l'hyper- 
bole (H).  Comme  le  point  B,  par  exemple,  est  le  sommet  d'un  cône 
de  révolution  qui  contient  l'ellipse  (E)  et  admet  pour  axe  la  tangente 
à  l'hyperbole  en  B,  les  rayons  des  sphères  (S)  qui  aboutissent  en  B, 
rayons  qui  sont  les  génératrices  du  cône,  font  un  angle  constant  avec 
la  tangente  en  B  à  l'hyperbole  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  avec  le 
cercle  (K'). 

D'après  cela,  on  peut  définir  complètement  la  famille  de  sphères  (S) 
en  disant  que  ces  sphères  sont  assujetties  à  passer  par  deux  points 
B  et  B'  d'un  cercle  (K/)  et  à  couper  en  outre  le  cercle  (K')  sous  un 
angle  constant. 

La  valeur  constante  de  cet  angle  peut  d'ailleurs  être  obtenue  par  un 
calcul  facile. 

Pour  l'une  quelconque  des  sphères  (S),  les  cosinus-directeurs  du 
rayon  qui  aboutit  à  l'un  des  points  B,  B'  sont 

a  ces  es  ,     .  ±—\/k- — a^ 


a  '  —  b  sine 


ccostf-h/i-  ccoscp  +  A-  ccosœ-i-Â: 

Ceux  de  la  tangente  en  ce  point  de  l'hyperbole  sont  de  même 


v/A2  — rt-^  kb 


m 


L'angle  w'  de  ces  deux  droites  a  son  expression  définie  par  la  for- 
ule 


,     ,  ,       \/k''-a^ 

(19)  cosw  = 

v/A' —  c"^ 

et  est  indépendant  de  l'angle  cp  qui  caractérise  la  sphère  (S).  11  est 
donc  le  même  pour  toutes  les  sphères  d'une  même  famille. 

L'angle  a'  de  la  sphère  (S)  avec  le  cercle  (K')  a  pour  expression 


(20) 


a  = w 


Il  sera  donc  défini  par  la  formule 
(21)  CCS  a'  =  sin  to 


Si  l'on  considérait  de  même  les  sphères  (Sj)  qui  ont  leur  centre  sur 
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l'hyperbole  et  passent  par  les  deux  points  A,  A',  on  verrait  qu'elles 
coupent  le  cercle  (K)  sous  un  angle  a  défini  par  les  équations 


,      .                            .             Y  k-  —  c-  ib 

(•^2)  SI 


v//:2— rt-'  s/k-^—a'^ 

Ainsi  l'on  peiit^  de  deux  manières  différentes^  considérer  la  cyciide 
comme  l'enveloppe  d'une  sphère  variable  assujettie  à  rencontrer  un 
cercle  fixe  en  deux  points,  réels  ou  imaginaires,  et  à  couper  ce 
cercle  sous  un  angle  constant. 

Les  deux  ntiodes  de  génération  ainsi  obtenus  peuvent  d'ailleurs  être 
très  aisément  rattachés  l'un  à  l'autre. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  se  donne  le  premier,  ce  qui  exige 
la  connaissance  du  cercle  (K'),  des  deux  points  B,  B'  et  de  l'angle  a.'. 
Les  deux  points-sphères  B,  B'  se  couperont  suivant  le  cercle  (K). 
En  d'autres  termes,  le  cercle  (K)  sera  défini  par  la  condition  d'ad- 
mettre B,  B'pour  foyers.  De  même  A,  A'seront  les  foyers  du  cercle  (K'). 
On  connaîtra  donc,  dans  le  second  mode  de  génération,  le  cercle  (K), 
les  points  A,  A'.  Il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  l'angle  en.  Or  il 
suffit  de  rapprocher  les  formules  (21)  et  (22)  pour  en  déduire  la  sui- 
vante : 

(23  )  sina  sina'=  i, 

qui  fera  connaître  a  quand  a'  sera  donné. 

285.  Les  modes  de -génération  que  nous  venons  de  faire  connaître 
peuvent  d'ailleurs  être  légèrement  transformés.  Quand  une  sphère  (S) 
coupe  un  cercle  fixe  (K')  en  deux  points  fixes  B,  W  sous  un  angle 
constant,  elle  touche  évidemment  son  enveloppe  suivant  un  cercle  qui 
fait  avec  le  cercle  (K')  le  même  angle  que  la  sphère  (S)  elle-même. 
On  le  reconnaît  immédiatement  en  remarquant  que  le  point  B  est  un 
point  conique  de  cette  enveloppe,  pour  lequel  les  plans  tangents  à 
l'enveloppe  sont  ceux  des  sphères  (S)  elles-mêmes,  et,  par  suite, 
enveloppent  un  cône  de  révolution  admettant  pour  axe  la  tangente 
au  cercle  (K').  Ainsi  l'on  peut  dire  que  la  cyciide  est  engendrée,  soit 
par  les  cercles  xmriables  qui  coupent  le  cercle  focal  (K')  aux 
points  fixes  B,  B'  et  font  avec  lui  l'angle  constant  oc',  soit  par  les 
cercles  variables  qui  coupent  le  cercle  focal  (k)  aux  points  A,  A' 
et  font  avec  lui  l'angle  constant  a. 

286.  De  ces  différents  modes  de  génération  résulte  une  propriété 
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fondamentale  de  la  cyclide.  C'est  qu'elle  peut  être,  en  général  de 
quatre  manières  différentes,  considérée  comme  l'inverse  d'un  cône  de 
révolution.  Si  l'on  emploie,  par  exemple,  le  dernier  mode  de  géné- 
ration, on  voit  qu'une  inversion  dont  le  pôle  sera  un  des  points 
coniques,  H  par  exemple,  transformera  tous  les  cercles  générateurs 
passant  au  point  B  en  droites  qui  passeront  par  l'inverse  du  point  B'  et 
feront  un  angle  constant  avec  la  droite  fixe,  transformée  du  cercle  (K'). 
Or,  de  telles  droites  engendrent  évidemment  un  cône  de  révo- 
lution. 

Il  est  vrai  que  les  inversions  par  lesquelles  la  cyclide  se  ironsforme 
en  un  cône  de  révolution  ne  peuvent  être  réelles  que  si  la  surface 
a  des  points  coniques  réels.  Ceci  nous  amène  à  dire  un  mot  relati- 
vement à  la  réalité  ou  à  l'imaginarité  des  différents  éléments  géomé- 
triques que  nous  avons  introduits. 

287.  Remarquons  d'abord  que,  dans  le  cas  d'une  cyclide  réelle,  la 
sphère  (2)  qui  contient  les  quatre  points  coniques  A,  A',  B,  B',  et  que 
nous  appellerons  dans  la  suite  la  sphère  principale  de  la  cyclide,  a 
nécessairemen^^t  son  équation  réelle  et,  par  conséquent,  son  centre 
réel.  Si  h  est  l'abscisse  de  ce  centre,  on  trouvera  facilement  que 
l'équation  de  cette  sphère  est 

et,  par  conséquent,  le  rayon  sera  réel  toutes  les  fois,  et  toutes  les  fois 
seulement,  que  ce  centre  sera  extérieur,  soit  à  l'ellipse,  soit  à  l'hy- 
perbole. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  se  trouve  entre  les  branches  de 
l'hyperbole.  Les  points  B,  B'  seront  réels,  ainsi  que  la  sphère  (^)  et  le 
cercle  (K').  Mais  le  cercle  (K)  sera  imaginaire,  car  ses  points  focaux 
B  et  B'  seront  réels.  Quant  aux  points  A  et  A',  foyers  du  cercle  (K'), 
ils  seront  évidemment  imaginaires  coi>jugués.  Ainsi  la  cyclide  aura 
deux  points  coniques  réels. 

Si  le  centre  de  (i)  est  situé  entre  le  foyer  de  l'hyperbole  et  celui 
de  l'ellipse,  la  cyclide.n'aura  plus  de  point  double  réel.  Le  carré  du 
rayon  de  (D)  sera  négatif.  Seuls  les  cercles  (K)  et  (Iv')  seront  réels, 
leurs  foyers  étant  imaginaires  conjugués. 

Enfin,  si  le  centre  de  (2)  est  hois  de  l'ellipse,  les  points  A  et  A' 
deviendront  réels  et,  par  suite,  le  cercle  (K')  dont  ils  sont  les  foyers 
deviendra  imaginaire.  Mais  le  cercle  (K)  restera  réel,  et  la  sphère  (i) 
redeviendra  réelle.  La  cyclide  aura  encore  deux  points  coniques 
réels. 
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288.  De  celte  discussion  résulte  la  démonstration  d'une  propriété 
qui  a  servi  de  base  aux  études  de  M.  Mannheim  sur  la  cyclide.  Celle 
surface  se  transformera  en  un  tore  quand  on  la  soumettra  à  une  inver- 
sion dont  le  pôle  sera  sur  Tun  des  cercles  (K)  ou  (K').  Supposons, 
par  exemple,  que  le  pôle  de  cette  inversion  soit  sur  le  cercle  (K). 
Toutes  les  sphères  (S),  qui  sont  nécessairement  orthogonales  à  (K), 
puisqu'elles  passent  par  B  et  B',  se  Iran-formenl  en  sphères  assujet- 
ties à  avoir  leurs  rentres  en  ligne  droite  et  à  toucher  une  sphère  fixe, 
l'une  quelconque  des  transformées  des  sphères  (Si).  La  cjclide  sera 
donc  transformée  en  un  tore,  et  il  en  serait  de  même  si  le  pôle  de 
l'inversion  avait  été  pris  sur  le  cercle  (K').  Comme  il  résulte  de  la 
discussion  précédente  que  l'un  au  moins  des  cercles  (K),  (K')  est  réel 
quand  la  cyclide  est  réelle,  on  voit  qu'il  y  aura  toujours  une  infinité 
d'inversions  réelles  transformant  la  cyclide  en  un  loie. 

•289.  Pour  l'étude  des  autres  propriétés  de  la  cyclide,  et  en  particu- 
lier des  inversions  qui  la  transforment  en  elle-même,  nous  renver- 
rons à  l'article  58  et  à  la  Note  VII  de  l'Ouvrage  Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques  que  nous  avons 
cité  plus  haut.  Nous  signalerons  cependant  deux  e>pèces  particulières 
(le  cyclides,  correspondantes  à  îles  formes  particulières  dvx  quadrilatère 
isotrope  ABA'B'. 

Si  les  points  A,  A'  viennent  coïncider  avec  les  sommets  de  l'ellipse 
situés  sur  l'axe  non  focal,  les  points  B,  B'  viennent  de  même  coïncider 
avec  les  sommets  imaginaires  de  l'iiyperbole  (H).  La  cyclide,  qui  a 
toujours  pour  plans  de  symétrie  les  plans  de  l'ellipse  el  de  l'hyperbole, 
acquiert  un  troisième  plan  de  symétrie  perpendiculaire  aux  deux  pre- 
miers. 

On  obtient  de  telles  cyclides  en  prenant  l'inverse  d'un  cône  de 
révùlulion,  dans  une  inversion  dont  le  pôle  est  situé  dans  le  plan  de 
symétrie  du  cône  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution. 

On  les  obtient  également  en  annulant  hi  conslanle  /.  dans  les  for- 
mules (il)  à  (  i8),  données  plus  haut. 

Le  quadrilatère  ABA'B'  devient  plan  et  la  sphère  principale  (i) 
se  réduit  au  plan  même  de  ce  quadrilatère. 

11  faut  signaler  un  autre  cas  particulier,  celui  dans  lequel  deux 
sommets  opposés  du  quadrilatère  isotrope  viennent  >e  confondre. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  point  conique  B  vienne  se  placer 
à  l'un  des  sommets  réels  de  l'hyperbole.  B  et  B'  seront  alors 
confondus,  mais  A  et  A'  demeureront  distincts  et  seront  les  points 
de  l'ellipse  situés  !-ur  la  directrice  relative  à  son  foyer  B.  La 
cyclide  sera  l'enveloppe  des  sphères  (S)  dont  les  centres  décrivent 
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l'ellipse  et  qui  passent  par  B.  En  faisant  une  inversion  de  pôle  B,  on 
verra  aisément  qu'elle  se  transforme,  non  plus  en  cône,  mais  en  un 
cylindre  de  révolution. 

Il  en  sera  de  même  si  les  sommets  A,  A'  viennent  se  réunir  en  un 
des  foyers  de  l'hyperbole. 

.  Ces  deux  cas  particuliers  s'obtiennent  en  donnant  à  k  les  valeurs 
d=a  ou  ±c  dans  les  formules  (  1 1  )  à  (  i8).  Le  quadrilatère  AB  A'B' 
se  replie  alors  sur  lui-même,  et  deux  de  ses  sommets  opposés  viennent 
se  confondre. 

290.  Revenant  à  la  théorie  générale,  nous  signalerons  une  consé- 
quence géométrique  intéressante  des  propriétés  établies  plus  haut. 

Etant  donnée  une  cyclide  quelconque,  soumettons-la  à  une  inver- 
sion dont  le  pôle  soit  un  de  ses  points  coniques,  A  par  exemple.  Elle 
se  transformera  en  un  cône  (G)  dont  l'axe  de  révolution  {d)  sera 
l'inverse  du  cercle  (K)  et  dont  le  sommet  S  sera  l'inverse  du  point  A'. 
Toutes  les  sphères  (U)  passant  par  (K)  se  transformeront  en 
plans  (P)  passant  par  l'axe  {d).  Quant  aux  sphères  (U')  passant 
par  (K'),  elles  se  transformeront  en  sphères  (Y)  ayant  pour  centre 
commun  le  sommet  du  cône. 

Or  les  plans  (P)  coupent  le  cône  (G)  à  angle  droit  suivant  deux 
génératrices  rectilignes,  c'est-à-dire  suivant  deux  lignes  de  courbure. 
De  même  les  sphères  (V)  coupent  le  cône  à  angle  droit  suivant  deux 
lignes  de  courbure  circulaires.  Revenant  à  la  figure  primitive,  nous 
pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  sphères  passant  par  un  des  cercles  focaux  coupent  la  cyclide 
à  angle  droit  suivant  deux  lignes  de  courbure  circulaires. 

Toutes  les  cyclides  admettant  les  quatre  mêmes  points  coniques 
A,  B,  A',  ^' ,  forment  une  des  familles  d'un  système  triple  ortho- 
gonal; les  deux  autres  familles  de  ce  système  sont  formées  des 
sphères  passant,  les  unes  par  le  cercle  (K),  les  autres  par  le 
cercle  (K');  de  sorte  que  les  trajectoires  orthogonales  des  cyclides 
sont  les  cercles  rencontrant  deux  fois  chacun  des  cercles  focaux. 

291.  L'étude  détaillée  que  nous  venons  de  faire  conduit  à  des  con- 
séquences analytiques  que  nous  allons  maintenant  développer. 

Supposons  d'abord  qu'on  employé  les  coordonnées  rectangulaires  et 
que  l'on  conserve  les  variables  9,  tP]  déjà  définies.  Gherchons  le  point 
où  la  droite  qui  joint  le  point  M  de  l'ellipse  (E)  au  point  Mj  de 
l'hyperbole  (  H  )  coupe  normalement  la  cyclide.  Si  ^r,  jk,  z  désignent  les 
coordonnées  de  ce  point  et  X,  Y,  Z  les  cosinus-directeurs  de  la  nor- 
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maie, 


-t-R  X, 

^H-R  Y, 

3-f-R  Z, 

+  R.X, 

r+RiY, 

^-f-R,Z 

seront  les  coordonnées  des  deux  centres  de  courbure  principaux.  En 
exprimant  que  ces  deux  centres  sont  respectivement  les  points  M,  M,, 
nous  aurons  les  équations 


(25) 


ar  =  a  costp  —  RX  =  c  cosoi  —  Rj  X, 
jK  =  6  sino  — RY  =  —Ri  Y, 

z  ■=■  — RZ=6isinc5i — RiZ, 


et  de  là  on  déduit  immédiatement  les  valeurs  suivantes 


H, 


COS91 


(26)         y 


I 
K  ~ 

Ri 

b  . 

-s.no 

I 

1 
Ri 

bi 
K 

sin  0 

R  " 

1 

"r; 

(27) 


_  a  ces  9  —  c  coscpi 
~  R-R, 


Y  = 
Z  == 


b  sin  cp 
R— R,' 
—  6t  sino, 
R  -  R, 


Il  suffira  de  remplacer  K  et  R,  par  leurs  expressions  (11)  et  (12) 
pour  obtenir  des  formules  ne  contenant  plus  que  cp  et  cpj. 

D'ailleurs,  la  differentiation  des  formules  (25)  nous  donne  immé- 
diatement les  relations 


dx                j^  ù\ 

d.r                    dX 

dcpi                  (>cp,' 

dr.=~''^-d^ 

|>1^-R^, 

dcpi                 do, 

^=-R.^ 

do                   do 

dz             j^  dZ 

dz            j^   dZ 

(>Oi   ~             (^cp/ 

do                '  dcp 

(28) 


et,  d'après  la  méthode  d'Olinde  Rodrigues,  ces  formules  montrent 
immédiatement  que  9  et  cp,  sont  les  paramètres  des  lignes  de  cour- 
bure, R  et  R,  étant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face. 

A  l'aide  des  formules  (27),   il  est   très  aisé  de  former  l'élément 
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linéaire  de  la  représentnlion  sphérique.  On  trouve  ainsi 

^   •''  (K  — R,)-^'    '  ' '^      (ccoscp  — acos(pi)^ 

Une  fois  obtenue  cette  formule,  qui  donne  l'élément  linéaire  de  la 
sphère  rapporté  à  deux,  familles  de  cercles  orthogonaux,  l'application 
des  relations  (28)  nous  fournit  immédiatement  les  suivantes  : 

(3o)    ds^-=dx^--^dr^+dz-^  ^'  ^       l^-M) 


hi 


L(ccosç-|-/:j2       («coscpi-i-/i:j2j 


i—1 \ V 

\ccoscp-i-/c       acos<pi-i- A/ 
et 

(30     dxdy.^dydX^dzdZ  =  --^^^i-^î^ ^^iL_^ 

(  li  —  Hi)-  \ccoscp-i- A-       aco«cp,-H/r 

La  formule  (3o)  donne  l'élément  linéaire  de  la  surface,  et  la  for- 
mule (3i  )  moiUre  qu'on  pourra  obtenir^  par  de  simples  quadratures, 
les  lignes  asymptotiques  de  la  surface.  Les  formules  (29)  et  (3o)  sont 
bien  d'accord  avec  ce  qu'on  sait  de  la  forme  de  l'élément  linéaire 
d'une  surface  rapportée  à  deux,  séries  de  cercles  géodésiques  orthogo- 
naux. 

Nois  avons  vu  qu'on  forme  un  système  triple  avec  la  famille  des 
cyclides  parallèles  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  /.  et  les 
deux  familles  de  cônes  de  révolution  qui  passent  par  les  courbes  (E) 
et  (H).  Dans  ce  système,  l'élément  linéaire  de  l'espace  sera  tlonné  par 
la  formule 

ûf5-  =  dk-  -f- —  \{a  cosoi  -1-  ky-  rfcp- —  (c  coso  -t-  k)"^  d'Sj'W 

(a  COSCp,  —  C  COSO)^  *-  '  'TV  .  /  .IJ 

qui  convient  bien  à  une  famille  de  surfaces  parallèles. 

292.  Au  lieu  des  coordonnées  rectilignes,  on  peut  aussi  employer 
les  coordonnées  penlasphériques  ;  mais  celte  méthode  laisse  de  côté 
les  cyclides  réciproques  de  cylindres. 

Considérons  un  cône  de  révolution.  Son  équation  pourra  être  mise 
sous  la  forme 

^^ -f- JK^ -4- /i -s^  =  o. 

Prenons   un   système  de   coordonnées   p'^ntasphériques   formé  avec 
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les  cinq  sphères 

X  =  O,        y  =  O,        Z  =  O,        a72-j-_^2_|_   -2_  Rî_  o^        ^2_|_  j2_4_  ^2_|_  f\2_  o^ 

qui  sont  deux  à  deux  orthogonales  (*).  L'équation  du  cône  deviendra 
(3a)  x]-{- xl-h  hxl  =  o. 

Soumettons  le  cône  à  une  inversion.  Il  se  transformera  en  une 
cyclide  générale  dont  l'équation  sera  toujours  l'équation  {^2)^  pourvu 
que  les  coordonnées  se  rapportent  aux  transformées  des  sphères 
priniitivemen t  choisies. 

Ainsi,  en  laissant  de  côté  le  cas  exceptionnel  indiqué  plus  haut, 
toute  cyclide  peut  être  définie  par  l'équation  (82). 

En  faisant  usage  de  l'identité  qui  relie  les  coordonnées  pantasphé- 
riques 

S\xJ  =  o, 

on  peut  encore  donner  à  l'équation  de  la  cyclide  la  forme 

(33)  xl-hx\-^ii  —  h)xl  =  o, 

tout  aussi  simple  que  la  première. 

Remarquons  que  ces  deux  formes  subsisteront  avec  une  double  infi- 
nité de  systèmes  coordonnés.  Car  on  peut  soumettre  à  une  substitution 
orthogonale,  soit  les  deux  variables  x^,  x^,  soit  les  deux  variables 
Xi,  .rj. 

D'après  la  manière  même  dont  on  a  obtenu  l'équation  (82),  on  peut 
dire  que  les  deux  équations 

Xi=^  o,  Xi=  o 

représentent  l'un  des  cercles  focaux;  l'autre  étant  représenté  de  même 
par  les  équations 

Xi=  o,  Xs  =  o. 

L'équation 

représente  la  sphère  principale  (i)  de  la  cyclide  ;  de  sorte  que  le 
système  de  coordonnées  pentasphériques  orthogonales  avec  lequel  on 
obtient  les  formes  réduites  (82),  (33)  est  constitué  comme  il  suit  : 
deux  sphères  orthogonales  (Sj),   (S2)   passant   par  l'un    des  cercles 


(')  Pour  tout  ce  qui  concerne  les  coordonnée  pentasphériques,  voir  les  Leçons 
sur  la  théorie  générale  des  surfaces  (Livre  II,  Chap.  VI). 
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focaux,  la  sphère  principale  (S3),  puis  deux  sphères  orthogonales  (S4), 
(Ss)  passant  par  l'autre  cercle  focal. 

Les  quatre  points  coniques  de  la  cyclide  sont  définis  par  les  équations 

i  071  =  o,  3:2  =  0,         3^3=0,         x^  =±  ix^, 

(  Xi:=±  1X2,  .  373  =  0,         xi,  =  o,  375=0. 

293.  Introduisons  les  coordonnées  curvilignes  définies  par  les  for- 
mules 

(35)       j  ^i  =  v/-/«^3C0S'];,  i  ^4=  v/A-i^sCOS^^i, 

(  372=  /— ^^3  sintj;;  (  X;=\/h  —  i  ^a  sini];!. 

En  faisant  varier  à  la  fois  h,  ^  et  <^i^  nous  aurons,  pour  l'élément 
linéaire  de  l'espace,  la  formule 

(37)     ds"         ^^^' 


dh-^ 


hili 


I    / — T I  ^^^'^        sin6\  I  ,- 1  co%<hi        sin6i\"12 

qui  met  en  évidence  le  système  triple  orthogonal  déjà  obtenu  par  la 
Géométrie  et  formé  :  1°  avec  toutes  les  cjciides  que  l'on  obtient  en  fai- 
sant varier  h  et  qui  ont  les  mêmes  points  coniques  ;  2°  avec  les  sphères 
qui  sont  définies  par  les  équations 

(3S)  37i  sint|i  —  373COS4'  =0, 

(39)  374sint}^i — 375  C0S({;i  =  o, 

c'est-à-dire  qui  passent  par  l'un  des  cercles  focaux. 

Si  l'on  veut  étudier  la  Géométrie  sur  une  des  cjciides,  il  suffira  de 
faire  dhz=io  dans  la  formule  (87).  Les  équations  (38)  et  (89)  repré- 
sentent les  sphères  orthogonales  à  la  cyclide  suivant  un  cercle  de 
courbure. 
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DÉTERMINATION  DES  SYSTEMES  TRIPLES  ORTHOGONAUX  QUI  COM- 
PREJNNENT  UNE  FAMILLE  DE  CYCLIDES  DE  DUPIN  ET  PLUS 
GÉNÉRALEMENT  UNE  FAMILLE  DE  SURFACES  A  LIGNES  DE  COUR- 
BURE   PLANES    DANS    LES    DEUX    SYSTÈMES. 


29i.  Dans  la  Note  précédente  nous  avons  fait  connaître  les  princi- 
pales propriétés  de  la  cyclide  de  Dupin.  Nous  pouvons  maintenant 
aborder  un  problème  où  ces  propriétés  seront  utilisées  et  déterminer 
tous  les  systèmes  triples  qui  comprennent  une  famille  de  cyclides  de 
Dupin. 

Voici  d'abord  une  méthode  à  laquelle  on  pourrait  songer.  Considé- 
rons une  surface  quelconque  dont  l'équation  dépende  de  N  para- 
mètres. Pour  obtenir  la  famille  la  plus  générale  formée  avec  de  telles 
surfaces,  il  suffit  d'établir  N  —  i  relations  entre  ces  paramètres.  Cette 
famille  dépendra  donc  de  N — i  fonctions  d'une  seule  variable.  En 
exprimant  qu'elle  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troi- 
sième ordre  qui  caractérise  les  familles  de  Lamé,  on  aura  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  N —  i  fonc- 
tions. Ces  conditions,  qui  contiendront  les  dérivées  premières  des 
N —  I  fonctions,  pourront  d'ailleurs  être  incompatibles. 

En  pratique,  cette  méthode  pourra,  il  est  vrai,  être  d'une  applica- 
tion difficile.  Mais  elle  offre  l'avantage  de  donner  une  notion  précise 
sur  le  degré  de  généralité  de  la  solution.  Cette  solution,  si  elle  existe, 
s'obtiendra  en  intégrant  un  système  d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  auquel  devront  satisfaire  N — i  fonctions  d'une  seule 
variable. 

295.  Quand  on  connaît  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  à  N  pa- 
ramètres considérée,  il  existe  une  autre  méthode  que  nous  avons 
déjà  appliquée  avec  succès,  notamment  au  n°  55  de  cet  Ouvrage,  et 
qui,  comme  on  va  le  voir,  conduit  rapidement  au  résultat  dans  le  cas 
présent. 

Voici  en  quoi  elle  consiste  :  imaginons  qu'on  ait  une  famille  de  sur- 
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faces  (S)  dépendante  d'un  paramètre  P2  et  que,  sur  chaque  surface  (S), 
on  puisse  déterminer  les  lignes  de  courbure  d'un  certain  système  (G). 
Ces  lignes  dépendront  d'un  second  paramètre  u.  Si  les  surfaces  (S) 
forment  une  famille  de  Lamé,  il  faudra  qu'on  puisse  grouper  les 
courbes  (C)  de  toutes  les  surfaces,  de  manière  à  en  former  une  famille 
de  surfaces  (i)  normales  aux.  surfaces  (S).  Il  faudra  donc  qu'on  puisse 
disposer  de  u  en  fonction  de  p^  de  telle  manière  que,  lorsque  p^  variera, 
la  courbe  (G)  correspondante  engendre  une  des  surfaces  (2),  c'est- 
à-dire  une  surface  normale  à  la  surface  (S)  sur  laquelle  elle  est  tracée. 

Voici  le  procédé  qui  est  le  plus  commode  pour  réaliser  celte  condi- 
tion. Construisons,  ce  qui  est  en  général  facile,  une  surface  (U)  cou- 
pant (S)  à  angle  droit  suivant  la  ligne  de  courbure  de  paramètre  a.  Il 
n'y  aura  plus  qu'à  exprimer  que,  lorsque  p^  varie,  cette  surface  (U) 
touche  son  enveloppe  suivant  la  courbe  (G).  Gette  enveloppe  sera 
donc  une  des  surfaces  (2)  qui  couperont  à  angle  droit  toutes  les 
surfaces  (S). 

Gomme  ces  surfaces  (2)  doivent  former  une  famille,  il  est  clair  que 
les  conditions  précédentes  ne  doivent  pas  déterminer  u  en  fonction 
de  P2.  Sans  cela,  il  n'y  aurait  qu'un  nombre  limité  de  surfaces  ortho- 
gonales. Mais  elles  doivent  conduire  seulement  à  une  équation  diffé- 

•   11         1         .     T        .  I     •  du     T  ,.      ,  .         1 

rentielle,  c  est-a-dire  a  une  relation  entre  u,  pj, -r— •  L  intégration  de 

celte  équation  introduira  une  constante  arbitraire  que  nous  pourrons 
désigner  par  p,  et  qui  sera  le  paramètre  de  la  famille  des  surfaces  (2). 
Si  l'on  peut  obtenir  cette  famille  (2i),  on  aura  deux  familles  de 
surfaces  se  coupant  à  angle  droit  suivant  des  lignes  de  courbure  des 
surfaces  (S).  Et,  par  conséquent,  d'après  la  réciproque  du  théorème 
de  Diipin,  la  famille  des  surfaces  (S)  sera  une  famille  de  Lamé.  Pour 
obtenir  la  troisième  famille  qui  complète  le  système  triple,  il  faudra 
appliquer  la  même  méthode  en  substituant  aux.  courbes  (G)  les  autres 
lignes  de  courbure  des  surfaces  (S). 

296.  Dans  les  deux  Mémoires  qui  ont  été  imprimés  dans  le  Tome  LI 
des  Mémoires  de  l'Académie  {^),  nous  avons  appliqué  cette  méthode 


(  '  )  Détermination  des  systèmes  triples  orthogonaux  qui  comprennent  une 
famille  de  cyclides  de  Dupin  et,  plus  généralement,  une  famille  de  surfaces 
à  lignes  de  courbure  planes  dans  les  deux  systèmes  {Mémoires  de  l'Académie, 
t.  LI,  n°  1). 

Second  Mémoire  sur  la  détermination  des  systèmes  triples  orthogonaux 
qui  comprennent  une  famille  de  cyclides  de  Dupin  (même  Recueil  et  même 
Tome,  n"  2). 
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de  deux  manières  différentes,  en  employant,  soit  les  coordonnées  recti- 
lignes,  soit  les  coordonnées  pentasphériques.  Renvoyant  le  lecteur  à 
ces  travaux,  nous  nous  bornerons  ici  à  l'analyse  qui  repose  sur  l'em- 
ploi des  coordonnées  pentasphériques. 

Ces  coordonnées  pentasphériques  seront  rapportées,  non  plus  à  des 
sphères  fixes,  mais  à  des  sphères  variables.  Nous  emploierons  cette 
extension  de  la  théorie  des  mouvements  relatifs  et  de  l'emploi  du 
trièdre  mobile  dont  un  géomètre  très  distingué,  M.  A.  Demoulin,  a 
déjà  signalé  l'intérêt  et  fait  diverses  applications  dans  plusieurs  Com- 
munications insérées  aux  Comptes  rendus  à  partir  de  igoS. 

297.  Nous  avons  vu  qu'en  choisissant  convenablement  les  coordon- 
nées pentasphériques,  toute  cyclide  qui  n'est  pas  l'inverse  d'un 
cylindre  peut  être  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 
équivalentes 

(i)  x\-\-  x\-T-  /ia;|  =  G, 

(-2)  xl-^-xl-^{i  —  h)xl=zo, 

de  sorte  que,  pourvu  que  A  soit  une  fonction  de  p-j,  toute  famille  de 
cyclides  peut  être  représentée  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations. 

Mais  alors  il  faut  supposer  que,  lorsqu'on  passe  d'une  cyclide  à  toute 
autre  de  la  famille,  on  doit  changer  le  système  de  coordonnées  pen- 
tasphériques auquel  l'équation  est  rapportée.  Comme  dans  le  cas 
du  trièdre  mobile,  le  système  des  cinq  sphères  coordonnées  varie  en 
général  quand  varie  le  paramètre  Oj.  Les  coordonnées  Xj  doivent  être 
considérées  comme  des  fonctions  du  paramètre  pj  et  des  coordonnées 
du  point  auquel  elles  se  rapportent  relativement  à  un  système  fixe 
de  coordonnées  pentasphériques  qui  joue  ici  le  rôle  du  trièdre  fixe. 
Nous  allons  examiner  d'abord  comment  on  obtiendra  les  valeurs  de 
leurs  dérivées  par  rapport  à  p,. 

Nous  rappellerons  à  cet  effet  quelques  formules  relatives  aux 
coordonnées  pentasphériques. 

Si  l'on  considère  cinq  sphères  (S/)  de  rayon  R^,  deux  à  deux  ortho- 
gonales, on  sait  {Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  n°  152)  que  les 
cinq  coordonnées  pentasphériques  d'un  point  sont  données  par  la 
formule 

(3)  ^/.=  X|^, 

"A 

C 

Sa  désignant  la  puissance  du  point  par  rapport  à  la  sphère  (S/t)  et  -^ 

R* 
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devant  être  remplacée,  si  la  sphère  se  réduit  à  un  plan,  par  le  double 
2P^  de  la  distance  à  ce  plan. 

Le  facteur  de  proportionnalité  1  est  lié  aux  coordonnées  ^v,  par  la 
formule 

donnée  au  n°  152  de  l'Ouvrage  cité. 

D'autre  part,  si  l'on  considère  une  sphère  quelconque  (S),  définie 
par  l'équation 

où  l'on  peut  supposer 

5 

2^1=1, 


tant  que  le  rayon  de  la  sphère  n'est  pas  nul,  les  formules  du  n»  156 
de  l'Ouvrage  cité  plus  haut  nous  donnent 


(5) 


g        —2  ^  nikx/c 


p  désignant  le  rayon  de  (S)  et  S  la  puissance  par  rapport  à  celte 
sphère  du  point  de  coordonnées  a-/^-. 

En  introduisant  le  facteur  de  proportionnalité  À,  on  a 

(6)  X-  ^^nux,,, 

et  cette  formule  fait  connaître  la  signification  géométrique  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  de  toute  sphère  (S).  Quand  celle-ci  se 

S 
réduit  à  un  plan,  —  doit,  ici  encore,  être  remplacé  par  le  double  2  P  de 

la  distance  à  ce  plan. 

298.  D'après   cela,    considérons   cinq   sphères   orthogonales  quel- 
conques (Uj),  définies  par  les  équations 


^an 
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OÙ  l'on  a 

*  =  5 

(7)  ^af,=  u 

Les  conditions  d'orthogonalilé  s'exprimeront  par  les  formules 

*=:5 

Voyons  ce  qui  adviendra  des  coordonnées  pentasphériques  quand 
on  fera  un  changement  de  coordonnées  et  qu'on  substituera  les 
sphères  (U,)  aux  sphères  (S,).  Si  l'on  désigne  par  p^  le  rayon  de  (U,) 
et  par  (U/)  la  puissance  par  rapport  à  cette  sphère,  il  résulte  de  la 
formule  (6)  que  l'on  aura 

;t=5 

£'■ 


(9)  >'— ^  =^aikXk. 


A=l 


Si  donc  on  définit  les  nouvelles  coordonnées  pentasphériques  avec 
le  même  coefficient  de  proportionnalité  X,  on  aura,  en  les  désignant 

par  y,, 


('O)  jK/=2« 


Â=5 


k  =  i 

Rapprochées  des  relations  (7)  et  (8),  ces  formules  définissent  évi- 
demment une  substitution  orthogonale  quelconque. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  les  coefficients  de  cette  substi- 
tution orthogonale  soient  des  fonctions  de  p2,  nous  obtiendrons  le 
changement  de  coordonnées  par  lequel  on  passe  d'un  système  fixe  de 
coordonnées  pentasphériques  Xj  à  un  système  variable  de  coordon- 
nées /,-. 

DifTérentions  les  formules  précédentes  par  rapport  à  pj,  nous 
auions 

Op^      jLi^  dp,     '" 

En  remplaçant  les  x^c  en  fonction  des  y^  à  l'aide  des  formules 

(II)  ^aayi=3i^k, 
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déduites  des  équations  (lo),  il  viendra 

/,=5 

k-. 
bii^  ayant  pour  expression 


(■'•)  |7=2*"^'- 


<i3)  *.v,  =  2 


dai 

aie 


i/i-i 


dp  2 


Or  il  résulte   manifestement   de  la  dilTérentiation  des   relations  (7) 
et  (8)  qu'on  aura 

( 1 4 )  i>ii=  o,  bik -H  bui  =  o . 

Ainsi,  en  changeant  les  notations,  nous  pouvons  énoncer  la  proposi- 
tion suivante  : 

Si  les  Xi  désignent  les  coordonnées  pefitasphériques  dhin  point 
fixe  relativement  à  un  système  de  cinq  sphères  qui  varie  avec  un 
paramètre  p^  et  si  le  coefficient  de  proportionnalité  X  demeure  in- 
variable, les  dérivées  des  Xi  par  rapport  à  p^  sont  exprimées  par  les 
formules 

(i5)  ^=2"'-^'-^'^' 

où  les  aile  sont  des  fonctions  de  p^  assujetties  à  la  double  condition 

(16)  aii=o,         aik-h  aici=  o 
et,  par  conséquent,  se  réduisent  à  dix  distinctes. 

299.  Cette  proposition  étant  établie,  revenons  à  la  cyclide,  définie 
par  l'une  ou  l'autre  des  équations  (i)  ou  (2).  Prenons,  par  exemple, 
l'équation  (i).  Nous  savons  que  les  deux  équations 

(17)  Xi  =  X3  y/ —  b  coscp,  372  =  373/ — Asin<p 

déterminent,  quand  o  demeure  constante,   une  ligne  de  courbure,  et 
que  l'équation 

(18)  a^isino  —  a72COscp  =  o 

représente  la  sphère  (U)  coupant  la  cyclide  à  angle  droit  suivant  cette 
ligne  de  courbure.   Prenons  l'enveloppe  de  cette  sphère  lorsque  p^ 
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varie  et  appliquons  la  méthode  générale  que  nous  avons  donnée.  Il 
faudra  joindre  à  l'équation  (i8)  sa  dérivée  par  rapport  à  p^,  ce  qui 
donnera 


('9) 


y                             .       .  d'y          .       dx,  dxi 

{xi  ces 'il  -H  Xi  sincî)  — !-  -i-  sino cos»  — -  =  o 


ou,  en  tenant  compte  des  équations  (i5)  et  (17), 


^3  V  —  fi  -f^  -+-  sincp(ai2 3-2-1-  «13^3-+-  «ua"4+  «tiso-g) 


ou  encore 


d(f 


cos(f(aiiXi-{-  a^zXs-h  «24^4-1-  «25^3)  =  o, 
«12  V  —  /i  -I-  «13  sin cp  —  «23  coscp 


-f-  :r;(  «n  sintp  —  «24  coscp)  -1-  a'5(rti5  sincp  —  «25  coso)  =  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  vérifiée  en  tous  les  points  du  cercle  de 
courbure,  défini  par  les  équations  (17),  il  faut  qu'elle  ait  lieu  identi- 
quement, ce  qui  donne  les  conditions 


«H  Sin'-p  «24  cosip  =  o, 

do 


«15  sincp  —  «25  coso  =  o, 


V  —  ^{-f-  -^-  «12  )  -+-  «13  sinœ  —  «23  coscp  =  o. 

Les  deux  premières,  devant  être  vérifiées  quel  que  soit  cp,  entraînent 
les  conditions 


(20) 

La  dernière, 

(■..1) 


«u  =  «1 


«24  =  «25=  O. 


h  (   — -i H  «12  )    =  «"> 

\^?2  / 


3  coso  —  «13  sincs, 


doit  être  considérée  comme  une  équation  différentielle  dont  l'inté- 
gration fera  connaître  9  en  fonction  de  p^  et  d'une  constante  arbi- 
traire p. 

Cette  constante  p  sera  le  paramètre  d'une  des  deux  familles  qui 
complètent  le  système  triple  orthogonal. 

Si  l'on  opère  avec  le  second  cercle  de  courbure,  défini  à  l'aide  de 
l'équation  (2)  par  les  formules 


(•i/>)  X:,  =  X3  y/i  —  I  cosi^,  Xs  =  X3  s/ h  —  I  sin«}>, 

on   retrouvera,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  les  conditions  (20),  et 


Sof) 

^  sera  défini  par  l'équation 


(9.3)  yM^-i  (--!-  + aisj  =  «53  cos'^  ~  a43  sint^, 

dont  l'intégration  fera  connaître  ^j;  en  fonction  de  p,  et  d'une  constante 
arbitraire  pi,  qu'on  devra  regarder  comme  le  paramètre  de  la  troisième 
famille  complétant  le  système  orthogonal. 

300.  Ces  résultats  étant  établis,  nous  aurions  d'abord,  pour  obtenir 
les  systèmes  cherchés,  à  intégrer  les  équations  (i5)  en  tenant  compte 
des  conditions  (20).  Dans  une  communication  insérée  aux  Comptes 
rendus  en  1909  (t.  GXLVIII,  p.  269),  M.  A.  Demoulin  a  donné  de 
ces  dernières  conditions  une  interprétation  qui  nous  a  permis  de 
développer  la  solution  par  une  voie  entièrement  géométrique.  Il  a 
montré  que  les  conditions  (20)  signifient  que  les  courbes  décrites 
par  les  points  coniques  de  la  cyclide  sont,  à  chaque  instant,  normales 
à  la  sphère  principale  de  la  cyclide. 

Considérons,  par  exemple,  les  points  coniques  par  lesquels  passent 
tous  les  cercles  de  première  courbure  et  qui  sont  définis  par  les  équa- 
tions 

(24)  a?,  =  372  =  373  =  o, 
auxquelles  il  faudra  joindre  la  suivante 

(25)  xl-i-xl  =  o. 

Quand  p^  varie,  ce  point  décrit  une  courbe  et  les  variations  D^,  des 
coordonnées  Xi  relatives  au  déplacement  sur  cette  courbe  se  déter- 
minent par  les  formules 

!Da7i  =  —  (ai^Xi-h  «isiFs)  rfpa,  Dx!,=  dxj, —  «45:175  dp.2, 

Da72  =  («24  37; -H  «23^5)  ^?2)  D  ■Z'5  =   dx^-h  «45^74  dp^, 

Da73  =  —  (.«34374+  «33a75)6^p2, 

analogues  à  celles  qu'on  emploie  dans  la  méthode  du  trièdre  mobile 
et  où  l'on  a  tenu  compte  des  équations  (24). 

D'autre  part,  un  déplacement  sur  la  sphère  principale  est  défini  par 
les  formules 

0x3  =  0,         Xi  oxi  -+-  X2  0X2  -i-  Xi  cXi  -h  375  S375  =  o, 

dont  la   seconde,  appliquée  au  point  conique,   se  réduit  à  la   sui 
vante 

3-4  0.^4  -+-  X^  0375  =  O, 
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OU  à  son  équivalente 

^i  2^6 X5  CXi  =  O. 

Écrivons  la  condition 

V  Dx,  5xi=  o, 

pour  que  le  déplacement  du  point  conique  soit  orthogonal  à  la  sphère 
principale. 

En  tenant  compte  de  l'équation  (a5)  et  de  celles  que  nous  en  avons 
déduites,  il  viendra 

8^l(a,4X4-h  «15375)  ■+■  0X2  («24  ^4-+-  «25^5)  =  O. 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  quels  que  soient  dx^,  ô^2>''  faut  et 
il  suffit  qu'on  ait 

«14^4+  «15^5=  o,  a24;r4-+-  «25^5=  O 

et  cela  pour  les  deux  points  singuliers,  ce  qui  entraîne  bien  les  con- 
ditions (20). 

Ainsi  ces  équations  expriment  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  deux  points  coniques  situés  sur  le  même  cercle  focal  décrivent 
des  courbes  normales  à  la  sphère  principale  de  la  cyclide. 

Telle  est  la  proposition  de  M.  Demoulin  (*).  Voyons  comment  on 
peut  la  transformer  de  manière  à  obtenir  immédiatement  la  solution 
du  problème  cherché. 

Il  suffira  de  remarquer  que  les  deux  points  coniques  associés  dans 
la  démonstration  sont  sur  un  même  cercle  focal,  qui  est  normal  en  ces 
deuxpoints  à  la  sphère  principale. La  condition  énoncée  par  M.  Demou- 
lin se  transforme  donc  dans  la  suivante  : 

Il  faut  qu'à  chaque  instant  les  deux  points  coniques  situés  sur  un 
même  cercle  focal  décrivent  des  courbes  tangentes  à  ce  cercle.  En 
d'autres  termes  il  faut  et  il  sujfit  que  l'un  de  ces  cercles  ait  une 
enveloppe  et  la  touche  en  deux  points. 

Et  il  résulte  des  développements  précédents  que,  si  la  condition  est 


(  '  )  On  peut  la  rattacher  à  un  théorème  que  le  lecteur  démontrera  en  appli- 
quant les  méthodes  du  n°  61  : 

Lorsque  les  surf  aces  qui  font  partie  d'une  famille  de  Lamé  ont  des  points 
coniques  variables  formant  une  suite  continue,  les  cônes  tangents  aux  surfaces 
en  ces  points  forment  aussi  une  famille  de  Lamé.  Par  suite,  si  ce  sont  de 
véritables  cônes,  ils  doivent  être  de  révolution,  et  leurs  axes  doivent  envelopper 
la  courbe  décrite  par  leur  sommet. 
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remplie  pour  l'un  des  cercles,  elle  le  sera  aussi  pour  l'autre,  ce  qu'il 
serait  aisé  de  vérifier  par  la  Géométrie. 

301.  La  condition  que  nous  venons  d'énoncer  relativement  aux 
cercles  focaux  est  d'une  réalisation  facile.  Puisque  chaque  cercle 
focal  doit  avoir  une  enveloppe  et  la  toucher  en  deux  points,  deux 
positions  successives  de  ce  cercle  doivent  se  trouver  sur  une  même 
sphère.  Il  suffira  donc  de  prendre  une  famille  de  sphères  dépendante 
d'un  paramètre.  Chaque  sphère  de  cette  famille  touchera  son  enve- 
loppe suivant  un  cercle  qui  sera  une  des  positions  du  cercle  focal. 

Envisageons  donc  une  famille  quelconque  de  sphères  (T).  Leurs 
centres  M  décrivent  une  courbe  que  j'appellerai  (M).  Le  plan  radical 
de  (T)  et  d'une  sphère  infiniment  voisine  de  la  même  famille  coupe  (T) 
suivant  le  cercle  de  contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe  (E). 
Ce  cercle,  que  j'appellerai  (K),  et  qui  peut  être  réel  ou  imaginaire,  a 
son  centre  sur  la  tangente  à  (M)  en  M;  et  son  plan  est  perpendicu- 
laire à  cette  tangente. 

Prenons  maintenant  Taxe  radical  de(T)  et  de  deux  sphères  infini- 
ment voisines.  Cet  axe  radical,  qui  sera  la  droite  suivant  laquelle  le 
plan  du  cercle  (K)  touche  son  enveloppe,  coupera  ce  cercle  en  deux 
points  r7,  a'  qui  seront  les  points  d'intersection  de  trois  sphères  infi- 
niment voisines.  Les  deux  points  a,  a!  décriront  respectivement  deux 
courbes  (A),  (A')  qui  seront  les  deux  branches  de  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  l'enveloppe  (  E)  et  seront  tangentes  en  a,  a'  au  cercle  (K). 

D'après  les  propositions  que  nous  avons  établies,  la  famille  de 
Lamé  la  plus  générale  composée  de  cycUdes  de  Dupin  sera  formée 
avec  les  cyclides  qui  auront  pour  cercle  focal  le  cercle  (K)  et  pour 
points  coniques  les  points  a,  à  de  ce  cercle. 

Ces  cyclides  seront  engendrées  par  les  cercles  passant  en  a,  a' 
et  coupant  le  cercle  (K)  sous  un  angle  constant.,  mais  qui  pourra 
varier  d'une  manière  quelconque  quand  on  passera  d'une  cyclide 
à  toute  autre  de  la  famille. 

Cette  proposition  si  simple  donne  la  solution  complète  du  problème 
que  nous  nous  étions  proposé.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  pour- 
suivre notre  étude. 

Après  avoir  pris  le  plan  radical  de  (T)  et  d'une  sphère  infiniment 
voisine,  qui  est  le  plan  du  cercle  (K),  Yaxe  radical  de  (T)  et  de  deux 
sphères  infiniment  voisines,  qui  est  la  droite  aa'  suivant  laquelle 
le  plan  radical  touche  son  enveloppe,  prenons  le  centre  radical 
de  (T)  et  de  trois  sphères  infiniment  voisines  de  la  famille.  Ce  centre 
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radical  sera  à  l'intersection  de  la  droite  aa'  et  de  sa  position  infini- 
ment voisine. 

D'après  cela,  le  plan  du  cercle  (K)  enveloppera  une  développable, 
qu'il  touchera  suivant  la  droite  aa' \  cette  droite  touchera  à  son  tour 
l'arête  de  rebroussement  de  la  développable,  courbe  que  nous  dési- 
gnerons par  (P),  en  un  point  P  qui  sera  le  centre  radical  de  (T)  et 
des  trois  sphères  infiniment  voisines,  c'est-à-dire  qui  sera  le  centre 
d'une  sphère  (U)  orthogonale  à  {T)  et  aux  trois  sphères  infiniment 
voisines  de  la  même  famille. 

Ainsi,  à  toute  famille  de  sphères  (T)  on  peut  associer  une  autre 
famille  de  sphères  (U),  déterminée  par  la  condition  que  chaque 
sphère  (U)  soit  orthogonale  à  la  sphère  correspondante  (Jï)  et  à 
trois  sphères  infiniment  voisines  de  la  même  famille. 

3()'2.  Cette  notion  paraît  devoir  jouer  un  rôle  essentiel  dans  l'élude 
des  familles  de  sphères.  Ajoutons  que  la  relation  est  réciproque 
entre  les  deux  familles  de  sphères.  On  peut  le  démontrer,  soit  par 
l'Analyse,  soit  par  la  Géométrie.  Voici  le  raisonnement  analytique  : 

Soit,  en  coordonnées  penlasphériques, 


(9.7)  '^tiXi=0 


l'équation  de  la  sphère  (T).  Les  coefficients  ti  sont  des  fonctions  d'un 
paramètre  variable;  nous  désignerons  leurs  dérivées  par  t\^  t],  t'J. 
Soit  de  même 

(9.8)  ^  UiXi=0 

l'équation  de  la  sphère  (U).  Pour  qu'elle  soit  orthogonale  à  la 
sphère  (T)  et  à  trois  sphères  infiniment  voisines,  il  faudra  qu'on  ait 
les  équations 

(  -29  )     2  ''  "'  =  <^'  2  ^'^  "'  ~^'  ^^t"iUi=o,  ^  t"l  Ui=0, 

qui  détermineront,  en  général,  les  rapports  mutuels  des  inconnues  m,. 
Or  on  pourra  toujours,  par  des  différentiations,  adjoindre  aux  équa- 
tions précédentes  les  suivantes 

(  3o  )    V  ti  Ui  =  0,  2  ^'  "'  =  "'i  2  ''  "''  ~  ^'  ^  ''  "''  ~  °' 

qui  meltent  en  évidence  la  réciprocité  annoncée. 
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Comme  on  a  aussi,  d'une  manière  plus  générale, 


(3i)  V^^'iafi^o  {h-^h'<: 


4), 


quels  que  soient  les  indices  de  différenlialion  h  et  h',  on  peut  dire 
que  h  sphères  infiniment  voisines  de  l'une  des  familles  sont  orthogo- 
nales à  5  —  h  sphères  infiniment  voisines  de  l'autre  famille. 

303.  D'après  cela,  si  l'on  considère  les  sphères  (U),  le  plan  radical 
de  (U)  et  d'une  sphère  infiniment  voisinede  la  même  famille  coupera  (U) 
suivant  un  cercle  (K').  Ce  plan  radical  sera  perpendiculaire  à  aa' 
et  ira  passer  par  M.  L'axe  radical  de  (U)  et  de  deux,  sphères  infini- 
ment voisines  de  la  même  famille  sera  la  langenle  en  M  à  la  courbe  (M) 
et  coupera  le  cercle  (K')  en  deux  points  b,  b'  qui  décriront  des 
courbes  (B),  (B').  Ces  courbes  seront  les  deux  branches  de  l'arête  de 
rebrousseraent  de  l'enveloppe  (E')  des  sphères  (U);  elles  seront  tan- 
gentes au  cercle  (K').  La  sphère  (T)  et  les  deux  sphères  infiniment 
voisines,  qui  se  coupent  en  a,  a',  seront  orthogonales  à  la  sphère  (U) 
et  à  la  sphère  infiniment  voisine  de  la  seconde  famille,  c'est-à-dire 
qu'elles  seront  orthogonales  au  cercle  (K').  Donc  a,  a'  seront  les  foyers 
du  cercle  (K')  el,  de  même,  &,  b'  seront  les  foyers  du  cercle  (K). 

Ainsi  les  deux  cercles  (K)  (K')  sont  les  cercles  focaux  de  la 
cyclide  que  nous  avons  construite;  leurs  foyers  a,  a' ,  b,  b'  sont  les 
points  coniques  de  cette  surface.  La  sphère  principale  (2)  est  nor- 
male en  a,  a'  au  cercle  (K),  en  6,  b'  au  cercle  (K');  elle  est  donc 
orthogonale  aux  courbes  (A),  (A'),  (B),  (B'),  décrites  par  ces 
quatre  points. 

Ces  constructions  fournissent  tous  les  éléments  essentiels  qui  inter- 
viennent dans  l'étude  de  la  cyclide. 

Comme  la  sphère  (2)  est  normale  aux  deux  cercles  focaux,  on  peut 
encore  la  définir  d'une  manière  parfaitement  symétrique  en  remar- 
quant qu'elle  coupe  à  angle  droit  les  sphères  (T),  (U)  et  les  deux 
sphères  infiniment  voisines  respectivement  de  (T)  et  de  (U)  dans  la 
première  et  dans  la  seconde  famille. 

Une  famille  de  sphères  dépend  de  trois  fonctions  arbitraires  d'un 
paramètre  et,  pour  chaque  cyclide,  l'angle  sous  lequel  les  cercles  de 
courbure  coupent  l'un  des  cercles  focaux  peut  être  choisi  arbitraire- 
ment. On  voit  donc  que  les  familles  de  Lamé  les  plus  générales 
formées  avec  des  cyclides  de  Dupin  dépendent  de  quatre  fonctions 
arbitraires  d'une  variable. 
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304.  Indiquons  maintenant  comment  on  traduira  analytiquement  la 
construction  géométrique  que  nous  venons  d'indiquer. 

Nous  avons  vu  que,  si  l'on  prend  un  système  de  coordonnées  penta- 
sphériques  formé  avec  deux  sphères  orthogonales  (li),  (ij)  passant 
par  le  cercle  (K),  avec  la  sphère  principale  (i),  et  avec  deux,  sphères 
orthogonales  (2i),  (i;)  passant  par  le  cercle  (K'),  l'équation  delà 
cyclide  prend  la  forme  réduite  (i). 

Nous  pourrons  donc  choisir,  pour  la  sphère  (i,)  la  sphère  (T)  et  si 

nous  posons 

s 

1 
notre  première  coordonnée  pentasphérique  sera 

(33)  X,=2^/^/- 
Comme  Téquation 

représente  une  sphère  passant  également  par  le  cercle  (K)  et  ortho- 
gonale à  la  première,  notre  seconde  coordonnée  pentasphérique  sera 

(34)  X,=  ^2''-^'' 
a.  étant  défini  par  l'équation 

(35)  ^'=^i7-. 

On  aura  de  même,  et  par  raison  de  symétrie, 

(3())  X4  =  ^  UiCPi, 

pourvu  qu'on  ait  choisi  les  Ui  satisfaisant  à  la  relation 

(37)  2  "'•  =  '' 
et 

(38)  X5=i2"'-^'' 
j3  étant  défini  par  l'équation 

(39)  P^=2"''- 
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Quant  à  la  sphère  principale,  comme  elle  est  orthogonale  aux  quatre 
précédentes,  son  équation  sera 

dét.  |«A-     4     Uk     u'k    Xk\  =  o\ 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  coefficients  des  Xi^  doit  être  égale 
à  I,  il  faudra  poser 

(4o)  X3= -^dét.|  «/t     4-     Uk     u'i,     xi,\. 

INous  avons  ainsi  défini  les  coordonnées  pentasphériques,  rapportées 
à  des  sphères  variables,  qui  servent  de  base  à  notre  solution.  Et,  en 
effet,  si  l'on  pose 

\  àél.\ti,     t'i,     Uk     u'k      4|=Ya2jE, 
(dét.|^/,     t'i,     Uk     u'k     i<I.  |  =  oap2, 

nos  formules  (i5)  deviennent  ici 

—  =aX„  —  =-aX,  +  YX3, 

(4.)  y^^=-,X._oX„ 

§i^pX„  fl=-pX,+  oX3. 

L'équation  de  la  famille  de  cyclides  revêtira  l'une  des  deux  formes 

I  Xf-i-  X1+  hXl  =  o, 

^^^■'  l  X2  +  Xl  +  (i-A)X|  =  o, 

où  h  désignera  une  fonction  arbitraire  de  p^. 

De  même,  les  équations  de  Riccali  (21)  et  (aS),  qui  déterminent 
les  familles  orthogonales,  seront 

(44)  V^^^(^'^7  ='^'^°^^' 

(45)  v'f^-i  (S  +  p)  =  °^«^'^- 

On  pourra  toujours  disposer  de  h  de  manière  que  l'une  de  ces 
équations  devienne  intégrable  par  quadratures.  Dans  la  marche  que 
nous  avons  suivie,  on  ne  voit  guère  le  moyen  de  les  intégrer  toutes 
les  deux. 

305.  Il  existe  cependant  un  théorème  général  qui  aurait  permis  de 
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prévoir  les  résultats  précédents  et  de  construire  en  outre,  sans  aucune 
intégration,  non  seulement  la  famille  des  cyclides,  mais  les  deux 
familles  orthogonales  qui  lui  sont  associées.  C'est  celui  qui  a  été 
étudié  au  Chapitre  111  du  Livre  I  de  cet  Ouvrage  et  qui  permet,  étant 
donnée  une  surface  quelconque,  de  dérerminer,  sans  aucun  signe  de 
quadrature  et  en  introduisant  quatre  fonctions  arbitraires  d'une 
variable,  une  famille  de  Lamé  dont  elle  fera  partie,  ainsi  que  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  surfaces  qui  composent  cette  famille.  Il 
résulte,  en  particulier,  des  développements  donnés  au  n°  i3  qu'appli- 
quées à  une  cyclide  de  Dupin,  les  opér.itions  que  nous  avons  définies 
fourniront  des  familles  de  Lamé  exclusivement  formées  de  cyclides 
de  Dupin.  Il  suffira  d'associer  celles  des  trajectoires  orthogonales  qui 
rencontrent  une  même  ligne  de  courbure  de  la  surface  proposée  pour 
obtenir,  sans  aucune  intégration,  les  deux  familles  qui  composent  le 
système  triple  ('). 

Il  est  aisé  de  rattacher  ces  résultats  à  ceu\  que  nous  avons  donnés 
plus  haut.  Ces  systèmes  généraux  dortt  nous  avons  établi  l'existence 
sont  caractérisés  par  la  propriété  de  satisfaire  à  une  équation  aux 
dérivées  partielles,  l'équation  (i)  du  n"  30,  qui,  écrite  en  coordonnées 
pentasphériques,  prend  la  forme  plus  élégante 

âa  \ 


<^")         ^m 


(2--j 


où  les  ai  sont  cinq  fonctions  de  u.  En  <e  servant  des  équations  précé- 
dentes, on  reconnaîtra  aisément  qu'on  a  ici,  pj  étant  le  paramètre 
variable, 


«'>    2(s^r 


/?2-4/i 


[A'X,-n  •.^v(,  _  A)X2—  ■i/iSXj]^ 


ce  qui  est  bien  d'accord  avec  l'équation  (46).  Ainsi  les  seules  familles 
de  Lamé  formées  avec  des  cyclides  de  Dupin  sont  celles  qui  seront 
obtenues  par  l'application  du  théorème  développé  au  Chapitre  III  du 
Livre  I. 

306.   Il  nous  reste  à  former  l'élément  linéaire  de  l'espace  dans  le 
système  triple  que   nous   venons  d'obtenir.  En  imitant  les  méthodes 


(  '  )  Si,  au  lieu  d'appliquer  ces  opérations  à  une  cyclide.  on  prenait  comme  sur- 
face initiale  l'enveloppe  d'une  famille  quelconque  de  sphères,  on  obtiendrait  une 
famille  de  Lamé  composée  uniquement  d'enveloppes  de  sphères.  Cette  famille  de 
Lamé  dépendra  de  sept  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

D.  33 
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données  pour  le  trièdre  mobile,  on  verra  aisémenl  que  cet  élément  est 
donné  par  la  formule 

(48)  (y^yds^'^(dX,-oi\,dp,y-+-{dX,-^oLX,-'(X,)'^ 

^[dx,^(yX,-i-oX,)dp,y- 

-+-  (rfX4~  fiX5  dpiy--h(dx-,^  pXi-  0X3)% 

ce  qui  donnera  la  formule  très  simple 

(49)  M^-ds-^  = 

-Tv/A 

L  '         '        '  '        isJ—hs/h  —  \ 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

/-    N     n/r         / r/coso        sinç\  I  ,T /cosij;        sin<l>\ 

les  R,-  désignant  les  rayons  des  sphères  coordonnées. 

Les  valeurs  de  H,  Hj,  H2  relatives  au   système  triple  seront  donc 
données  par  les  formules 


MH  =  s/—  h 


dcf 


(5i) 


dp, 


MH2  =  i  s/ h  —  I  Y  sincs  —  i  J —  li  0  sind* 


ih! 


Nous  aurons  à  en  faire  usage.  Mais  auparavant  nous  allons  indi- 
quer quelques  applications  et  quelques  cas  particuliers  des  résultats 
précédents. 

307.  Ces  résultats  semblent  montrer  que,  malgré  des  recherches 
particulières  déjà  nombreuses,  les  géomètres  n'ont  pas  encore  fait 
toute  la  place  qu'elle  mérite  à  cette  belle  et  remarquable  surface  qu'est 
la  cyclide  de  Dupin.  Nous  allons  étudier  ici  quelques-unes  de  ses 
relations  avec  les  surfaces  du  second  degré  et  avec  les  cyclides  géné- 
rales. 

Nous  montrerons  d'abord  qu'il  existe  trois  familles  distinctes  de 
cyclides  de  Dupin  inscrites  dans  une  quadrique  à  centre.  En  effet, 
si  une  telle  cyclide  (G)  est  inscrite  dans  une  quadrique  (Q),  les 
cercles  de  courbure  de  (G)  ne  peuvent  couper  la  quadrique  qu'en 
quatre  points  confondus  deux  à  deux;  et,  par  conséquent,  toutes  les 
sphères  inscrites  à  (G)  suivant  un  cercle  de  courbure  devront  être 
doublement  tangentes  à  (Q). 
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Or  il  y  a  trois  séries  distinctes  de  sphères  doublement  tangentes  à 
une  quadrique  à  centre.  Si  nous  prenons  l'équation  de  cette  quadrique 
sous  la  forme 


(5^) 


X 


celles  des  sphères  doublement  tangentes  qui  ont  leur  centre  dans  le 
plan  des  .ry,  par  exemple,  ont  pour  équation 

(53)      (:r-a)'-+(jK-.3)*+^^=(c-X)(i-^^-^^). 

Il  faudra  associer  celles  de  ces  sphères  qui  passent  par  un  point  M 
et  voir  si  l'on  peut  choisir  ce  point  de  telle  manière  que  leur  enve- 
loppe soit  une  cyclide  de  Dupin. 

Si  le  point  M  est  quelconque,  le  lecteur  démontrera  aisément  les 
théorèmes  suivants  : 

L'enveloppe  des  sphères  est  une  cyclide  à  deux  points  doubles 
(réciproque  d'un  cône  général  du  second  degré). 

Le  cône  formé  par  les  rayons  des  sphères  qui  aboutissent  enM  est 
homocy clique  du  cône  de  même  sommet  ayant  pour  base  la  focale 
située  dans  le  plan  des  xy. 

Enfin  les  six  cercles  focaux  de  la  cyclide  enveloppe  sont  les  six 
cercles,  ayant  leur  centre  dans  le  plan  des  xy^  qui  appartiennent 
aux  trois  quadriques,  homofocales  à  (Q),  passant  en  M.  Ces  six 
cercles  focaux  sont  trois  à  trois  sur  quatre  points-sphères^  qui  sont 
des  foyers  communs  aux  quadriques  homofocales. 

La  seconde  de  ces  propositions  suffirait  à  montrer  que,  dans  le  cas. 
où  les  sphères  enveloppent  une  cyclide  de  Dupin,  le  point  M  doit  être 
sur  une  des  focales  de  (Q)  non  situées  dans  le  pian  des.rr.  et  que  cette 
condition  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante.  On  aurait  pu  le  recon- 
naître autrement.  La  cyclide  cherchée  doit  être  l'enveloppe,  non 
seulement  de  sphères  (S)  bilangentes  à  Q  et  ayant  leurs  centres  dans 
le  plan  des  xy,  mais  aussi  d'une  autre  série  de  sphères  bitangentes  (S') 
ayant  leurs  centres  dans  un  autre  plan  principal,  par  exemple  le 
plan  des  xz.  Or,  parmi  les  sphères  (S'),  il  y  en  aura  qui  se  réduiront 
à  des  points,  nécessairement  situés  sur  la  focale  de  (Q)  située  dans 
le  plan  xz.  Et  nous  savons  que  toutes  les  sphères  (S)  devront  passer 
par  ces  points.  Cela  suffit  à  définir  la  famille  qu'elles  forment. 

Ainsi  il  y  a  trois  séries  de  cyclides  de  Dupin  inscrites  à  la  qua- 
drique (Q).  Les  cyclides  de  chaque  série  sont,  de  deux  manières 
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différenles,  les  enveloppes  des  sphères  bilangentes  à  (Q  )  qui  ont  leur 
centre  dans  un  même  plan  principal  et  passent  par  un  point  d'une 
des  deux  focales  non  situées  dans  ce  plan. 

308.  Celte  proposition  enlève  toute  difficullé  à  la  recherche.  Puisque 
les  quatre  points  doubles  A.,  A',  B,  B'  de  la  cyclide  doivent  être  res- 
pectivement sur  deux  focales,  par  exemple  sur  celles  qui  sont  situées 
dans  les  plans  des  œy  et  des  xz,  et  qu'ils  forment  d'ailleurs  un  quadri- 
latère isotrope,  on  les  obtiendra  en  menant  d'un  point  P  de  l'axe 
des  X  des  tangentes  aux  deux  focales.  Les  quatre  points  de  contact, 
placés  symétriquement  par  rapport  à  l'axe  des  .r,  seront  les  points 
cherchés. 

Si  k  désigne  l'abscisse  du  point  P,  les  coordonnées  des  points  Â,  A' 
seront  données  par  les  formules 


Celles  des  points  B,  B'  le  seront  par  les  suivantes 


, .  ^ ,  a  —  b  ,        / ,  ,     I  <i  —  b  \ 

(35)^2=—^ J2=0,  Z.^^±S^/  {c-b)[x -^y 

La  sphère  principale  de  la  cjclide  cherchée,  qui  passe  par  les  points 
A,  A',  B,  B',  aura  pour  équation 

/r..  N  ..  ,  -,  /  /  {a  —  b){a  —  c) 

(  56  )       a;-  -4-  V''  4-  -S-  —  ■xkx-^ia  —  b  —  c r— =  o. 

Les  équations  des  deux  cercles  focaux  de  la  cyclide  seront 

,.    ,                             .         »          «  —  b                   ,        (a  —  b)(a  —  c) 
(37)     z  =  o,         iP'-t-j-^ — 2 — j — X -\- c  —  b -\ — =0 


...                             .         »          a  —  c            ,                (a  —  c)(a  —  b) 
(58)     r  =  o,         x^-hz^—i — -, —  x-hb—c^- -4^ =  o. 

*      Quanta  l'équation  de  la  cyclide,  on  pourra  l'écrire  comme  il  suit  : 

,,       r                       „       ,                   .               (a  —  b)(a  —  c)        (a  —  b){a  —  c)T^ 
(59)  |_^^+7^+=^-è-c  +  .X-..L-^-^l^^  +  ^ ^^ ZJ 

^^  ^^  ^l  {a  —  k)/(-^       \\a  —  k        6  — X        c  — X         / 

On  voit  qu'elle  touche  la  quadrique  suivant  une  courbe  située  sur 
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la  sphère 

(n—  b){a  —  c)        (a  —  b)(a  —  c) 


(Go)    T^ -{- y^' -^  z- —  b  —  c  -h'i.X  —  i.x- 


id—l)/^ 


L'enveloppe  de  cette  courbe,  lorsque  k  varie,  est,  on  s'en  assure 
aisément,  la  courbe  de  contact  de  la  quadrlque  avec  la  développable 
isotrope  circonscrite  à  la  quadrique,  les  points  communs  à  la  courbe 
sphérique  et  à  son  enveloppe  étant  ceux  où  les  côtés  du  quadrilatère 
AB  A'B',  formé  par  les  qualre  points  doubles  de  la  cyclide,  touchent  la 
quadrique. 

En  résumé,  on  peut  dite  que,  si  l'on  prend  tout  quadrilatère  iso- 
trope formé  avec  quatre  génératrices  de  la  développable  isotrope 
circonscrite  à  la  quadrique,  il  y  a  toujours  une  cyclide,  et  une 
seule,  qui  contient  les  côtés  du  quadrilatère  et  est  inscrite  à  la  qua- 
drique. 

Par  suite,  toutes  les  cyclides  correspondantes  au  même  quadri- 
latère seront  inscrites^  soit  à  la  quadrique,  soit  à  une  des  quadriques 
homo focales. 

309.  Nous  allons,  du  reste,  retrouver  toutes  ces  cyclides  par  une 
méthode  qui  repose  sur  l'emploi  des  coordonnées  elliptiques. 

Envisageons  le  système  de  coordonnées  elliptiques  qui  correspond 
aux  surfaces  homofocales  définies  par  l'équation 

(6.)  _^^^^y^^^_ 


a  —  \b-\c  —  \ 

Si  Ton  désigne  par  p,  pi,  p,  les  coordonnées  elliptiques  d'un  point 
de  I  espace  et  si  Ion  pose 

\  f(.u)  =  \(a-u){b-u){c-u), 
on  aura,  comme  on  sait,  l'identité 

^      '  a  —  k        b  —  \        c  —  K  J(J^) 

d'où  l'on  déduira  les  fortnul 


es 


2__  ,  ?(«)    _  (<-?  —  ?)  (g  —  Pi)  (a  —  pa) 
^f\a)  ~  (a-b){a  —  c) 

^   "  ^"~      '/'{b)"  {b-a){b-c)  ' 

■2  _  _  /  t'C'^'*    _  (c  —  P)(c  —  p\)(c  —  pî) 
"      ^/'(c)  ~  {c  —  a){c-b) 
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et 

(65)  x^-^y^-{- z-=  a -^  b -\- c  —  p  —  p,— ps, 

^     ^  jL4j{pi)    ^'       4^(«-p/)(è-p/)(c-p,)    f^' 

i 

Par  suite,  le  premier  paramèlre  difTérenliel  de  Lamé  aura  pour 
expression 

et  le  paramètre  mixte  A(0,  ô,)  sera  donné,  de  même,  par  la  formule 

(68)  Me,e.)=2.(p,_p,)(p,-p.)^^- 

Cette  dernière  expression  fournit  immédiatement  les  systèmes 
triples  orthogonaux  découverts  par  W.  Roberts  {Journal  de  Crelle, 
t.  62).  Si  Ton  pose,  en  effet, 


a,  (3,  y  étant  des  constantes,  les  trois  équations 

,    ,  ()e  d^  d^ 

(70)  ^^  =  ",  ^="„  ^  =  «2 

représenteront  un  système  triple  orthogonal  composé  des  trois 
familles  de  paramètres  u,  <<,,  u^.  (]ar  on  vérifie  immédiatement  les 
relations 

H^'^y^"'     H^^'^y^"'     H^'^'='- 

Un  calcul  très  simple  donnera  de  même  les  relations 

(70  A(e)  =  4(?  +  ?,-+-p2-a-p-Y), 

^^dQ\__  (a-p)(«-T) 


c^a  /  ^  (  o'  ) 

(P-a)(P-7) 


^/d^\  (y-a)(Y-P)_ 

\^T/  ?(ï) 

de  sorte  que  l'élément  linéaire  de  l'espace,  exprimé  avec  les 
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données  w,  «i,  m,,  sera  donné  par  la  formule 

(73)  '^^'=-(,_;;;L.,/-''-(,_i;f^,/"!-i7ii^^-'i- 

310.  Celte  formule  et  les  formules  équivalentes  (72)  permettent  de 
caractériser  le?  trois  familles  du  système  triple  de  W.  Roberts;  si,  par 
exemple,  on  considère  la  première  équation  (72),  l'identité  (63)  nous 
donnera 

—  %        b  —  a        c  — 


/(«)(' 


C'est  une  équation  auv  dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  11. 
Toutefois  la  formule  précédente  est  en  défaut  si  a  est  égale  à  une 
des  quantités  a,  b,  c.  Faisons,  par  exemple,  oc  =  a.  Alors  on  aura 

Or,  on  connaît  une  propriété  caractéristique  des  familles  de  sur- 
faces qui  satisfont  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  cette 
forme.  Leurs  trajectoires  orthogonales  sont  des  cercles  normaux  au 
plan  des  yz  (n°  32). 

De  là  il  résulte  que,  dans  ce  cas,  les  deux  autres  familles  du 
système  triple^  dont  les  paramètres  sont  m,  et  «21  seront  des  enve- 
loppes de  sphères. 

311.  Passons  tout  de  suite  au  cas,  encore  plus  particulier,  où  deux 
des  constantes  a,  [3,  y  sont  égales  à  deux  des  constantes  a,  6,  c,  ce  qui 
conduit  à  trois  hypothèses  distinctes. 

Supposons,  par  exemple, 

(76)  a  =  a,         ^  =  6. 


On  aura  alors 


{") 


^^J  «  —  p/  V    c  —  p/ 
"'~~^J7(P/-T)(c- 


p') 

Et  comme  les  trajectoires  orthogonales  des  deux  premières  familles 
sont  des  cercles  normaux  respectivement  au  plan  des  y^  et  des  ^^,  les 
surfaces  de  la  troisième  famille  auront  toutes  leurs  lignes  de  courbure 
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circulaires  et  seront,  par  suite,  des  cyclides  de  Dupin,  qui  auront 
pour  plans  de  symétrie  les  plans  de  rs  et  des  xz.  Comme  d'ailleurs 
'leur  équation  difTérentielle  donne 

dp,=  o         pour         p/=Y, 

on  voit  que  tontes  ces  cyclides  seront  inscrites  à  la  surface  honio- 
focale  de  paramètre  y. 

C'est,  sous  une  autre  forine.  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  plus 
haut,  au  n°  307. 

Au  reste,  il  est  aisé  d'obtenir,  sous  forme  algébrique,  l'équation  en 
coordonnées  elliptiques  de  cette  famille  de  rvclides.  Si  Ton  elTectue, 
en  effet,  les  quadratures  dans  la  troisième  des  équations  (77),  on 
aura 

(78)    e-^-'^J=  (  v/p  —  Y  -t-  y/p  —  c)  (v/pi  —  y  -+-  /pi  —  c) (/p.  —  T  +  v/?2—  c), 

équation  algébrique  en  p,  p,,  p,.  Les  équations  des  deux  autres  familles 
seront,  au  contraire,  compliquées  de  logarithmes. 

312.  On  peut  généraliser  beaucoup  les  résultats  précédents,  en  les 
étendant  à  toutes  les  familles  de  cyclides  de  Dupin  dont  les  points 
doubles  se  trouvent  sur  deux,  des  focales  du  système  homofocal. 
Lorsque,  dans  la  dernière  des  équations  (  77),  on  fait  varier  y  en  même 
temps  que  a^,  on  obtient  une  famille  de  cvclides 

(70)  n-o=J^r       '"' 


V(?'—y)(?i-c) 

qui  sont  tangentes  respectivement  aux  diverses  surfaces  homofocales. 
Mais  comme  elles  ont,  toutes,  leurs  points  doubles  sur  les  deux  focales 
situées  dans  les  plans  des  œz  et  des  yz,  et  comme,  de  plus,  leur 
sphère  principale  est  toujours  orthogonale  à  ces  deux  focales,  il  résulte 
de  la  proposition  de  M.  Demoulin  qu'elles  formeront,  quelle  que  soit 
la  fonction  ¥  {y),  une  famille  de  Lamé.  C'est  là  un  résultat  intéres- 
sant. Car  nous  avons  ici,  comme  d'ailleurs  dans  le  cas  général,  des 
surfaces  qui  dépendent  de  deux  paranièlres  et  qui  forment  une 
famille  de  Lamé  dès  qu'on  établît  une  relation  quelconque  entre  les 
deux  paramètres. 

On  peut  retrouver  ce  résultat,  et  déterminer  même  les  deux  autres 
familles  qui  composent  le  système  triple,  en  opérant  de  la  manière 
suivante  : 

A  la  cyclidé(C)  de  paramètre  y  définie  par  l'équation  (79),  asso- 
cions la  surface  (2),  définie,  par  exemple,  par  la  seconde  des  équa- 
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lions  (77),  qui  coupe  la  cyclide  à   angle   droit  suivant  une  ligne  de 
courbure.  Soit 


(80) 


l'équation  de  celle  surface.  Si  nous  pouvons  établir  une  relation  entre 
V  et  y  telle  que,  lorsque  y  varie,  la  surface  (2)  touche  son  enveloppe  (C) 
suivant  la  ligne  définie  par  les  équations  (79)  et  (80),  il  est  clair  que 
cette  enveloppe  (C)  coupera  à  angle  droit  toutes  les  cyclides  (G) 
suivant  une  de  leurs  lignes  de  courbure. 

Or,  pour  prendre  l'enveloppe  de  la  surface  (i)  représentée  par 
Téquation  (80),  il  faudra  joindre  à  celle  équation  sa  dérivée  par  rap- 
port à  y,  ce  qui  donnera 

''-d^i'^ZàJ^^    (6-p,)v/(p/-T)(p/-c) 

11  restera  à  exprimer  que  cette  dernière  équation  est  une  simple 
conséquence  des  équations  (79)  et  (80).  Un  calcul  facile  conduit  ainsi 
à  la  condition 

dv       ^ ,   , 
i^-+-9.(^»-Y)^  +  F(Y)  =  o, 

dont  l'intégration  est  immédiate  et  nous  donne 

(81) 

y,  désignant  une  constante  arbitraire  introduite  jDar  la  quadrature. 
Nous  voyons  ainsi  que  les  enveloppes  (C)  formeront  une  famille  de 
surfaces  coupant  les  cyclides  (G)  à  angle  droit  et  suivant  des  lignes  de 
courbure.  Donc,  d'après  In  réciproque  du  théorème  de  Dupin,  ces 
cvclides  formeront  une  famille  de  Lamé. 

Au  reste,  il  suffit  de  changer  b  en  a  dans  les  calculs  précédents 
pour  obtenir  la  troisième  famille  qui  complète  le  système.  Ainsi,  il 
sera  défini  par  les  trois  équations 

'^'^^  c) 


(82) 


^J^,    /(?/-T)(p/- 

,^4  «-p,y  p,-c      ./       I 


v/6 


où  y,  yi,  y2  désignent  les  paramètres  des  trois  familles  du  système 
orthogonal. 

313.  Les  démonstrations  précédentes  s'étendent,  sans  modification 
sensible,  au  système  des  cyclides  liomofocales  les  plus  générales,  qui, 
par  plusieurs  de  ses  propriétés  géométriques,  se  rattache  si  directe- 
ment à  celui  des  surfaces  honriofocales  du  second  degré. 

On  sait  que,  si  l'on  choisit  convenablement  le  système  de  coor- 
données pentasphériques  auquel  on  rapporte  les  cyclides  homofocales, 
leur  équation  peut  être  ramenée  à  la  forme  simple 


(«)  lé 


Considérée  comme  propre  à  déterminer  À,  cette  équation  admet  pour 
racines  les  paramètres  p,  pi,  p^  des  trois  familles  qui  composent  le 
système  triple.  Si  l'on  pose  alors 


cp(a)  =  (w  — p)    (u-pi)         (w.  — P2), 
f{u)  =  (u  —  ai)(a  —  a2)...(u  —  a^), 


(84) 

on  pourra  écrire 

et  l'élément  linéaire  de  l'espace  prendra  l'expression  suivante 

/(PA-) 


(-)  *-m2:^^^' 


où  l'on  aura 

Ri  désignant  le  rayon  de  la  sphère  coordonnée  (S/). 

Par  conséquent,  les  deux  paramètres  différentiels  du  premier  ordre 
de  Lamé  auront  ici  pour  expressions 


(88) 
et 

(89) 


^  '  ''  ^(&'(P/,)  dp/ç  Ôpk 
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314-.  La  présence  du  facteur  assez  compliqué  M  n'influe  en  rien  sur 
la  condition  d'orlhogonalilé,  de  sorte  que,  coinme  je  l'ai  remarqué 
déjà  en  1866  ('),  on  peut  étendre  au  système  des  cjclides  la  méthode 
de  W.  Roberls  et  obtenir  ainsi  les  systèmes  triples  suivants  : 

Posons,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  quadriques, 


a,  (3,  y  désignant  trois  constantes.  Alors  les  trois  équations 

,    ,  <)e  d%  de 

(90  ^  =  ",  ^=".,         ^="2 

représenteront  un  système  triple  orthogonal,  composé  des  trois  familles 
de  paramètres  u,  «1,  «,.  On  vérifiera  immédiatement  les  relations 
d'orthogonalité 

et  un  calcul  facile  donnera  cette  fois 

\u  =  M 
(92)  \  Am,=  m 


(3- 

-a)(a- 

-ï) 

(ï- 

-3)(fî- 

-a) 

(a- 

-yUt- 

-?) 

AM2=M 

?(Y) 


L'identité 


a) 


va  nous  peniieltre  de  transformer  les  formules  (92). 

Supposons  d'abord  a,  par  exemple,  difl'érent  de  l'une  quelconque 
des  quantités  a/.  On  aura  alors 

et  la  première  formule  (92)  nous  donnera 

/    '^      ^               (;3-a)(a-Y)             1                 4ra-^)(a-Y)   \2dK,) 
(94)       Am  =  M  — -T- — ; ■ —  =  j: — : ï —  • 

^  a  —  a,-  ^mÀ  a  —  a, 

(')  Annales  de  l'École  Normale,  1"  série,  t   III. 


5^4        •  M  o  T  i:  1 1 1 . 

Or,  si  Ton  se  reporte  à  la  théorie  des  coordonnées  penlaspliériques, 
on  sait  qu'en  désignant  par  S/,.  la  puissance  d'un  point  par  rapport  à 
la  sphère  coordonnée  (S^),  on  a 

,    .s                                                  Sa-        ~-'xoc,, 
(9^)  1^  =  - 


ZdWt 


Appliquant  celte  formule  à  la  relation  (94),  on  aura 


(96)  A« 


/(«) 


^^-a\K-) 


Si,  au  contraire,  a  est  égal  à  une  des  quantités  a,,  à  «/,  par  exemple, 
la  première  formule  (92),  combinée  avec  la  relation  (85),  nous  don- 
nera 

ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  (gS), 

(98)  ^^^,,f,(«-3,(„<— ,>/R,A' 


Il  résulte,  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  et  de  la  propo- 
sition générale  que  nous  avons  établie  au  n°  33,  que,  dans  ce  cas,  les 
trajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  paramètre  a  seront  des 
cercles  orthogonaux  à  la  sphère  (S/..).  De  sorte  que  les  deux  autres 
familles  qui  complètent  le  système  seront  formées  nécessairement 
d'enveloppes  de  sphères. 

Si  donc  la  constante  a  est  égale  à  a,,  par  exemple,  et  la  constante  [3 
égale  à  a/,.,  les  surfaces  de  la  troisième  famille  seront,  de  deux 
manières  différentes,  des  enveloppes  de  sphères.  Ce  seront  donc  des 
cyclides  de  Dupin.  On  démontrera,  comme  précédenriment,  qu'elles 
sont  inscrites  dans  la  cyclide  homofocale  de  paramètre  y.  Leur  équa- 
tion générale  sera 

(99)  y  r  ^'^'  =  const., 

'^^J   V  (  ?li  —^i){?h—  <-U  »  (  p/i  —  ttm  )  K  ?A  —  an  ) 

/,  m,  n  désignant  les  trois  indices  différents  de  i  et  de  k.  D'après 
les  propriétés  des  fonctions  elliptiques,  celte  équation  pourra  se 
mettre,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  sous  une  forme  entièrement 
algébrique. 
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Comme  il  y  a  dix  combinaisons  deu\  à  deux  des  indices  i,  2,  3, 
4,  5,  on  voit  qu'il  y  aura  dix  séries  distinctes  de  cyclides  de  Dupin 
inscrites  à  une  même  cyclide  générale. 

315.  Ces  résultats  peuvent  d'ailleurs  être  rattachés  à  la  proposition 
suivante,  qui  a  été  donnée  à  la  page  333  de  mon  Ouvrage,  Sur  une 
classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques  et  sur  la 
théorie  des  imaginaires  : 

Toutes  les  cyclides  de  Dupin  inscrites  à  une  cyclide  générale,  ou 
passant  par  une  cyclique,  ont  leurs  cercles  focaux  sur  une  des 
sphères  contenant  les  focales.  Ces  cercles  sont  doublement  tangents 
à  la  focale  et  leurs  points  de  contact  sont  deux  des  points  doubles 
de  la  cyclide. 

Comme  une  cyclide  générale  a  cinq  focales,  on  voit  bien  qu'on  peut 
choisir  dix  couples  différents,  composés  de  deux  focales  et,  par  consé- 
quent, il  y  aura  dix  séries  distinctes  de  cyclides  de  Dupin  inscrites 
dans  une  cyclide  générale. 

Il  nous  paraît  inutile  de  reproduire  ici  les  raisonnements  que  nous 
avons  développés,  dans  le  cas  des  quadriques,  au  n"  312.  Ils  s'appli- 
quent sans  modification  aux  cyclides  générales  et  conduisent  à  la  pro- 
position suivante  : 

Les  cyclides  de  Dupin  qui  ont  leurs  points  doubles  sur  les  deux 
mêmes  focales,  d'ailleurs  arbitrairement  choisies,  d'une  cyclide 
générale  (C)  sont  inscrites  suivant  une  courbe  sphérique,  soit 
à  (C),  soit  à  une  cyclide  homofocale  à  (C).  Elles  dépendent  de 
deux  paramètres  entre  lesquels  on  peut  établir  une  relation  (juel- 
conque  de  manière  à  obtenir  une  infinité  de  familles  composées 
avec  ces  cyclides.  Toutes  ces  familles  sont  des  familles  de  Lamé,  et 
l'on  peut,  dans  chaque  cas,  déterminer  par  de  simples  quadratures 
les  deux  autres  familles  qui  complètent  le  système  triple  ortho- 


316.  On  le  voit,  dans  tous  les  exemples  que  nous  venons  d'étudier, 
se  retrouve  une  propriété  de  la  solution  générale  dont  nous  avions  dit 
quelques  mots,  plus  haut,  au  n°312.  Nous  avons  vu  que,  pour  que  des 
cyclides  de  Dupin  forment  une  famille  de  Lamé,  il  faut  et  il  sufllt, 
par  exemple,  que  l'un  des  cercles  focaux  de  ces  cyclides  ait  une 
enveloppe  à  deux  branches  qu'il  touche  en  deux  points  distincts  a 
et  a' ,  qui  seront  deux  points  doubles  de  la  cyclide.  Mais  comme  une 
cyclide  n'est  nullement  déterminée  par  un  de  ses  cercles  focaux  et  les 
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deux  points  doubles  que  contientce  cercle,  qu'elle  dépend  encore  d'un 
paramètre  variable,  il  suit  de  là  que  toute  courbe  à  deux  branches 
susceptible  d'être  doublement  enveloppée  par  un  cercle  donnera,  non 
pas  une  famille  de  Lamé,  mais  une  infinité  de  familles  de  Lamé 
formées  avec  des  cjciides  de  Dupin.  En  d'autres  termes,  cette  courbe 
nous  donnera  des  cyclides  qui  dépendront  de  deux  paramétres  et 
formeront  une  famille  de  Lamé  dès  qu'on  établira  une  relation  quel- 
conque entre  ces  deux  paramètres. 

Il  serait  intéressant  de  cliercher  tous  les  cas  dans  lesquels  on 
retrouve  cette  propriété  singulière,  et  de  déterminer  tous  les  systèmes 
doublement  infinis  de  surfaces  tels  que  toutes  les  familles  qu'on  peut 
détacher  de  leur  ensemble,  en  établissant  une  relation  quelconque 
entre  les  deux  paramètres  dont  elles  dépendent,  soient  des  familles  de 
Lamé. 

317.  Je  terminerai  celle  Note  en  montrant  comment  les  valeurs  de 
H,  H,,  H2  données  par  les  formules  (5i)  permettent  de  déterminer 
tous  les  systèmes  triples  parallèles  à  ceux  que  nous  avons  déterminés. 

Nous  savons  que  cette  détermination  dépend  de  l'intégration  com- 
plète et  simultanés  des  trois  équations 

d^% i_c)H,_^ I     d}\k    t)e    _ 

àpiào/c        lli  dp/,   dpi        H/,    ôpi    dpi-  " 

Pour  les  simplifier,  nous  poserons 
(ici)  H,M  =  L,, 

M  étant  défini  par  la  formule  (00),  et  nous  ferons  la  substitution 
(102)  OM  =  a. 

On  aura 

(io3)  L  =  v/=^^,  Li=/A^rT^, 

00  o>pi 


t  un  calcul  facile  donnera 


(io4)  L2  =  —  i  s/—  h  \/h  —  '  ^  'og  j-^- 

Les  équations  en  a  prendront  la  forme 

^       ^  dpi  dp,,        U  Op/,  dpi        L/,   dpi  dp,, 
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el  la  fonction  «/^  se  déterminera  aisément  si  l'on  se  rappelle  cette 
propriété  de  l'équation  (  loo)  d'après  laquelle  elle  doit  admettre  la 
solution  5  =:  H/ (n°  187).  Par  conséquent,  l'équation  (  io5)  en  adevra 
admettre  la  solution  ct  :=  L/. 

On  est  ainsi  conduit  aux.  trois  équations 


dp  âpi 


dp   âpi        L    Op2    dp  Li    dp    \dpi  dp^ 

d^T  I     ()L|    Oc  i    dljo  /  ôa  â\o^\j  \  _ 

dpidp-2        Li  dp.2    dpi        Lj  dpi  \dpi  dp^      /  ' 

dont  la  première  s'intègre  à  vue  et  nous  donne 

(107)  a  =  S  — S,, 

i  ne  dépetidanl  que  de  p,  p^  et  i,  que  de  p, ,  pj. 

Substituons  celle  valeur  de  a   dans  les  deux  autres  équations  et 
posons 

p  ^  ^  _  V  <^'»g^-  p  =  ^  _  £    à\o^U, 

dpi       "     Cp2     '  '       opi  '      dp2     ■" 

on  trouvera,  en  tenant  compte  des  formules  (5i)  et  (io4), 

do  do       ^  '" 

(>p,  c>p,  '^ 

On  intègre   aisément    ces  équations.   Elles   montrent  d'abord  que 

p p 

— ne  peut  dépendre  ni  de  p,  ni  de  p,.  et  doit,  par  suile,  se  réduire 

à  une  fonction  de  p^.  On  pourra  donc  poser 

P-p,  =  ?,A,„„Ii 


j32  dépendant  uniquement  de  p^.  L'intégration  s'achève  sans  difficulté 
et  donne 

dpi  o.-'î 
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«2  étant  également  une  fonction  arbitraire  de  p^.  Une  nouvelle   inlé- 
a;ralion  donnera  i  et  Z, .  On  aura 


9-'  .. 

<r/p.,  -H  a  L 

r  P'^  a. 


a  ne  dépendant  que  de  p  et  a,  ne  dépendant  que  de  p^.   En  sorte  que 
la  valeur  générale  de  Q  sera  donnée  par  la  formule 


(109)  MO  =  l/       15rfp2-haL  — Li   /       p-rfp^— a,L, 


— =  <j?p2-4-  aL  —  Li   / 
Le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  est  donc  résolu. 


318.  Celle  des  trois  familles  du  système  ainsi  obtenu  qui  correspond 
à  la  famille  de  cyclides  sera  évidemment  formée  de  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  dans  les  deux,  systèmes.  Il  est  intéressant  de  remar- 
quer que  nous  avons  ainsi  les  systèmes  triples  les  plus  généraux 
jouissant  de  cette  propriété. 

Soit  en  effet  (  U)  un  tel  système,  ayant  une  des  familles  composée  de 
surfaces  (S)  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  Soient  (Sq) 
une  de  ces  surfaces  et  Mq  un  de  ses  points  par  lequel  passent  deux 
lignes  de  courbure  planes  (Cq)  et  (Dq).  Soit  M  un  point  quelconque  de 
l'espace.  Menons  par  ce  point  deux  cercles  (G)  et  (D)  dont  les  plans 
soient  parallèles  respectivement  à  ceux  de  (Cq),  (Dq)  et  dont  les  tan- 
gentes en  M  soient  également  parallèles  à  celles  de  (Cq),  (Dq)  en  M„. 
D'après  une  proposition  générale  établie  au  n°  190,  il  existe  une  infi- 
nité de  systèmes  triples  parallèles  au  système  proposé  et  comprenant 
les  cercles  (C)  et(D)  au  nombre  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 
Soit  (U')  l'un  d'eux.  Toutes  les  surfaces  (S')  de  ce  système  qui  sont 
parallèles  aux  surfaces  (S)  auront  leurs  lignes  de  courbure  planes. 
Nous  allons  montrer  que  ces  lignes  de  courbure  seront  circulaires  et, 
par  suite,  que  les  surfaces  (S')  seront  des  cyclides. 

En  effet,  celle  des  surfaces  (S')  qui  correspond  à  (Sq),  surface  que 
nous  désignerons  par  (S„  ),  a  deux  de  ses  lignes  de  courbure  circu- 
laires, (C)  et  (D).  Donc,  d'après  un  théorème  connu,  toutes  ses 
lignes  de  courbure  sont  circulaires.  C'est  donc  une  cyclide  de  Dupin. 
Considérons  maintenant  l'une  quelconque  des  surfaces  du  système 
triple  (U')  qui  coupent  (S^)  à  angle  droit.  Cette  surface  a  ses  lignes 
de  courbure  planes  dans  un  système,  et  l'une  de  ces  lignes  de  cour- 
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bure,  celle  qu'elle  a  en  commun  avec  (Sg),  est  circulaire.  Donc, 
d'après  le  théorème  que  nous  rappelions  tout  à  l'heure,  toutes  ses 
lignes  de  courbure  seront  circulaires.  Ainsi  toutes  les  trajectoires 
planes  du  système  (U')  sont  circulaires  et,  par  suite,  toutes  les  sur- 
faces (S')  sont  des  cyclides. 

U  est  ainsi  démontré  qu'on  obtiendra  tous  les  systèmes  triples 
comprenant  une  famille  de  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  planes  en  suivant  la  méthode  que  nous  avons  indiquée.  D'après 
le  raisonnement  précédent,  ces  systèmes  paraissent  dépendre  de  six 
fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

Nous  nous  bornerons  aux  indications  précédentes,  renvoyant  le  lec- 
teur, pour  plus  de  détails  sur  différents  points,  aux  deux  Mémoires 
insérés  dans  le  Tome  LI  des  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences,  et 
rappelant  que,  dans  nos  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces^ 
nous  avons  déterminé,  par  deux  voies  différentes,  les  systèmes  triples 
pour  lesquels  une  seule  des  trois  familles  de  trajectoires  orthogonales 
est  composée  de  courbes  planes. 
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SUR    UNE    CLASSE    PARTICULIERE    DE    DEFORMATIONS    FINIES 
ET    SUR    LES    SYSTÈMES    TRIPLES    DE    SURFACES    ORTHOGONALES. 


319.  Aux  n°*  112  et  suivants  de  cet  Ouv  rage  nous  avons  considéré, 
parnfîi  l'ensemble  des  transformations  définies  par  les  formules 

(.)  \=f{x,y,z),         \^Mx,y,z),         Z^f,{x,y,z), 

celles  pour  lesquelles/,  fi,f%  sont  les  dérivées  d'une  même  fonction 
et  pour  lesquelles  on  a,  par  conséquent, 

(2)  X  =  -— ,  Y=— -,  z  = 

ox  dy  dz 

U  étant  une  fonction  de  jr,  y^  z  choisie  arbitrairement.  Nous  avons 
vu  que  ces  dernières  transformations  se  distinguent  des  transfor- 
mations générales  par  le  caractère  suivant  : 

Soit  m  le  point  de  coordonnées  x^  j,  z  auquel  la  transformation 
fait  correspondre  le  point  M  de  coordonnées  X,  Y,  Z.  A  tout  élément 
de  courbe  qui  part  de  m,  la  transformation  fait  correspondre  un  élé- 
ment linéaire  partant  de  M,  la  relation  entre  ces  deux  éléments  étant 
évidemment  de  nature  homographique.  Si  l'on  veut  qu'il  existe  trois 
éléments  partant  de  m,  et  deux  à  deux  rectangulaires,  auxquels  cor- 
respondent trois  éléments  parallèles,  parlant  de  M,  la  transformation 
considérée  devra  être  définie  par  les  formules  (2). 

Pour  rappeler  une  proposition  démontrée  à  l'article  112,  nous 
dirons  que  les  déformations  de  cette  nature  sont  dépourvues  de  rota- 
tion. Nous  allons  nous  proposer  à  leur  égard  la  question  suivante  : 

Parmi  les  déformations  dépourvues  de  rotation,  en  existe-t-il  pour 
lesquelles  les  faces  du  trièdre  principal  relatif  à  chaque  point  de 
l'espace,  c'est-à-dire  du  trièdre  trirectangle  formé  par  les  trois  élé- 
ments linéaires  auxquels  correspondent  des  éléments  parallèles,  s'or- 
donnent suivant  les  plans  tangents  à  trois  familles  de  surfaces,  qui 
seront  nécessairement  rectangulaires  deux  à  deux? 
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320.  On  peut  résoudre  ce  problème  comme  il  suit: 
Soient 

(3)  ^  =  5;:=^-         ^  =  é^  =  '^'         ^=é-z  =  '' 

les  équations  qui  définissent  la  déformation.  On  considérera  une 
famille  de  surfaces  (0)  définies  par  l'équation 

(4)  0(37,  j',  ;î)  =  const., 

et  l'on  exprimera  que  la  normale  à  celle  des  surfaces  (0)  qui  passe  en 
un  point  quelconque  m  de  l'espace  est  une  des  arêtes  du  trièdre  prin- 
cipal en  m. 

Les  arêtes  de  ce  trièdre  étant  définies  par  les  équations,  déjà  données 
au  n°  113, 

rft^  _  dvz  _  rf(^  _  , 
^  dx   ~~   dy  ~   dz    ~     '' 

il  suffira  de  développer  dv^i  dv^,  dv^  et  de  remplacer  ensuite  dx,  dy, 

,  dO     d6    (J6  ,       .       ,  .  „  •  j- 

a^  par  — ,  — , -r^  ou  yj ,  y^,  y^,   proportionnelles  aux  cosmus-direc- 

teurs  de  la  normale  à  la  surface  (0),  ce  qui  donnera  les  trois 
équations 

(6)  Ofjt'i—  X0,  =  G,  OQC2—  X02=Oj  ôôt>3 XG3=0, 

00  étant  le  symbole  que  nous  avons  plus  d'une  fois  employé. 

L'élimination  de  X  entre  les  trois  équations  (6)  fournira  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  détermineront 
les  rapports  mutuels  de  6^,  0^,8^.  En  exprimant  que  ces  équations 
sont  compatibles,  on  sera  conduit  aux  relations  qui  doivent  caracté- 
riser la  fonction  v. 

Mais,  pour  obtenir  ces  relations  de  la  manière  la  plus  élégante,  il 
vaut  mieux  ne  pas  éliminera  et  garder  les  trois  équations  aux  déri- 
vées partielles  (6),  à  la  condition  d'y  considérer  X  comme  une  fonction 
de  X,  /,  z.  Au  reste,  on  pourrait  déterminer  cette  fonction  X  en  éli- 
minant 01,  ô,,  ^3  entre  les  trois  équations  (6),  ce  qui  conduirait  à 
l'équation 

('11—  X  (^12  V\Z 

(7)  ^=  Vl\  Vii—\  1^23 

P3I  C32  ("33—  X 

OÙ  les  indices  i,  2,  3   se  rapportent  toujours  à  des  différentiations 
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prises  respectivement  par  rapport  à  x,  y,  z.  Les  trois  valeurs  de  X 
fournies  par  l'équalion  précédente  correspondent  aux.  trois  arêtes  du 
trièdre  principal. 

Gela  posé,  pour  exprimer  que  les  équations  (6)  sont  compatibles, 
formons  le  crochet  de  Jacobi 

^     '      ^  ~  dx   d^i        dx  aOi  "^  dy  d^^        dO^  ày  "*"  àz    dH^        ^63   dz 

relatif  à  deux  quelconques  de  ces  équations,  par  exemple  aux  deux 
premières. 

Nous  aurons,  après  quelques  réductions, 

(SqI'I,  B^Vî)  ■+-  02(OX(^i  —  XXi)  —  Oi(oxf2—  ^^2)  =  o. 

Multiplions  cette  équation  par  O3  et  ajoutons-la  à  celles  qu'on  en 
déduit  par  des  permutations  circulaires;  nous  obtiendrons  l'équation 
suivante  : 

61(86^^2,  Se  t'a)  +  ^iih^s,  Sôt'i)  -+■  63(09  t'i,  O6P2)  =  o, 

qui  est  débarrassée  de  1.  Si  l'on  y  remplace  les  parenthèses  par  leurs 
valeur;»,  on  obtiendra  le  résultat  suivant  : 

(8)     Gj(ô,,3P,2—  0^,^13)  +  Oi02(S„3('22—  Si's^'n—  Oc, ^23 H-  0^,1^13)  -I-.  .  .=  o, 

les  termes  non  écrits  «'obtenant  par  des  permutations  circulaires. 

Telle  sera  la  condition  pour  que  les  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  obtenues  en  éliminant  1  entre  les  équations  (6)  soient  com- 
patibles. Comme  il  fallait  s'y  attendre,  elle  est  homogène  par  rapport 
aux  trois  dérivées  de  0. 

Si  un  seul  des  systèmes  de  valeurs  des  9,,  obtenu  en  substituant  dans 
les  équations  (6)  une  des  racines  A  de  l'équation  (7),  vérifiait  la 
relation  (8)  que  nous  venons  d'obtenir,  une  seule  des  faces  du  trièdre 
principal  relatif  aux  différents  points  de  l'espace  serait  formée  des 
plans  tangents  à  une  famille  de  surfaces.  Mais  nous  allons  voir  que  ce 
cas  ne  saurait  se  présenter.  Si  un  seul  des  trois  systèmes  de  solutions 
fourni  pour  0i ,  ô^,  63  par  les  équations  (6)  vérifie  la  condition  (8),  il 
en  sera  de  même  des  deux  autres. 

Pour  établir  ce  résultat,  nous  ferons  appel  à  un  théorème  d'Algèbre 
bien  connu. 

Si  l'on  désigne  par  A//,  le  coefficient,  dans  le  déterminant  A,  de 
l'élément  qui  appartient  à  la  i'^""^  ligne  et  à  la  â:'«"«  colonne,  les 
valeurs  de  0i ,  Q2,  63  correspondantes  à  chaque  valeur  de  A  qui  annule 
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ce  déterminant  satisferont  aux  équations  très  symétriques 

(9)  li  =  M=...=  M,^   _ 

^  A,,         A22  A,j 

On  pourra  donc  remplacer  l'équation  (8)  par  la  suivante  : 

(lO)       Aii(0^,t'i2—  8(,,('i3)-1-  ^^iiK,Vii—Qç,^Vlx-i-  0,.,»^j3—  0,,,C23)  +.••=  O, 

d'où  les  dérivées  de  9  ont  disparu.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  X  lui- 
même  disparaît.  Car  les  coefficients  de  X*  et  de  X  sont  identiquement 
nuls.  Et  il  reste  l'unique  équation 

(il)  Dh(8^,1'iî—  8p,('l3)4-... 

-1-  Dn(8t.,t^22—  St-jt'ii-t-  8^4 «^13 —  Oi^,f'23)  +•  ••=  0, 

où  les  Du-  sont  les  mineurs  du  déterminant  (7)  dans  lequel  on  aura 
fait  1  =  0. 

^'ous  sommes  ainsi  conduits  au  curieux  théorème  suivant  : 

Si  la  fonction  v  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (11), 
les  trois  faces  du  trièdre  principal  seront  tangentes  à  trois  familles 
de  surfaces,  nécessairement  orthogonales.  Sinon,  aucune  des  faces 
du  trièdre  ne  demeurera  tangente  aux  surfaces  d'une  famille 
quelconque. 

321.  L'équation  obtenue  est  du  troisième  ordre.  Elle  est  homogène, 
ne  contient  ni  la  fonction,  ni  ses  dérivées  premières;  elle  est  du 
troisième  degré  par  rapport  aux  dérirées  secondes,  et  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  troisièmes.  On  verra  facilement  que,  si  elle  admet  la 
solution  <p,  elle  admet  la  solution  plus  générale 

(p'=  /iç  -h  ki^x"- -\~ y^ -\-  z"^)  -\-  ax  -{-  by  -h  cz  -h  d, 

où  h,  k,  a,  b,  c,  d  désignent  des  constantes. 

Avec  la  solution  <p',  les  formules  qui  définissent  la  transformation 
prennent  la  forme  suivante  : 

\=ih-f--\-ikx-\-a, 
dx 

(12)  [Y^h^^-^iky  +  b, 

Z  =  h-f-  -\-7.kz  -Ir  c. 
ôz 

On  peut  exprimer  le  résultat  en  disant  que  toute  transformation 
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satisfaisant  à  l'équation  (ii)  conserve  celte  propriété  quand  on  la 
compose  avec  une  homolhétie. 

Si  une  transformation  satisfaite  l'équation  (ii),  il  est  clair  que  la 
transformation  inverse  y  satisfera  aussi.  Or  la  transformation  inverse 
se  définit  comme  il  suit.  Prenons  la  fonction 

(i3)  y  =  xi^i-hyvi-i-  ZV3—  V, 

et  exprimons-la  en  fonction  de  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  de   t'j,   ç^,  ^s- 
On  aura 

d\  dY  dV 

322.  On  peut  indiquer  diverses  solutions  de  l'équation  (11),  par 
exemple 

p  =  ax"^y"^zP 
ou  encore 


=  \/J\^,y,z] 


y  désignant  un  polynôme  du  second  degré.  Au  reste,  les  propositions 
générales  que  nous  allons  faire  connaître  nous  fourniront  un  nombre 
illimité  de  solutions  particulières. 

La  plus  importante  de  ces  propositions,  déjà  établie  au  n°  114,  est 
la  suivante  : 

Les  systèmes  triples  orthogonaux  que  nous  venons  de  rencontrer 
dans  l'étude  des  déformations  finies  sont  les  plus  généraux  qu'on 
puisse  obtenir.  Et  même,  on  peut  associer  à  un  système  triple  quel- 
conque une  infinité  de  transformations  dépourvues  de  rotation  et  pour 
lesquelles  le  trièdre  principal  en  un  point  quelconque  de  l'espace 
coïncidera  avec  le  trièdre  formé  par  lés  normales  aux  trois  surfaces 
coordonnées  du  système  triple  qui  passent  en  ce  point. 

Considérons,  en  effet,  un  système  triple  quelconque  (U)  et  sup- 
posons que  l'on  connaisse  les  expressions  de  .r,  r,  z.  H,  H,,  H2  en 
fonction  des  coordonnées  curvilignes  p,  pj ,  pj.  Nous  avons  vu  qu'il 
existera  une  infinité  de  systèmes  triples  (U'),  parallèles  au  proposé, 
et  que  ces  systèmes  seront  définis  par  les  trois  équations 

/   c  \  >dx  ,dy  ,  dz         df) 

(i5)  X- h  r  -r- 4-^  -— = -—         (1=0, 1,1), 

où  la  fonction  0  doit  satisfaire  aux  trois  équations 


(.G) 


dpidpk        H/  ép/c  dpi        H/t    àpi    dp/, 


SUR    UiNE    CLASSE    DE    DÉFORMATIONS.  535 

Les  coordonnées  x' ,  y',  z',  au  lieu  d'être  définies  en  fonction  de 
P-,  Pi  î  Pî»  peuvent  l'être  en  fonction  de  ûc,  y,  z.  Il  est  d'ailleurs  aisé 
d'obtenir  leurs  expressions;  car  si  l'on  suppose  d  exprimée  en  fonction 

de  X, /,  z,  il  faudra,  dans  les  équations  (i5),  remplacer—  par 

d^  dx_        d^dy_        dO   dz 
Ox  dpi        dy  Opi        dz  dp, 

Alors  les  équations  (  i5)  prendront  la  forme 

dO  \dx        /    ,      ô%\dy        (  ,       dB\  dz 

et  elles  n'auront  d'autre  solution  que  la  suivante  : 

,       àO  ,       d6  ,       dO 

(17)  X—--,  y  =  --,  js  =  —, 
'  '                                       dx           -^         dy  dz 

qui  définit  bien  une  transformation  sans  rotation. 

Ainsi  à  chaque  système  triple  orthogonal  on  peut  faire  corres- 
pondre une  infinité  de  déformations  sans  rotation^  dépendant  de 
trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

Si  nous  savions  effectuer  l'intégration  de  l'équation  aux.  dérivées 
partielles  (ii)i  nous  aurions  donc  tous  les  systèmes  triples  orthogo- 
naux, et  même  chacun  d'eux  d'une  Infinité  de  manières  différentes. 

323.  Nous  venons  de  définir  une  classe  particulière  de  transfor- 
mations sans  rotation,  liées  à  l'existence  de  systèmes  triples  orthogo- 
naux. Si  nous  envisageons  maintenant  les  transformations  sans  rotation 
les  plus  générales,  nous  pourrons  en  faire  connaître  une  propriété 
géométrique  qui  les  distinguera  nettement  des  transformations  finies 
quelconques. 

Conservant  toutes  les  notations  précédentes,  considérons  la  trans- 
formation définie  par  les  formules  les  plus  générales 

(18)  \=f{x,y,z),         Y  =  ^{x,y,z),        Z  =  -]^{x,y,z) 

et  proposons-nous  de  rechercher  si  l'on  peut  trouver  trois  éléments 
linéaires  partant  du  point  m{x.,  y,  z)  auxquels  correspondent,  dans 
la  seconde  figure,  trois  éléments  partant  de  M  et  formant,  non  plus  un 
trièdre  parallèle  au  premier,  mais  un  trièdre  supplémentaire.  Si 
rf,  c^j,  rfj  désignent  les  différentielles  relatives  aux  trois  déplacements 
du  point  /n,  il  faudra  qu'on  ait 

(19)  djX  d/^X  ^  d/y  d/cY  -+-  diZ  d/cZ  =  o, 
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pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  différentes  de  i  et  de  A  prises  dans 
la  suite  o,  1,2.  Si  l'on  développe  l'équation  précédente  en  remplaçant 
les  différentielles  de  X,  Y,  Z  par  leurs  expressions,  il  viendra 

( 20 )  /,  diX  dkX  -h  fi  diX  dicY  -\-  /j  dix  d^z 

-+-(fid/cX  dijr  -H  cp2  dky  diy  -H . .  .  =  o, 

où  //,  par  exemple,  désigne  la  dérivée  de  /par  rapport  à  la  variable 
qui  occupe  le  rang  i  dans  la  suite  x^  y,  z.  Échangeant  l  et  A,  puis 
retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  ainsi  obtenues,  on  aura 

(/2  —  ?i  )  ( di^  dky  —  dty  dkX) 
+  (  <P3  —  <1^2  )  (  dty  du  z  —  diZ  d,,y)  -f-  (  4*1  — /g  )  (  diz  d^x  —  dix  dkz)  =  o. 

Les  binômes  diX  d^y  —  diy  d^x,  ...  représentent  les  paramètres 
directeurs  de  la  normale  commune  aux  deux  éléments  définis  par  les 
caractéristiques  o?/,  d^.  Les  trois  normales  ainsi  obtenues  forment  évi- 
demment un  Irièdre;  et,  par  conséquent,  les  trois  équations  qu'on 
obtient  en  donnant,  dans  l'équation  précédente,  à  /  et  à  k  leurs  trois 
systèmes  de  valeurs  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  l'on  a 

?l=/2,  'l'2=?3,  fi  =  ^i, 

c'est-à-dire  si  la  transformation  est  dépourvue  de  rotation. 

324.  Supposons  donc  que  l'on  ait 

(21)  X  =  Pi,         Y  =  ^2,         Z  =  Pj. 

Alors  les  équations  (20)  auxquelles  doivent  satisfaire  les  directions 
des  éléments  se  réduisent  à  trois  et  prennent  la  forme 

(22)  Vil  diX  dkx  -\-  Vii{diX  duy  -(-  d^x  diy)  h-.  . .  =  o. 

Gela  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Appelons,  pour  chaque  point  de  l'espace,  quadrique  de  déformation 
la  quadrique  qui,  rapportée  à  des  axes  mx' ,  my' ,  mz'  passant  par  ce 
point  et  parallèles  aux  axes  coordonnés,  a  pour  équation 

(23)  Viix'^-^. . .+  •i^iix'y' -h. .  .=  consl. 

A  trois  éléments  infinitésimaux  dirigés  suivant  trois  diamètres 
conjugués  quelconques  de  cette  quadrique,  la  transformation  fait 
correspondre  trois  éléments  formant  un  trièdre  supplémentaire  {de 
telle  manière  que  deux  éléments  m«,  M  [3  qui  ne  se  correspondent 
pas  soient  perpendiculaires). 
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Gomme  il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués,  cette 
propriété  caractéristique  des  transformations  sans  rotation  peut  être 
réalisée  d'une  infinité  de  manières  différentes.  En  particulier,  quand 
on  prend  le  système  particulier  de  diamètres  conjugués  formé  par  les 
axes  principaux  de  la  quadrique,  on  retrouve  les  propriétés,  énoncées 
précédemment,  du  trièdre  principal. 

325.  Ici  on  peut  généraliser  une  recherche  faite  plus  haut  et  cher- 
cher si,  parmi  tous  les  trièdres  conjugués  de  la  quadrique  de  défor- 
mation, il  en  est  pour  lesquels  le»  faces  s'ordonnent  suivant  les  plans 
tangents  à  trois  familles  de  surfaces.  La  réponse  est  affirmative  dans 
tous  les  cas.  Car,  pour  former  les  équations  aux  dérivées  partielles 
relatives  à  ce  problème,  il  suffit  de  remplacer,  dans  les  équations  de 

_^ 

équations  aux  dérivées  partielles 

,    ,^  dx    dx  / dx    dy         dx   dy 

où  f,  k  prennent  des  valeurs  différentes  comprises  dans  la  suite  o,  1,2. 
Or,  ces  trois  équations  admettent  évidemment  une  infinité  de 
systèmes  de  solutions.  Mais  il  convient  de  remarquer  que,  si  leur  inté- 
gration est  toujours  possible,  elle  constitue  un  problème  encore  plus 
difficile  que  celui  de  la  recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux, 
auquel  il  se  réduit  d'ailleurs  si  l'on  prend  pour  v  la  valeur  très  parti- 
culière 

V  =  x^-^y"^-^  z^. 

Quand  nous  aurons  obtenu  des  valeurs  de  x,  y,  z  vérifiant  les 
équations  (24),  nous  dirons  que  nous  avons  obtenu  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  associé  à  la  déformation.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  la  proposition  suivante: 

Â  toute  déformation  sans  rotation  on  peut  associer  une  infinité 
de  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  s'obtiennent  par  l'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  (24).  Dans  chacun  de 
ces  systèmes,  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées  qui  se  croisent  en 
un  point  de  l'espace  constituent  trois  diamètres  conjugués  de  la 
quadrique  de  déformation  relative  à  ce  point  ;  à  chaque  système  de 
cette  nature  la  déformation  en  fait  correspondre  un  autre  tel 
qu'aux  points  correspondants  dans  les  deux  systèmes,  les  trièdres 
formés  par  les  tangentes  aux  courbes  coordonnées  soient  supplé- 
mentaires. 
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326.  Dans  l'étude  des  systèmes  conjugués,  nous  avons  déjà  obtenu 
des  correspondances  entre  deux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
jouissant  de  la  propriété  que  nous  venons  de  rencontrer  et  de 
mentionner.  Le  lecteur  se  rappelle  que,  dans  tout  système  à  lignes 
conjuguées,  les  coordonnées  x,  /,  z  satisfont  à  trois  équations  linéaires 
de  la  forme 

,    -^  j,    ,     ^  d^u  I     dWi  du  I     dWk   au 

où  les  H,-  sont  des  fonctions  de  p,  p, ,  p,  vérifiant  les  conditions 

//A-(H/)  =  o. 

Le  lecteur  a  vu  également  que,  si  l'on  prend  une  solution  quel- 
conque 9  des  trois  équations  (25),  les  équations 

^?/  àpi  âpi        âpi 

définissent  un  nouveau  système  de  coordonnées  curvilignes  que  nous 
avons  appelé  supplémentaire  du  premier  (n°  195)  parce  qu'aux 
points  qui  se  correspondent  dans  les  deux  systèmes,  les  trièdres 
formés  par  les  tangentes  aux  courbes  coordonnées  sont  supplémen- 
taires. Or,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut,  si  l'on  suppose  9 
exprimée  en  fonction  de  x,  y,  z,  les  trois  équations  (26)  peuvent  être 
remplacées  parles  suivantes  : 

(.7)  X=*,         Y  =  ^,         Z=^, 

dx  Oy  dz 

équations  qui  caractérisent  une  déformation  sans  rotation. 

Gomme  la  valeur  la  plus  générale  de  9  dépend  de  trois  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  variable,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante :  A  tout  système  à  lignes  conjuguées  on  peut  adjoindre  toute 
une  classe  de  déformations  sans  rotation^  qui  dépendront  de  trois 
fonctions  d' une  seule  variable  et  qu'on  obtiendra  par  l'intégration 
des  trois  équations  (25). 

327.  Cette  proposition,  qui  apparaît  comme  une  généralisation  de 
celle  que  nous  avons  obtenue  plus  haut  au  n°  322  pour  les  systèmes 
triples  orthogonaux,  ne  donne  pas  malheureusement  les  transfor- 
mations les  plus  générales  dépourvues  de  rotation.  Ces  transfor- 
mations mettent  en  œuvre  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire  de  trois 
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variables.  La  proposition  précédente  n'introduit,  on  le  reconnaît  aisé- 
ment (n"*  187  à  189),  que  six  fonctions  de  deux  variables  et,  par 
suite,  elle  ne  peut  donner  toutes  les  transformations  dépourvues  de 
rotation. 

On  peut  établir  encore  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 
Les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  associés  à  la  déformation 
sans  rotation  définie  par  les  formules  (21)   doivent  vérifier  les  trois 
équations  aux.  dérivées  partielles  (24).  Cherchons  à  quelles  conditions 
ces  systèmes  pourront  être  à  lignes  conjuguées. 

Pour  abréger  les    écritures,   nous  introduirons  les   notations  sui- 
vantes : 


[ik,l] 


dx    dx 
âpi  Op/c 

d^x      dx 


I  dx    dy         dx   à  y 
^*^\(^p/  dpk        dpu  dpi 


dpidpk  dpi 

l    d'^x      dy  d^y      dx  \ 

'*^  \dpi  dp,,  'dp',  dpidp/,  dp'// 


(28) 


dx  dx    dx 

dp   dpi  dpi 
/dx   dx    dy 
\d^  dpi  dp-i 
dx  dy    dz 


dp   dpi 


dpi 


dx  dx  dy  dx  dx  dy 
dpi  dpi  dp  ~^  dpi  dp  dpi 
dx  dy  dz  dx  dy  dz 
dpi  dpi  dp  dpi  dp  dpi 
dx  dy  dz  dx  dy  dz 
dpi  dp  dp2  dpi  Opi  dpi 
dx  dy  dz 
dp   dpi  dpi 


les  termes  non  écrits  se  déduisant,  par  des  permutations  des  indices, 
de  ceux  qui  figurent  dans  le  second  membre.  L'emploi  de  ces  sym- 
boles donne  lieu  à  l'identité 


(29) 


d(i.A) 
dpi 


[t7,  A]-+-[Â7,  i]  +  w, 


dont  nous  allons  faire  usage. 

Les  trois  équations  (24)  s'écrivent  alors  sous  la  forme  abrégée 

(3o)  (<",  A-)  =  o        (i  :pé  k  =  o,  i,  ■■>■), 

et,  en  diflférentiant  par  rapport  à  p/,  nous  obtenons  le  nouveau  système 

(3o')  [il,  k]-h[kl,i]-^  lù  =  o. 


54o  NOTE    IV. 

Puisque,  par  hypothèse,  le  système  est  à  lignes  conjuguées,  x.  y,  z 
sont  des  solutions  particulières  de  trois  équations  de  la  forme  (26). 
Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  dérivées  secondes,  on 
obtient  des  identités  de  la  forme 

de  sorte  qu'on  aura,  en  vertu  même  des  équations  (3o), 

[il,  k]  =  o, 
et,  par  suite,  les  équations  (3o')  se  réduiront  à  la  suivante 

(3i)  to  =  o, 

qui  sera  du  premier  ordre  par  rapport  aux  dérivées  des  coor- 
données X,  y,  z.  Or,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  existe  un 
système  de  valeurs  des  x,  y\  z  vérifiant  à  la  fois  les  trois  équa- 
tions (3o)  et  l'équation  (3i  ). 

328.  Cette  équation  (3i)  nous  apparaît,  on  le  voit,  comme  la  con- 
dition nécessaire  pour  que  le  système  de  coordonnées  curvilignes 
associé  à  la  transformation  soit  à  lignes  conjuguées.  En  renversa;it  le 
raisonnement,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  condition  sera 
suffisante. 

En  effet,  en  vertu  des  identités  (3o'),  elle  entraîne  immédiatement 
les  relations 

[ik,l]  =  o. 

Rapprochons  les  trois  équations 

{i,k)  =  o,         (i,l)  =  o,         [kl,i]=o. 

En  les  ordonnant,  on  peut  les  mettre  respectivement  sous  les  formes 
suivantes  : 

^  dx  ^  ày  r,  dz 

àpk  ÔQk  àp/, 

dp/  dp/  dp/ 

dp  A-  dp/  dp/,  dpi  àpk  dpi 

L'élimination  de  P,  Q,  R  nous  conduit  à  trois  relations  de  la  forme 
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5il 


suivante 


det.   - — 


âpk  dpi  ôpkdpi 


et  ces  trois  relations  expriment  évidemment  que  le  système  de  coor- 
données curvilignes  est  à  lignes  conjuguées. 

329.  Les  remarques  précédentes  nous  conduisent  à  un  nouveau 
moyen  d'obtenir  l'équation  du  troisième  ordre  (8)  établie  au  n°  320.  Il 
suffira  de  substituer  dans  l'équation  (3i  )  les  valeurs  des  rapports  des 

■.,   .    .      dx      dy     dz        .  ,  >  .,.,,. 

dérivées  3—  »  t^j  r~  <!"•  correspondent  au  système  particulier  de  dia- 
mètres conjugués  formé  par  les  axes  principaux  de  la  quadrique  de 
déformation.  On  trouvera  ainsi,  pour  ç,  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre.  Elle  devra,  évidemment,  être  identique  à 
l'équation  (8),  que  nous  avons  d'ailleurs  établie  par  une  méthode  plus 
satisfaisante  et  plus  complète. 

330.  Revenons  aux  équations  (24).  On  peut  leur  faire  subir  une 
transformation  curieuse,  que  nous  allons  indiquer  en  terminant. 

Nous  partirons  de  l'identité 


(32) 


dv 


ày 


dz 


àpi  àpi  ôpi  âpi 


Si  on  la  différentie  par  rapport  à  pi-,  on  aura 


(33) 


àpi  àpk 


d^x 

Ôpi  Ôpk 


Vi 


dpi  épk 


—  V3 


àpi  dp  le 


{i,  k), 


d'où   il   suit  que  les  équations  (2^)  peuvent  prendre  la  forme  sui 
vante  : 


(34) 


àpi  dpk 


d-x 
d<pi  dpjc 


d^y 

dpi  dp,, 


d^z 
dpi dpk 


Éliminons  entre  (^,,  «'2,  ('3  ces  équations  et  les  identités  (82);  nous 
aurons  évidemment 


(35) 


t)2p 

dv 

dv 

dv 

dpi  dpk 

dpi 

'dfk 

àpi 

d'-x 

dx 

dx 

dx 

d?i  dpu 

dpi 

dfk 

àpi 

à\y 

d?i  dp,, 

d^z 

dpi  dp,; 

54?.  NOTE    IV. 

Telle  est  la  forme  très  symétrique  que  prennent  les  équations  (24) 
quand  on  adopte  partout  p,  p^,  p.^  comme  variables  indépendantes. 

Or  la  condition  (35)  peut  évidemment  être  remplacée  par  la  sui- 
vante : 

Il  faut  qu'on  puisse  trouver  des  fonctions  a/^.,aff^.,  a'^  telles  que 
les  trois  équations 

(  ^^6  ) — -  =  «7, h  «?/,  -^ 1-  «(•/.•  T—  ' 

obtenues  en  donnant  à  t  et  à  k  les  trois  systèmes  de  valeurs  diffé- 
rentes comprises  dans  la  suite  o,  i,  2,  admettent  quatre  solutions 
linéairement  indépendantes  x^  y\  z,  v. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  un  problème  qui,  dans  le  cas  parti- 
culier où  l'on  suppose  a-i^^^o,  a  servi  de  base  à  plusieurs  des  théories 
géométriques  de  cet  Ouvrage  (n°  187). 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  les  a'^.  différents  de  zéro,  sa  solution 
nous  entraînerait  à  de  longs  développements.  Nous  nous  contenterons 
des  remarques  suivantes  : 

Si  l'on  prend  l'inconnue  auxiliaire  X 

(Î7)  •  ""' 


d^id^ic  àp/ 


on  verra  facilement,  en  différentiant  l'équation  (36)  par  rapport  à  p/, 
qu'on  peut  adjoindre  aux  équations  (36)  des  équations  nouvelles,  de 
la  forme 


(  38  )  1-7  =  «/i  T-  +  afi h  a'ii h  h  il 


d^% 

dO 

-4-  a'ii 

de 

+  a^ù 

dO 



=  a\i 

— 

àpl 

^0/ 

dp/c 

'd?l 

où  les  coefficients  a"l  et  ht  pourraient  être  aisément  calculés  en  fonc- 
tion de  ceux  qui  figurent  dans  les  équations  (36). 

Différentiant  à  son  tour  l'équation  (38)  par  rapport  à  pk  ou  à  O/,  on 
pourra  obtenir,  et  cela  de  deux  manières  différentes,  chacune  des 
dérivées  premières  de  X,  par  des  expressions  de  la  forme 

d\  .d.r  ,,  dx  ,dx 

(39)  ^  h\- \-b'i- hè-- 1-  cA- 

dp;  'dpi  dp/,  dpi 

Il  ne  restera  plus  qu'à  exprimer  que  les  deux  valeurs  obtenues  pour 
chaque  dérivée  de  X  sont  égales  terme  à  terme  et  que  l'ensemble  des 
équations  (36),  (38),  (39)  forme  un  système  complet.  On  obtiendra 
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ainsi  toutes  les  relations  différentielles  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  fonctions  a/^.. 

Quand  ces  relations  seront  vérifiées,  le  système  complet  admettra 
quatre  solutions  linéairement  indépendantes  qu'on  pourra  prendre 
pour  x^  y^  z,  c. 


FIN. 
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l'équation  du  troisième  ordre. 

CHAPITRE  I. 

Pages. 

Les  familles  de  Lamé.  Théorème  de  Dupin  et  sa  réciproque i 

Équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  les  paramètres  a, 
P,  Y  de  trois  familles  orthogonales,  considérés  comme  fonctions  des 
coordonnées  rectilignes  a;,  y,  z  d'un  point  de  l'espace.  —  Application 
du  théorème  de  Cauchy;  on  peut  déterminer  un  système  triple  ortho- 
gonal par  la  condition  que  les  trois  familles  de  surfaces  qui  le  com- 
posent interceptent  sur  une  surface  donnée  des  courbes  données  assu- 
jetties à  la  condition  de  ne  pas  se  couper  mutuellement  à  angle  droit. 
—  Élimination  de  deux  des  trois  paramètres.  L'élimination  de  l'un 
d'eux  conduit  immédiatement  au  théorème  de  Dupin  :  «  Les  surfaces 
qui  composent  un  système  triple  orthogonal  se  coupent  mutuellement 
suivant  leurs  lignes  de  courbure.  »  —  Réciproque  de  ce  théorème: 
«  Si  l'on  a  deux  familles  de  surfaces  se  coupant  à  angle  droit,  suivant 
des  courbes  qui  soient  lignes  de  courbure  pour  les  surfaces  de  l'une 
des  deux  familles,  il  existe  une  troisième  famille  complétant  le  système 
orthogonal.  »  —  Cette  réciproque  permet  d'établir  que  le  paramètre 
de  toute  famille  faisant  partie  d'un  système  triple  doit  satisfaire  à  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  qui  est  à  la  fois 
nécessaire  et  suffisante,  c'est-à-dire  dont  toute  solution  conduira  à  un 
système  triple.  —  On  donne  le  nom  de  famille  de  Lamé  à  toute  fa- 
mille qui  fait  partie  d'un  système  triple  orthogonal.  —  Pour  former 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  dont  l'existence 
a  été  reconnue  dès  1866  par  l'auteur,  mais  qui  a  été  obtenue,  pour  la 
première  fois,  sous  forme  développée,  par  M  Cayley,  on  définit  d'abord 
une  opération  différentielle  l^v,  et  l'on  établit  quelques  propriétés  de 
ce  symbole.  —  On  établit  ensuite,  par  un  raisonnement  nouveau,  que 
toute  la  difficulté  du  problème  des  systèmes  orthogonaux  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation  du  troisième  ordre,  que  l'on  écrit  sous  la' 
forme  d'un  déterminant  très  simple  du  sixième  ordre.  —  Vérification 
de  résultats  obtenus  antérieui'ement  par  M.  Bouquet,  relativement  aux 
familles  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

M  =  !p(a;)  -h<]/  {y)  +  x{z), 
D.  35 
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et  par  M.  Puiseux,  relativemenl  à  un  système  d'axes  particulier.  — 
Forme  nouvelle  et  irrationnelle  sous  laquelle  on  peut  meltre  l'équation 
du  troisième  ordre,  en  inti'oduisanL  les  dérivées  de  la  fonction  H,  dé- 
finie par  la  relation 


—  Indications  sommaires  sur  les  caractéristiques  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  ou  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
dans  le  cas  de  trois  variables  indépendantes,  et  application  au  problème 
actuel.  On  peut  toujours  déterminer  un  système  triple  orthogonal 
par  la  condition  que  les  surfaces  (A),  qui  composent  une  de  ses  trois 
familles,  coupent  une  surface  (S)  suivant  des  courbes  données  (G)  et 
aient,  suivant  ces  coui'bes,  un  contact  du  second  ordre  avec  certaines 
surfaces  (S),  qui  contiennent  ces  courbes,  à  moins  que  les  courbes 
(G)  ne  soient  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  (S),  ou  que  les 
surfaces  (S)  ne  soient  orthogonales  à  la  surface  (S).  Dans  ces  deux 
cas  d'exception,  le  problème  devient  impossible  ou  indéterminé. 

GHAPITRE  II. 

Systèmes  triples  comprenant  une  famille  de  plans  ou  une  famille   de 

sphères 26 

Recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux  qui  comprennent  une  fa- 
mille de  plans.  —  On  les  obtient  en  traçantdans  un  plan  deux  familles 
de  courbes  rectangulaires  et  en  faisant  rouler  ce  plan  sur  une  déve- 
loppable  quelconque.  —  On  peut  aussi  éviter  toute  considération  de 
roulement  et  construire  les  systèmes  sans  aucune  inlégration.  — Défi- 
nition des  coordonnées  curvilignes.  —  Forme  de  l'élément  linéaire  de 
l'espace  dans  le  système  précédent.  —  Équations  qui  permettent  de 
définir  ce  système,  débarrassées  de  tout  signe  de  quadrature.  —  Si  la 
famille  de  plans  est  donnée  a  priori,  la  détermination  des  trajectoires 
orthogonales  et,  par  suite,  celle  des  systèmes  triples  correspondants 
dépendent  de  trois  quadratures.  —  Systèmes  orthogonaux  comprenant 
une  famille  de  sphères.  —  Définition  des  familles  similaires  de  sphères; 
ce  sont  celles  pour  lesquelles  le  problème  des  trajectoires  orthogonales 
conduit  aux  mêmes  équations  différentielles.  —  Quand  on  connaît  une 
famille  de  sphères  on  peut,  sans  aucune  intégration,  contruire  les  fa- 
milles similaires.  Parmi  les  familles  ainsi  déterminées,  il  y  en  a  une 
infinité  composées  de  sphères  passant  par  un  point  fixe;  une  simple 
quadrature  permet  de  construire  ces  familles  particulières  si  l'on  con- 
naît une  trajectoire  orthogonale  des  sphères  primitives  —  Grâce  aux 
théorèmes  précédents  on  peut,  sans  aucune  intégration,  passer  des 
systèmes  triples  contenant  une  famille  de  plans  à  ceux  qui  contiennent 
une  famille  de  sphères.  —  Propriété  particulière  des  courbes  sphériques; 


l'intégrale   /  —  peut  être  explicitement  calculée.  —  Détermination  des 

trajectoires  orthogonales  d'une  famille  donnée  de  sphères;  elle  se  ra- 
mène à  l'intégration  de  deux  équations  de  Riccati  dont  chaque  trajec- 
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toire  fournit  une  solution  particulière.  —  Construction  des  systèmes 
triples  qui  comprenneiil  une  famille  de  sphères.  —  Extension  des  ré- 
sultats précédents  à  l'espace  à  ii  dimensions.  En  donnant  une  forme 
convenable  aux  fonctions  a,,  Oji  •  •  -i  «„  et  /•,  on  peut,  sous  forme  réelle 
et  sans  aucun  signe  de  quadrature,  assigner  les  intégrales  générales 
du  système 

J7,  —  ^l  ^1  —  ^1  X„  —  (^n 

a,,.. . ,  a„,  /•  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  t  liées  à  a;,, . ..,  a;,,  par 
la  relation 

(  a;,  —  a,  )2  +  (a;^  _  a,  )2 -f- . . .  +  (a:,.  —  a„)^  = /•'. 

Rappel  des  résultats  déjà  obtenus  sur  ce  sujet  par  MM.  J.-A.  Serret  et 
O.  Bonnet. 

CHAPITRE  ni. 

Étude  d'une  intégrale  particulière  de  l'équation  du  troisième  ordre 5i 

L'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  oi-dre  qui  détermine  les 
familles  de  Lamé  admet  les  solutions  particulières  définies  par  l'équa- 
tion du  premier  ordre 

(a)     H  :=  tp„(u)(a;^+jK'-t-2')  +  tp,  («)^  +  tp2(w)r  +  »3(")2  +  ?4(")- 

Le  Chapitre  actuel  est  consacré  à  l'étude  de  ces  solutions.  —  L'équa- 
tion précédente  comprend  d'abord,  comme  cas  particuliers,  celle  qui 
caractérise  les  surfaces  parallèles  et  aussi  celle  qui  caractérise  les  fa- 
milles dérivées  par  inversion  d'une  famille  de  surfaces  parallèles.  — 
Les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  sont,  dans  le  premier  cas, 
des  droites,  et,  dans  le  second  cas,  des  cercles  passant  par  un  point 
fixe.  —  Pour  éclairer  la  discussion  du  cas  général,  on  commence  par 
étudier  celui  où  les  rapports  mutuels  des  cinq  fonctions  tp,  (  m  )  se  rédui- 
sent à  des  constantes.  —  Les  familles  de  Lamé  correspondantes  sont 
alors  définies  par  la  construction  suivante  :  on  construit  les  cercles 
normaux  à  une  surface  quelconque  { S)  et  à  une  sphère  fixe  (S);  tous 
ces  cercles  sont  normaux  à  des  surfaces  (S')  qui  composent  la  famille 
cherchée.  —  On  construit  par  points  chaque  surface  (S'),  en  détermi- 
nant sur  chaque  cercle  le  point  où  il  est  normal  à  (2),  les  deux  points 
où  il  est  normal  à  (S),  et  en  construisant  le  quatrième  point  qui 
forme,  avec  les  précédents,  pris  toujours  dans  le  même  ordre,  un  rap- 
port anharmonique  constant.  —  Les  deux  autres  familles  qui  com- 
plètent le  système  sont  évidemment  formées  de  surfaces  à  lignes  de 
courbure  circulaires  dans  un  système.  —  En  appliquant  cette  con- 
struction à  une  cyclide  de  Dupin,  on  ohùenl  un  système  triple  exclu- 
sivement composé  de  cycUdes.  —  Étude  géométrique  du  cas  particulier 
signalé  par  M.  W.  Roberts,  où  les  cyclides  sont  toutes  du  troisième 
degré.  —  La  construction  générale  précédente  donne  une  transforma- 
tion de  contact  des  surfaces  avec  conservation  des  lignes  de  courbure, 
Détermination    de  toutes    les    transformations   de  ce  genre;   analyli- 
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qucment  elles  équivalent  à  une  substitution  linéaire  orthogonale  effec- 
tuée sur  les  six  coordonnées  d'une  sphère.  —  Retour  à  l'étude  de  l'équa- 
tion (a)  dans  le  cas  le  plus  général.  —  On  peut  en  donner  l'intégrale 
générale  sans  introduire  aucun  signe  de  quadrature.  —  Pour  interpréter 
géométriquement  la  solution,  on  donne  quelques  propriétés  fondamen- 
tales de  la  fonction  H  qui,  multipliée  par  du,  représente  la  plus 
courte  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voisines,  dans  une  famille 
quelconque.  Il  revient  au  même  de  se  donner  H  en  chaque  point  d'une 
surface,  ou  de  se  donner  en  ces  points  les  cercles  osculateurs  des 
courbes  trajectoires  orthogonales  de  la  famille.  —  Relation  entre  H 
et  les  cercles  osculateurs.  —  Propriété  caractéristique  des  familles  étu- 
diées dans  ce  Chapitre:  les  cercles  osculateurs  des  trajectoires  orthogo- 
nales aux  points  où  elles  rencontrent  une  des  surfaces  sont  orthogo- 
naux à  une  même  sphère,  qui  varie  d'ailleurs  avec  la  surface.  —  Énoncé 
de  la  génération  de  ces  familles  à  l'aide  de  transformations  infinitési- 
males. 

CHAPITRE  IV. 

Formes  diverses  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  ^4 
On  peut  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  en 
exprimant  que  la  plus  courte  distance  d'une  surface  de  la  famille  à  la 
surface  infiniment  voisine  est  une  solution  particulière  de  l'équation 
ponctuelle  relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de  cour- 
bure. —  Théorème  de  Ribaucour  :  les  cercles  osculateurs  des  trajec- 
toires orthogonales  aux  points  où  elles  rencontrent  une  surface 
déterminée  de  la  famille  forment  un  système  cyclique.  —  Démonstra- 
tion de  la  proposition  réciproque.  —  Rappel  des  études  antérieures  sur 
les  systèmes  cycliques  et  étude  de  deux  problèmes  nouveaux  :  i°  dé- 
termination des  familles  de  Lamé  pour  lesquelles  les  plans  osculateurs 
des  ti-ajectoires  orthogonales  aux  points  où  elles  rencontrent  l'une  des 
surfaces  de  la  famille  concourent  en  un  même  point  ;  2°  détermination 
des  systèmes  cycliques  formés  de  cercles  dont  les  plans  enveloppent 
une  développable.  —  Forme  remarquable  de  l'équation  du  troisième 
ordre  donnée  par  M.  Maurice  Levy;  on  prend  comme  variables  indé- 
pendantes le  paramètre  u  de  la  famille  et  deux  des  coordonnées  rec- 
tangiiiaii'es.  —  Application  de  cette  équation  à  la  détermination  des 
surfaces  invariables  de  forme  qui  peuvent,  en  se  déplaçant,  engendrer 
une  famille  de  Lamé.  —  Quand  le  mouvement  de  la  surface  est  unique 
et  déterminé,  il  est  nécessairement  hélicoïdal.  —  Applications  particu- 
lières. —  Étude  du  cas  où  la  surface  peut,  dans  plusieurs  mouvements 
différents,  engendrer  une  famille  de  Lamé.  —  Indication  de  divers 
résultats.  —  M.  J.  Bertrand  a  montré,  par  la  Géométrie,  que,  si  ces 
mouvements  comprennent  toutes  les  translations,  la  surface  est  une 
sphère  ou  un  cylindre.  —  M.  Adam  a  établi,  par  l'analyse,  que  le  ré- 
sultat subsiste  si  les  mouvements  se  réduisent  à  deux  translations  dis- 
tinctes. —  Interprétation  géométrique  élégante  due  à  M.  Petot. 
L'équation  aux  dérivées  partielles  qui  caractérise  la  surface  cherchée 
exprime  la  propriété  suivante  :  la  droite  du  plan  tangent  qui  joint 
les  centres  de  courbure  géodésique  des  deux  lignes  de  courbure  ap- 
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partient  à  un  complexe  linéaire.  —  Théorème  de  M.  Cosserat.  —  Retour 
à  l'équation  générale  du  troisième  ordre.  —  Formation  de  cette  équa- 
tion quand  la  famille  est  déterminée  par  une  équation  implicite 
<p  {x,  y,  z,  u)  =  0.  Développement  de  l'équation  en  vue  des  applications 
ultérieures. 

CHAPITRE  V. 

Les  familles  de  Lamé  formées  avec  des  quadriques gS 

On  cherche  d'abord  la  condition  pour  que  des  quadriques  à  centre 
unique,  ayant  les  mêmes  plans  principaux,  forment  une  famille  de 
Lamé,  et  l'on  est  conduit,  en  appliquant  la  méthode  générale  du  Cha- 
pitre précédent,  à  une  relation  différenlielle  entre  les  axes,  qui  a  été 
obtenue  dès  1867  par  M.  Maurice  Levy.  —  On  fait  aussi  connaître  la 
méthode  suivie  par  M.  Maurice  Levy,  ainsi  que  l'interprétation  géo- 
métrique qu'il  en  a  donnée:  la  relation  différentielle  exprime  que 
l'une  quelconque  des  lignes  ombilicales,  c'est-à-dire  l'une  quelconque 
des  lignes  décrites  par  les  ombilics,  est  normale  aux  surfaces  qui  com- 
posent la  famille.  —  Il  résulte  de  là  que  les  familles  de  quadriques 
cherchées  sont  déterminées  dès  que  l'on  se  donne  a  priori  une  ligne 
plane  quelconque,  qui  servira  de  ligne  ombilicale.  —  C'est  ce  que 
permettent  d'ailleurs  d'établir  quelques  considérations  de  Géométrie 
pure  relatives  aux  ombilics  des  quadriques.  —  Le  cas  particulier  où 
l'une  des  lignes  ombilicales  se  réduit  à  une  droite  a  été  rencontré  par 
M.  G.  Humbert.  Alors  les  onze  autres  lignes  ombilicales  sont  des 
droites,  et  les  surfaces  qui  composent  la  famille,  tangentes  à  huit 
plans  isotropes,  font  aussi  partie  d'un  réseau  ponctuel;  on  peut  dé- 
terminer les  deux  autres  familles  qui   complètent  le  système  triple. 

—  Cas  où  Tune  des  lignes  ombilicales  est  un  cercle,  une  conique,  etc. 

—  Revenant  au  problème  général,  on  remarque  qu'on  peut  encore  le 
résoudre  sans  employer  la  ligne  ombilicale  et  par  une  méthode  directe 
qui  peut  se  rattacher  à  un  principe  général.  —  Applications  particu- 
lières de  cette  nouvelle  méthode.  —  La  proposition  relative  aux  lignes 
ombilicales  ne  s'applique  pas  seulement  aux  familles  composées  de 
surfaces  du  second  degré  ;  on  peut  établir  qu'elle  est  vraie  pour  des 
surfaces  quelconques  formant  une  famille  de  Lamé;  la  démonstration 
repose  sur  la  considération  de  la  forme  des  lignes  de  courbure  dans 
le  voisinage  d'un  ombilic.  —  Cette  proposition  générale,  une  fois  éta- 
blie, conduit  à  la  conséquence  suivante:  si  des  quadriqu(?s  h  axes  iné- 
gaux forment  une  famille  de  Lamé,  les  plans  principaux  de  ces  surfaces 
coïncident  nécessairement;  par  suite,  les  recherches  précédentes  n'ont 
pas  un  caractère  aussi  particulier  qu'on  aurait  pu  le  supposer,  et  elles 
font  connaître  toutes  les  familles  de  Lamé  composées  de  quadriques 
à  axes  inégaux.  —  D'une  manière  générale,  on  peut  énoncer  la  pro- 
position suivante:  si  une  famille  de  Lamé  est  composée  de  surfaces 
ayant  chacune  des  plans  de  symétrie,  les  plans  de  symétrie  de  ces 
surfaces  doivent  coïncider,  excepté  dans  certains  cas  particuliers  qui 
sont  nettement  indiqués.  —  Démonstration  de  cette  proposition  géné- 
rale ;  son  application  aux  surfaces  du  second  degré;  son  interpréta- 
lion  géométrique.  Simple  énoncé  d'une  proposition  analogue  relative 
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aux  surfaces  anallagmaliques.  —  Lé  Chapitre  se  termine  par  l'étude 
d'un  problème  qui  doit  conduii-e  encore  à  des  familles  de  Lamé  formées 
de  quadriques  :  on  sait  que  les  surfaces  lieux  des  points  tels  que  la 
somme  ou  la  différence  de  leurs  distances  à  deux  surfaces  fixes 
(A),  (B)  soit  constante  forment  un  système  double  orthogonal,  c'est- 
à-dire  se  distribuent  eu  deux  familles  distinctes  de  surfaces  orthogo- 
nales ;  on  demande  dans  quel  cas  on  peut  compléter  le  système  et 
adjoindre  aux  deux  familles  différentes  une  troisième  famille  composée 
de  surfaces  coupant  les  précédentes  à  angle  droit.  —  Mise  en  équation 
du  problème  ;  on  démontre  par  la  Géométrie  que,  si  l'on  néglige  des 
solutions  déjà  étudiées,  cette  troisième  famille  doit  être  composée  de 
surfaces  du  second  degré  dont  les  génératrices  rectilignes  seront  les 
normales  aux  surfaces  (A)  et  (B).  —Les  axes  de  ces  quadriques  doivent 
satisfaire  à  des  équations  différentielles  qui  se  rencontrent  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qui  ont  été,  pour  la  première  fois, 
intégrées  par  Halphen.  —  Intégration  nouvelle  de  ces  équations.  — 
Cas  particulier  des  surfaces  dépourvues  de  rontie,  traité  par  une 
méthode  directe;  les  fonctions  elliptiques  sont  remplacées  par  des  loga- 
rithmes, sauf  dans  un  cas  spécial  où  la  solution  devient  algébrique  et 
a  déjà  été  donnée  par  M.  J.-A.  Serret.  —  Démonstration  géométrique 
simple  relative  à  ce  cas  spécial.  —  Indication  d'un  sujet  de  recherche 
relatif  aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  lieu  des  points  pour  les- 
quels la  somme  ou  la  différence  des  dislances  a  deux  droites  fixes  est 
constante. 

CHAPITRE  VI. 

Systèmes   orthogonaux  à  n  variables.    Extension   des    méthodes  précé- 
dentes       I 

Système  des  coordonnées  elliptiques  générales.  —  On  peut  de  même 
généraliser  le  système  des  cyclides  orthogonales  et  homofocales  et 
employer,  pour  le  cas  de  n  dimensions,  des  variables  analogues  aux 
coordonnées  pentasphériques.  —  Définition  des  systèmes  complète- 
ment orthogonaux  à  n  variables  :  puisqu'il  existe  de  tels  systèmes, 
l'objet  de  ce  Chapitre  sera  d'appliquer  à  leur  recherche  la  méthode 
déjà  employée  pour  le  cas  de  trois  variables.  —  Problème  fonda- 
mental :  étant  données  n  fonctions  formant  un  système  complète- 
ment orthogonal,  éliminer  toutes  les  fonctions  moins  une  et  former 
les  équations  aux  dérivées  partielles,  à  la  fois  nécessaires  et  suffi- 
santes, auxquelles  doit  satisfaire  cette  dernière  fonction.  —  Exposé 
de  la  méthode  :  une  des  fonctions  u  étant  supposée  connue,  un  pre- 
mier groupe  de  (n  —  i)^  équations  permet  de  déterminer  les  rapports 
mutuels  des  dérivées  premières  des  n —  i  autres  fonctions  v,  w,  . .  .. 
—  Ce  premier  groupe  d'équations  est  identique  à  celui  que  l'on  ren- 
contre lorsqu'on  veut  réduire  ii  des  sommes  composées  des  mêmes 
carrés  deux  formes  quadratiques  à  n  variables,  ces  variables  étant 
d'ailleurs  liées  par  une  relation  linéaire.  —  Les  équations  que  l'on 
obtient  ainsi  pour  chacune  des  fonctions  v,  w,  ...,  étant  au  nombre 
de  n—  I,  donnent  naissance  à  des  conditions  d'intégrabilité  qui  con- 
tiendront évidemment  les  dérivées  de  m  jusqu'au  troisième  ordre,  —  En 
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essayant  de  former  de  la   manière  la  plus  simple  ces  conditions,  on 

est  conduit    à  deux  groupes  bien  distincts    d'équations  du   troisième 

j                            .                 •-                        I        ,(«  —  i)(«  —  2) 
ordre  pour  u.  —  Les  premières,  au  nombre  ue  -^ — -»  sont 

analogues  à  l'équation  formée  dans  le  cas  de  trois  variables  et  jouissent, 
comme  elle,  de  la  propriété  de  s'écrire  sous  une  forme  simple  à  l'aide 
des  dérivées  secondes  de  la  fonction 

H  =  (  M^  +  t/^  +  . .  ,  +  a,5  )  "  ^ 

j                      1         .(«—")(«  —  2)  (  Il  —  3) 
Les  secondes,  au  nombre  de -^ — — -,  n  apparaissent 

que  lorsque  n  est  supérieur  à  3.  —  Si  l'on  veut  interpréter  en  lan- 
gage géométrique  les  résultats  précédents,  on  pout  d'abord  généraliser 
la  notion  de  normale  à  une  surface,  ce  qui  conduit  naturellement  à 
l'extension  de  la  définition  des  directions  principales  et  des  lignes  de 
courbure.  —  Dans  un  espace  à  n  dimensions,  il  y  a  n  —  i  directions 
principales,  et  par  suite  n^\  systèmes  de  lignes  de  courbure,  pour 
chaque  surface.  —  Deux  directions  principales  différentes  sont  à  la  fois 
orthogonales  et  conjuguées.  —  Cette  notion  des  lignes  de  courbure  une 
fois  introduite,  le  théorème  de  Dupin  se  généralise  immédiatement: 
si  une  surface  fait  partie  d'un  système  complètement  orthogonal,  les 
surfaces  qui  appartiennent  aux  autres  familles  admettent  pour  nor- 
males en  chaque  point  de  la  surface  considérée  les  directions  princi- 
pales de  cette  surface  ;  par  conséquent,  prises  n — 2  an  —  2,  elles 
coupent  cette  surface  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure.  —  Mais 
il  faut  prendre  garde  ici  à  une  propriété  tout  à  fait  nouvelle  :  une 
surface  quelconque  prise  dans  l'espace  à  n  dimensions,  n  étant 
supérieur  à  3,  ne  saurait  faire  partie  d'un  système  complètement 
orthogonal  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  ses  lignes  de  cour- 
bure soient  coordonnées.  —  On  dit  que  les  lignes  de  courbure  sont 
coordonnées  lorsqu'on  peut  choisir  n  —  i  fonctions  dont  une  seule 
varie  sur  chaque  ligne  de  courbure  de  la  surface.  —  Lorsque  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  coordonnées,  la  surface  peut 
faire  partie  d'un  système  complètement  orthogonal:  on  le  reconnaît  en 
généralisant  la  théorie  des  surfaces  parallèles. —  Application  des  résul- 
tats précédents  aux  surfaces  définies  par  l'équation  Xj-l-X,-»-  ...-i-X„=  o. 
—  Condition  pour  que  leurs  lignes  de  courbure  soient  coordonnées.  — 
Systèmes  orthogonaux  comprenant  une  famille  définie  par  l'équation 
u  =  X,  +...+  X„.  —  Généralisation  des  propositions  de  MM.  Bouquet 
et  J.-A.  Serret.  —  Systèmes  orthogonaux  comprenant  la  famille 
u  =  x'"^  . . .  a;^".  —  Détermination  simple  des  autres  familles.  —  Étude 
de  différents  systèmes  orthogonaux,  détermination  des  lignes  de  cour- 
bure de  différentes  surfaces,  parmi  lesquelles  on  peut  signaler  les  sur- 
faces tétraédrales  de  Lamé.  —  Les  résultats  obtenus  dans  ce  Chapitre 
donnent  notamment  les  lignes  de  courbure  d'un  grand  nombre  de 
surfaces  du  troisième  ordre,  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 
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CHAPITRE  I. 

Pages. 

Systèmes  orthogonaux  à  n  variables , 167 

On  se  propose  de  faire  connaître  les  formules  que  Lamé  a  données  dans 
ses  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  en  appliquant  et  étendant 
sa  méthode  aux  systèmes  complètement  orthogonaux  à  n  variables. 
—  Définition  des  éléments  d'une  substiUilion  linéaire  orthogonale  par 

la  formule  X^"  =  U--—^'    —    Relations   dilTérentielles    auxquelles    ils 

donnent  lieu.  —  Introduction  de  grandeurs  nouvelles  p,,.  qui  doivent 
vérifier  deux  systèmes  différents  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. —  Indication  sur  la  méthode  de  recherche  d'un  système 
orthogonal.  —  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Combescure  : 
«A  tout  système  orthogonal  on  peut  en  rattacher  une  infinité  d'autres 
qui  dépendent  de  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable  ».  —  Application 
de  la  méthode  générale  de  recherche  à  la  solution  d'un  problème  fon- 
damental :  résolution  la  plus  générale  de  l'équation 

• 

dx\  +  . . .  4-  dx\  =  vi  (  c?p;  +  . . .  +  rfpn  )• 

Cette  solution  est  toute  semblable  à  celle  qui  est  connue  depuis  long- 
temps pour  le  cas  de  trois  variables,  et  elle  est  fournie  par  une  inver- 
sion généralisée,  suivie  ou  précédée  d'un  déplacement.  —  Cas  spécial 
signalé  par  M.  Cremona.  —  Indication  de  différentes  méthodes  qui 
permettent  de  faire  dériver  de  tout  système  orthogonal  à  n  variables 
d'autres  systèmes  orthogonaux  contenant  le  même  nombre  ou  un 
moindre  nombre  de  variables.  —  C'est  ainsi  qu'au  système  des  coor- 
données elliptiques  on  peut  faire  correspondre  une  suite  illimitée  de 
systhèmes  orthogonaux  algébriques.  —  Théorème  de  Géométrie  qui 
donne  une  généralisation  de  la  notion,  due  à  Gauss,  de  représentation 
sphérique.  —  Application  des  résultats  précédents  à  la  recherche  des 
surfaces  de  l'espace  à  n  dimensions  dont  les  lignes  de  courbure  sont 
coordonnées.  —  Cette  recherche  exige  en  premier  lieu  la  détermina- 
tion de  tous  les  systèmes  complètement  orthogonaux  dans  un  espace 
à  n  —  I  dimensions.  —  Celte  détermination  une  fois  effectuée,  des 
méthodes  analogues  à  celles  que  l'on  suit  dans  la  recherche  des  sur- 
faces ayant  une  représentation  sphérique  donnée  permettent  d'achever 
la  solution  du  problème.  —  Quelques  propriétés  des  lignes  de  courbure 
des  surfaces.  —  Équations  d'Olinde  Rodrigues.  —  Généralisation  de  la 
théorie  des  systèmes  cycliques  et  son  extension  à  l'espace  à  n  di- 
mensions. 
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Le  tvièdre  mobile i83 

Dans  ce  Chapitre,  on  étudie  les  propriétés  des  systèmes  triples  ortho- 
gonaux en  les  rattachant  à  la  considération  du  déplacement  du 
trièdre  trirectangle  (T)  formé  par  les  normales  aux  trois  surfaces 
coordonnées  qui  se  croisent  en  chaque  point  de  l'espace.  —  Rappel 
des  résultats  déjà  obtenus  dans  nos  Leçons  relativement  aux  divers 
mouvements  d'un  triédre  qui  dépend  de  plusieurs  paramètres.  —  Équa- 
tions aux  dérivées  partielles  qui  relient  les  rotations  et  les  translations. 

—  Détermination  d'un  trièdre  dont  les  rotations  et  les  translations 
sont  données  a  priori.  —  Système  linéaire  dont  l'intégration  fait  con- 
naître les  cosinus-directeurs  des  axes  de  ce  trièdre.  —  Formules 
générales  qui  déterminent  le  déplacement  d'un  point  défini  par 
ses  coordonnées  relatives  au  trièdre  mobile.  —  Application  de  cette 
théorie  générale  aux  coordonnées  curvilignes  orthogonales;  on  prend 
pour  le  trièdre  mobile  (T)  celui  dont  les  arêtes  sont  les  normales 
aux  trois  surfaces  coordonnées.  —  Trois  des  rotalions  sont  nulles,  les 
autres  s'expriment  en  fonction  des  coefficients  H,  H,,  H,  de  l'élément 
linéaire  et  de  leurs  dérivées.  —  Introduction  des  quantités  p,j.  — 
Double  système  de  relations  différentielles  auxquelles  doivent  satisfaire 
ces  six  fonctions.  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Dupin. 

—  Expression  des  rayons  de  courbure  des  surfaces  coordonnées.  — 
Système  linéaire  déterminant  les  cosinus-directeurs  des  normales  aux 
surfaces  coordonnées  lorsqu'on  connaît  les  p,j.  —  Représentation 
sphérique,  lignes  asymptotiques  de  chacune  de  ces  surfaces.  —  Lois 
de    variation  des   six  courbures   principales   découvertes    par    Lamé. 

—  Définition  du  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  AU  d'une 
fonction  quelconque  U;  son  expression  en  coordonnées  curvilignes; 
définition  et  expression  de  A(U,  V).  —  Formule  de  Stokes  et  de  C. 
Neumann  ;  définition  du  paramètre  différentiel  ou  invariant  linéaire 
du  second  ordre;  son  expression  en  coordonnées  curvilignes.  —  On 
peut  rattacher  l'introduction  de  cet  invariant  à  l'étude  de  certaines 
propriétés  des  transformations  ponctuelles  les  plus  générales.  —  Pour 
toutes  les  transformations  de  ce  genre,  il  y  a  en  général  trois  éléments 
linéaires  partant  d'un  point  auquel  correspondent  des  éléments  pa- 
rallèles. Si  l'on  veut  que  ces  trois  éléments  linéaires  forment  toujours 
un  trièdre  trirectangle,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la  transfor- 
mation soit  définie  par  les  formules 

X=  — ,         Y  =  — ,  =— , 

ôx  dy  dz 

où  U  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z.  Il  existe  alors  une 
équation  du  troisième  degré  faisant  connaître  les  dilatations  des  élé- 
ments dont  la  direction  n'est  pas  altérée,  et  les  racines  de  cette  équa- 
tion sont  (les  invariants.  Le  paramètre  du  second  ordre  de  Lamé  n'est 
autre  que  la  somme  des  racines  de  cette  équation.  —  Détermination 
des  transformations  de  la  nature  précédente  pour  lesquelles  les  éléments 
dont  la  direction  n'est  pas  changée  en  chaque  point  de  l'espace  sont 
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normaux  à  trois  familles,  qui  détermineront  nécessairement  un  sys- 
tème de  coordonnées  curvilignes  triplement  orthogonales.  —  Il  y  a 
une  infinité  de  transformations  de  ce  genre  qui  correspondent  à  un 
système  triple  orthogonal,  donné  a  priori.  —  Leur  détermination  se 
ramène  à  l'intégration  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  doit  satisfaire  une  même  fonction.  —  On  termine 
le  Chapitre  en  donnant  un  complément  à  la  théorie  du  déplacement 
d'un  trièdre  mobile.  Si  l'on  considère  le  système  le  plus  général  de 
coordonnées  curvilignes  obliques,  l'élément  linéaire  de  l'espace  pren- 
dra la  forme 

et  l'on  peut  se  proposer  de  trouver  toutes  les  relations  différen- 
tielles qui  existent  entre  les  quantités  A,j,  relations  différentielles 
analogues  à  celles  que  l'on  doit  à  Lamé,  pour  le  cas  où  les  coor- 
données sont  orthogonales.  —  On  pourrait  résoudre  cette  question  en 
prenant  un  trièdre  (T)  occupant  une  position  particulière  relative- 
ment aux  plans  tangents  des  surfaces  coordonnées.  —  Il  paraît  plus 
élégant  d'employer  une  méthode  toute  différente,  qui  repose  sur  la 
considération    des  différentes   décompositions    en    carrés  de  la  forme 

quadratique  précédente  V  \  A,j  rfp,  rfp,.  et  qui  conduit  à  six  équa- 
tions à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes.  —  Retour  au  trièdre  mobile 
pour  établir  les  équations  aux  dérivées  partielles  entre  les  rotations 
et  les  translations. 

CH.4PITRE  III. 

Recherche  d'un  système  triple  particulier 212 

Avant  de  poursuivre  la  théorie,  on  veut  indiquer  des  applications  des 
équations  fondamentales  à  la  recherche  d'un  système  triple  parti- 
culier. —  Dans  ses  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et  leurs 
diverses  applications,  Lamé  a  attaché  une  importance  toute  parti- 
culière aux  systèmes  composés  de  trois  familles  isothermes.  —  Défi- 
nition d'une  famille  isotherme.  —  Condition  d'isothermie  ;  elle  est 
vérifiée  pour  le  système  des  ellipsoïdes  homofocaux.  —  Il  existe 
donc  au  moins  un  système  triple,  à  la  fois  orthogonal  et  isotherme. 
—  Lamé  s'est  proposé  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  ce  genre. 
En  mettant  le  problème  en  équation,  on  reconnaît  que  ces  systèmes 
particuliers  ont  une  première  propriété  signalée  par  M.  J.  Bertrand: 
les  surfaces  qui  les  composent  sont  isothermiques,  c'est-à-dire  sont 
divisibles  en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure.  Mais 
cette  propriété  n'est  nullement  caractéristique  ;  elle  appartient,  par 
exemple,  au  système  des  cyclides  homofocales,  qui  n'est  pas  iso- 
therme. —  Par  suite,  en  se  proposant  la  recherche  de  tous  les  sys- 
tèmes triples  composés  de  surfaces  isothermiques,  on  est  assuré  d'ob- 
tenir non  seulement  tous  les  systèmes  isothermes,  comme  le  désirait 
Lamé,  mais  d'autres  systèmes  plus  généraux.  —  Pour  accroître  encore 
l'intérêt  qui   s'attache  à  ce  problème  général,  on  remarque  que  l'on 
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sera  encore  conduit  à  le  poser  si  l'on  approfondit  une  belle  décou- 
verte de  Lamé.  —  L'illustre  géomètre  a  montré  que,  si  p,  p,,  p, 
désignent  les  coordonnées  ellipli(|ues  d'un  point  de  l'espace,  l'équa- 
tion de  la  chaleur  admet  une  infinité  de  solutions  de  la  forme  sui- 
vante :  /(p)/,  (Pi)/2  (pî)-  —  Si  l'on  cherche  tous  les  systèmes  triples 
orthogonaux  pour  lesquels  on  peut  formuler  une  proposition  analogue, 
on  reconnaît  encore  qu'ils  doivent  être  composés  de  surfaces  isother- 
miques. —  Toutes  ces  remarques  nous  conduisent  donc  à  entre- 
prendre l'étude  du  problème  le  plus  général  :  détermination  des 
systèmes  triples  composés  de  surfaces  isothermiques.  —  Mise  en 
équation  ;  forme  des  valeurs  de  H,  H,,  H^.  —  On  exprime  d'abord  que 
ces  valeui's  satisfont  au  système  (B),  ce  qui  conduit  à  préciser  leur 
forme.  —  On  obtient  ainsi  trois  types  différents  de  solutions.  — 
Pour  étudier  ces  trois  types  et  achever  la  solution,  on  exprime  que 
les  valeurs  de  H,  H,,  U^  vérifient  le  système  (B').  —  Forme  générale 
des  équations  qui  en  résultent.  —  Conditions  pour  qu'elles  soient 
compatibles  avec  celles  que  l'on  a  déduites  du  système  (B).  —  Appli- 
cation aux  trois  types  précédemment  obtenus.  —  Le  premier  type  nous 
conduit  à  trois  systèmes  triples  comprenant,  soil  une  famille  de  plans 
parallèles  et  deux  familles  de  cylindres  isothermes  ;  soit  une  famille 
de  sphères  concentriques  et  deux  familles  de  cônes  isothermes  ;  soit 
une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  et  deux  familles  de 
révolution  ayant  cette  droite  pour  axe,  et  dont  les  méridiens  forment 
un  système  à  la  fois  orthogonal  et  isotherme.  D'une  manière  géné- 
rale, il  faut  joindre  à  ces  systèmes  leurs  transformés  par  inversion, 
qui  jouissent  évidemment  de  la  môme  propriété.  —  Le  second  type 
ne  fournit  aucune  solution  du  problème  et  doit  être  rejeté.  —  Quant 
au  troisième,  il  sera  étudié  dans  le  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE  IV. 

Becherche  d'un  système  particulier  (suite).  Examen  du    troisième  type 

de  solution 242 

Le   troisième  type   de    solution    du   problème   que    l'on    a    commencé   à 
étudier  dans  le  Chapitre  précédent  correspond  aux  valeurs  suivantes  : 

H    (P. -pr'(p-P2)""'' 

H  =  rrz > 

M\Ja 

'    „  _  (P.-p.rMp.-P)-" 

H,  —  j= ) 

H    __(P-P2)'''(P^-P.)   '' 
M  v/a, 

de  H,  H,,  H^.  Dans  ces  formules,  M  désigne  une  fonction  quelconque, 
h  une  constante,  a,  une  fonction  de  la  seule  variable  p,.  En  écrivant 
que  les  équations  de  condition  données  au  Chapitre  précédent  sont 
vérifiées,  on  obtient  les  solutions  suivantes.  —  Pour  la  première, 
onaA  =  —  -;a(p),a,(?),aj(p)  sont  des  polynômes   identiques  du 
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cinquième  degré;  ces  hypothèses  correspondent  au  système  formé  par 
les  cyclides  homofocales  et  à  ses  variétés.  —  La  seconde  solution  cor- 
respond à  l'hypothèse  h  =  -,    a(p),  a,(p),  a^{^)  sont  des  polynômes 

identiques  du  troisième  degré.  —  La  troisième  solution  correspond  à 
la  valeur  h  =  i;  a{r.),  a,  (p  ),  a^(p)  sont  des  polynômes  du  deuxième 
degré  qui  doivent  satisfaire  à  l'identité 

a  (p)  +  a,  (p)  +a2(p)  =  o. 

La  quatrième  solution  correspond  à  la  valeur  A  =  2  ;  les  fonctions  a, 
a,,  aj  se  réduisent  alors  à  des  constantes  dont  la  somme  est  nulle.  — 
Remarques  générales  sur  la  manière  dont  on  pourra  déterminer  la 
valeur  de  M  correspondant  à  chaque  solution.  —  Élude  détaillée  du 
cas  pour  lequel  on  a  A  =  i.  —  Le  système  correspondant  est  exclusi- 
vement formé  de  cyclides  de  Dupin.  —  On  démontre  qu'il  est  iden- 
tique à  ceux  qui  ont  été  étudiés  au  Livre  I",  Ch.  III.  —  Pour  l'étude 

des    systèmes  qui     correspondent    aux    valeurs    h  ~  1,   h  =  -  et  qui 

n'apparaîtront  pas,  d'ailleurs,  dans  le  Chapitre  suivant,  il  est  renvoyé 
à  un  Mémoire  de  l'auteur. 


CHAPITRE  V. 

Recherche   des  systèmes   isothermes   et    d'autres  systèmes    qui  se  pré- 
sentent dans  la  théorie  de  la  chaleur 

On  a  vu  que,  parmi  les  systèmes  déterminés  dans  les  deux  Chapitres 
précédents,  doivent  se  trouver  :  i»  les  systèmes  composés  de  trois 
familles  isothermes  ;  2"  ceux  pour  lesquels  l'équation  de  la  chaleur 
admet,  dans  des  conditions  piéccdemrncnt  définies,  une  infinité  de 
solutions  de  la  forme  P/(  p  )/,(  p,  )/j(  p^).  —  L'objet  du  présentCha- 
pitre  est  précisément  la  détermination  de  ces  deux  classes  parti- 
culières, comprises  dans  celle  que  nous  avons  déterminée.  —  On 
commence  par  la  recherche  des  systèmes  isothermes  en  envisageant 
successivement  les  différentes  solutions  obtenues  dans  les  deux  Cha- 
pitres précédents.  —  On  obtient  d'abord  des  systèmes  formés  d'une 
famille  de  plans  parallèles  et  de  deux  familles  de  cylindres  isothermes, 
ou  d'une  famille  de  sphères  concentriques  et  de  deux  familles  de  cônes 
isothermes,  ou  d'une  famille  de  plans  passant  par  une  droite  et  de 
deux  familles  de  quadriques  homofocales  de  révolution.  —  On  ob- 
tient aussi  le  système  des  quadriques  homofocales  et  un  autre  système 
imaginaire  qui  a  été  signalé,  mais  non  déterminé,  par  Combescure. 
—  Bien  que  ce  dernier  système  ne  puisse  jouer  aucun  rôle  en  Phy- 
sique mathématique,  il  3'  a  intérêt  à  le  déterminer  ;  on  montre  qu'il 
est  formé  avec  des  cyclides  de  Dupin  qui  sont  imaginaires  et 
du  troisième  degré.  —  Après  avoir  ainsi  terminé  la  recherche  des  sys- 
tèmes isothermes,  on  suit  une  méthode  analogue  pour  la  détermi- 
nation de  la  seconde  classe  signalée  plus  haut.  —  On  démontre  d'abord 
un  lemme  fondamental  de  Lord  Kelvin,  relatif  à  l'inversion,  puis  on 
montre  que  les  systèmes  cherchés  se  réduisent  en  définitive  au  seul 
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système  des  cyclides  homofocales  et  à  ses  variétés.  —  On  retrouve 
cette  propriété  des  cyclides  homofocales  par  une  démonstration  directe 
où  l'on  emploie  les  coordonnées  pcnlasphériqiies  et  une  forme  remar- 
quable que  prend,  avec  ce  système  de  coordonnées,  l'équation  de 
la  chaleur.  —  Le  Chapitre  se  termine  par  une  remarque  qui  permet 
d'étendre  une  partie  des  résultats  précédents  aux  systèmes  de  coor- 
données curvilignes  les  plus  généraux. 


CHAPITRE  VI. 

Les  systèmes  triples  de  M.  Blanchi 294 

Dans  ce  Chapitre,  on  se  propose  de  donner  une  nouvelle  application  de 
la  méthode  générale  de  recherche  en  déterminant  tous  les  systèmes 
triples  orthogonaux  pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de 
surfaces  à  courbure  totale  constante.  —  Cette  application,  due  à  M.  L. 
Blanchi,  a  son  origine  dans  un  théorème  de  M.  Weingarten  qui  fait 
prévoir  l'existence  d'une  classe  étendue  de  ces  systèmes.  —  Ce  théo- 
rème  peut  s'énoncer  comme  il  suit:  Étant  donnée  une  surface  (S) 

à  courbure  totale  constante  ->  si  l'on  porte  sur  la  normale  en  chacun 
de  ses  points  une  longueur  infiniment  petite  MM'  proportionnelle 
à  cos  -r=->  d  désigtiant  la  distance  géodésique  de  M  à  un  point  fixe  A 
de  (S),  la  surface  (S')  décrite  par  le  point  M  est,  elle  aussi,  à  cour- 
bure constante  —et   elle   fait  partie  avec  (S)  d'une  famille  de  Lamé. 

—  Il  permet  évidemment  de  construire,  de  proche  en  proche,  des  sur- 
faces à  courbure  constante  et  égale,  qui  dépendent  de  quatre  fonc- 
tions arbitraires  et  forment  une  famille  de  Lamé.  —  Examen  d'un  pro- 
blème auquel  conduit  naturellement  la  proposition  de  M.  Weingarten; 
propriétés  de  certains  systèmes  cycliques  se  rattachant  à  une  surface 
applicable  sur  une  surface  de  révolution.  —  Exposé  des  recherches  de 
M.  Blanchi  ;  ce  géomètre  s'est  proposé  de  déterminer  tous  les  systèmes 
triples  pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de  surfaces  à  cour- 
bure totale  constante  ;  mais  il  a  donné  de  l'extension  aux  recherches 
de  M.  Weingarten  en  supposant  que  la  courbure  totale  puisse  varier 
lorsqu'on  change  de  surface.—  Mise  en  équation  du  problème.  —  En 
écartant  le  cas  spécial  où  les  surfaces  cherchées  seraient  de  révolution, 
on  obtient  une  forme  élégante  de  l'élément  linéaire;  cette  forme  dé- 
pend d'une  seule  fonction  w  qui  doit  satisfaire  à  trois  équations  aux 
dérivées  partielles  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  —  Étude  de  ce 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles;  il  est  montré  que  son  in- 
tégrale générale  dépend  de  cinq  fondions  arbitraires  d'une   variable. 

—  Propriétés  générales  des  systèmes  triples  auxquels  on  est  conduit; 
M.  Blanchi  a  fait  voir  qu'on  peut  leur  appliquer  la  tranformation  de 
M.  Backlund.  Il  suffit  pour  cela  d'intégrer  trois  équations  de  Ricatti 
auxquelles  satisfait  une  même  fonction.  —  Examen  particulier  des 
systèmes  de  Weingarten  pour  lesquels  la  courbure  totale  ne  varie  pas 
lorsqu'on  passe  de  l'une  des  surfaces  à  toute  autre  de  la  même  fa- 
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mille.  —  On  vérifie  les  propriétés  géométriques  qui  résultent  de  la 
proposition  énoncée  plus  haut.  —  Recherche  d'une  classe  particulière 
de  systèmes  de  Weingarten.  —  En  essayant  de  déterminer  tous  les  sys- 
tèmes triples  pour  lesquels  les  neuf  quantités  H,,  p,^  dépendent  d'une 
seule  variable  a,  on  est  conduit  à  un  système  exclusivement  composé 
d'hélicoïdes  à  courbure  totale  constante. 


LIVRE   ITI. 

THÉORIES    GÉNÉRALES. 

CHAPITRE  I. 

Trois  théorèmes  sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre SaS 

Après  avoir  traité  quelques  applications,  on  se  propose  de  revenir 
à  la  théorie  générale  des  systèmes  triples  orthogonaux;  mais  il  faut 
auparavant  démontrer  quelques  propositions  générales  relatives  à 
certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Ces  systèmes  rentrent  tous  dans  le  type  exprimé  par  les  équations 
suivantes  : 

où  les  indices  i  et  h  peuvent  prendre  des  valeurs  différentes,  et  où 
les  seconds  membres  désignent  des  fonctions  arbitraires  des  fonctions 
inconnues  et  des  variables  indépendantes.  Mais  il  y  a  lieu  de  distin- 
guer trois  cas,  Il  y  a  d'abord  les  systèmes  pour  lesquels  on  connaît 
une  dérivée,  et  une  seule,  de  chaque  fonction  inconnue.  On  démontre 
alors,  en  appliquant  la  belle  méthode  d'approximation  de  M.  Emile 
Picard,  que  si  l'on  adopte  pour  les  variables  indépendantes  un  système 
quelconque  de  valeurs  initiales,  les  équations  proposées  admettent 
toujours  un  système  de  solutions,  et  un  seul,  dans  lequel  chaque 
fonction  inconnue  se  réduit  à  une  fonction  quelconque  des  autres 
variables,  quand  on  donne  à  la  variable  par  rapport  à  laquelle  est 
prise  sa  dérivée  sa  valeur  initiale.  Pour  que  ce  théorème  soit  exact, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  /,,,  demeurent  continues  dans  un 
domaine  continu  comprenant  les  valeurs  initiales  des  fonctions  et 
des  variables  indépendantes.  Il  suffit,  de  plus,  que,  considérées  unique- 
ment comme  dépendantes  des  a,,,  elles  satisfassent  à  ce  qu'on  appelle 
la  condition  de  Lipschitz.  Notre  deuxième  proposition  s'applique  au 
cas  où  le  système  détermine  toutes  les  dérivées  des  fonctions  continues 
et  où  toutes  les  conditions  d'intégrabilité  sont  vérifiées.  C'est  ce  qu'on 
appelle  un  système  complet,  et  cette  théorie  est  bien  connue.  Enfin, 
notre  troisième  proposition  concerne  le  cas  où  certaines  fonctions 
entrent  par  plusieurs  dérivées.  On  montre  alors  que,  si  les  conditions 
d'intégrabilité  sont  identiquement  vérifiées,  le  système  admet  une 
solution,  et  une  seule^  dans  laquelle  chaque  fonction  inconnue,  dont  on 
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connaît  les  dérivées  par  rapport  à  certaines  variables  xh„  xh^,. . . ,  xh„, 
peut  se  réduire  à  une  fonction  quelconque  des  autres  variables,  quand 
on  donne  aux  variables  x/,,,  xh^,  ...  leurs  valeurs  initiales;  toujours, 
bien  entendu,  sous  certaines  conditions  de  continuité,  qui  dérivent 
naturellement  de  l'application  du  théorème  fondamental. 

CHAPITRE  II. 

Applications  des  théorèmes  précédents 344 

Applications  analytiques.  —  On  envisage  d'abord  l'équation 

d-'z  .[  àz     âz\ 

qui  a  déjà  été  l'objet  des  belles  études  de  M.  Emile  Picard.  Sous  les 
conditions  de  continuité  habituelles,  elle  admet  une  solution,  et 
une  seule,  pour  laquelle  z  se  réduit  à  une  fonction  donnée  de  x, 
pour  y  =  y^,  et  à  une  fonction  donnée  de  y,  pour  x  =  a?,.  On 
considère  ensuite  le  système  suivant  : 


d^e   _    /  de    de  \ 

dxdz  -J^\^^y>  ^'rf^'  5i)' 


de    de 


qui   se  présente  assez  souvent  en   géométrie.  Si  les  conditions  d'inté- 

grabilité   obtenues    en    égalant   les   diverses  valeurs   de  -; — ; — —  sont 

ox  oy  az 

vérifiées,  ce  système  admet  une  solution,  et  une  seule,  pour  laquelle  6 
se  réduit  à  une  fonction  arbitraire  de  chacune  des  variables  quand  les 
deux  autres  variables  se  réduisent  à  leurs  valeurs  initiales. 
Applications  géométriques.  —  On  considère  d'abord  la  correspon- 
dance par  plans  tangents  parallèles,  et  l'on  se  propose  le  problème 
suivant  :  Étant  donnés  une  surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  tracé 
sur  (S),  trouver  toutes  les  surfaces  (S,)  qui  correspondent  par  plans 
tangents  parallèles  à  (S),  avec  conservation  du  réseau  conjugué.  On 
donne  deux  solutions  différentes  de  ce  problème  et  l'on  démontre  le 
théorème  suivant  :  Considérons  sur  la  surface  (S)  les  deux  courbes 
du  réseau  conjugué  (C)  et  (D)  qui  se  croisent  en  un  point  M  de  la 
surface,  puis  construisons  dans  l'espace  deux  courbes  (C,)  et  (  D,  ) 
qui  se  croisent  en  un  point  M,  et  sont  assujetties  à  l'unique  con- 
dition d'avoir  leurs  tangentes  respectivement  parallèles  à  celles  de  (C) 
et  de  (D).  Il  existera  une  surface  (S,),  et  une  seule,  donnant  une 
solution  du  problème  et  contenant  les  courbes  (  C,  )  et  (D,).  La 
seconde  application  géométrique  concerne  la  recherche  de  deux 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  se  correspondent  de  telle 
manière  qu'aux  points  correspondants  les  plans  tangents  aux  surfaces 
coordonnées   soient  parallèles,  et  par  suite  aussi    les   tangentes  aux 
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courbes  coordonnées.  Nous  dirons  alors  que  les  deux  systèmes  sont 
parallèles.  On  montre  comment  on  pourra  obtenir  de  tels  systèmes. 
Ils  doivent  d'abord  être,  comme  nous  dirons,  à  lignes  conjuguées, 
c'est-à-dire  les  courbes  coordonnées  doivent  former  un  réseau  conjugué 
sur  chaque  surface  coordonnée.  Toutes  les  fois  qu'un  système  est  à 
lignes  conjuguées,  il  admet  une  infinité  de  systèmes  parallèles,  dont 
on  peut  définir  comme  il  suit  le  degré  de  généralité.  Considérons 
dans  le  système  conjugué  connu  un  point  M  et  les  trois  courbes  coor- 
données (C),  (Cl),  (Cj)  qui  passent  en  ce  point.  Par  un  point  quel- 
conque M'  de  l'espace,  faisons  passer  trois  courbes  (C),  (C,  ),  (C^) 
assujetties  à  l'unique  condition  d'avoir  leurs  tangentes  respecti- 
vement parallèles  à  celles  des  courbes  (C,).  Il  existera  un  système  de 
coordonnées,  et  un  seul,  parallèle  au  proposé  et  pour  lequel  les  trois 
courbes  (C',)  feront  partie  du  système  des  courbes  coordonnées. 
Détermination  et  conditions  d'existence  des  systèmes  conjugués. 
Énoncé  géométrique.  —  Considérons  trois  surfaces  (S),  (Lj),  (S^) 
se  coupant  en  un  point  M  et  désignons  par  ( C,)  la  courbe  d'intersection 
des  deux  surfaces  (S^),  (S,).  Nous  supposerons  que  les  trois  surfaces 
soient  assujetties  à  l'unique  condition  que  les  tangentes  en  M  à  (C^) 
et  (Cj)  soient  des  tangentes  conjuguées  de  (S,).  Alors  il  sera  possible, 
et  d'une  infinité  de  manières,  de  tracer  sur  chaque  surface  (£,)  un 
réseau  conjugué  comprenant  les  courbes  (C^),  (C;).  Quand  on  aura 
ainsi  tracé  les  trois  réseaux  sur  les  surfaces  (S,),  ce  qui  comporte 
l'introduction  de  trois  fonctions  arbitraires  de  deux  variables,  il 
existera  un  système  de  coordonnées  à  lignes  conjuguées,  et  un  seul, 
comprenant  comme  surfaces  coordonnées  les  trois  surfaces  (S,)  et 
comme  courbes  coordonnées  toutes  celles  des  trois  réseaux  tracés  sur 
les  surfaces  (S,). 

CHAPITRE  III. 

Les  systèmes  à  lignes  conjuguées 36i 

Rappel  des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  servent  à  déterminer 
les  systèmes  à  lignes  conjuguées.  —  Le  système  fondamental  des  six 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  déterminent  les  inconnues  p,j. 
peut  être  remplacé  par  une  seule  équation  du  sixième  ordre  à  laquelle 
doit  satisfaire  une  certaine  fonction  V  dont  la  connaissance  entraînera 
celle  de  toutes  les  fonctions  P;j.  L'inli-oduction  de  la  fonction  V  met 
en  évidence  une  propriété  du  système  (A)  auquel  satisfont  les  p,^.  Si 
l'on  a  une  solution  de  ce  système  on  en  aura  une  plus  générale  en  rem- 
plaçant les  |â,j  par  p,.j  —,  où  a^  ne  dépend  que  de  p,. 
Système  complémentaire  d'un  système  conjugué.  —  Ils  sont  caracté- 
risés par  cette  propriété  qu'aux  points  correspondants  des  deux 
systèmes  les  trièdres  formés  par  les  tangentes  aux  courbes  coor- 
données sont  supplémentaires.  Les  systèmes  supplémentaires  sont 
aussi  à  lignes  conjuguées.  Quand  le  système  considéré  est  orthogonal, 
les  systèmes  supplémentaires  se  confondent  avec  les  systèmes  parallèles 
au  proposé.  Formules  relatives  à  deux  systèmes  supplémentaires.  Il  y 
a,  en  particulier,  une  relation  différentielle  intéressante  analogue  à 
celle  qui  donne  l'élément  linéaire  d'un  système  triple. 
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Etude  du  cas  où  les  fonctions  V  relatives  à  deux  systèmes  supplé- 
mentaires sont  identiques.  —  Il  faut  distinguer  deux  hypothèses.  La 
première  conduit  à  cette  conséquence  que  les  fonctions  p,n  du  prennier 
système  doivent  être  égales  aux  p^,  du  second.  On  peut  mettre  l«s 
équations  qui  déterminent  les  deux  systèmes  sous  une  forme  telle  que 
les  fonctions  p,j,  X,,  X',-  ne  dépendent  que  des  tliirérences  de  p,  p,,  p,. 
La  seconde  hypothèse  conduit  à  une  solution  différente  de  la  précé- 
dente et  qui  pouvait  être  prévue  :  celle  (]ui  est  fournie  par  les  systèmes 
triples  orthogonaux.  L'élude  de  la  question  précédente  conduit  i  la 
détermination  de  tous  les  systèn)es  de  coordonnées  curvilignes  jouis- 
sant de  cette  propriété  que  le  trièdre  formé  par  les  tangentes  aux 
lignes  coordonnées  conserve  son  orientation  quand  son  sommet  décrit 
une  courbe. 

CHAPITRE  IV. 

Les  systèmes  triples  orthogonaux 878 

Après  avoir  envisagé  les  systèmes  à  lignes  conjuguées  les  plus  généraux, 
on  considère  plus  particulièrement  les  systèmes  triples  orthogonaux, 
qui  en  sont  le  cas  particulier  le  plus  intéressant.  Il  faut  alors  joindre 
aux  quatre  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  déjà  obtenus 
pour  les  systèmes  à  lignes  conjuguées,  deux  syslèuies  nouveaux.  On 
rappelle  d'ailleurs  qu'on  peut  aussi  envisager  à  un  point  de  vue  ciné- 
matique la  théorie  des  systèmes  triples  orthogonaux,  en  liant  leur  étude 
à  celle  du  mouvement  d'un  trièdre  dont  on  connaît  les  rotations  et  les 
translations.  Dans  l'un  et  l'autre  point  de  vue,  la  détermination  des 
systèmes  triples  peut  se  ramener  aux  opérations  suivantes  :  i"  Inté- 
gration des  neuf  équations  (A),  (A')  auxquelles  satisfont  les 
six  rotations  p,j.  ;  2*  Intégration  d'un  système  complet  qui  fait 
connaître  l'orientation  du  trièdre  (T)  formé  par  les  normales  aux 
trois  surfaces  coordonnées;  3"  Intégration  simultanée  des  six  équa- 
tions (B)  auxquelles  satisfont  les  coefficients  de  l'élément  linéaire 
H,  H,,  H,;  4°  Détermination  par  des  quadratures  des  expressions  des 
coordonnées  rectilignes  en  fonction  de  0,  p,,  p^.  Modification  qu'on 
peut  apporter  à  cette  méthode  par  l'introduction  des  quantités  P„  dis- 
tances de  l'origine  au  plan  tangent.  Équations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  satisfont  ces  quantités  P,.  Dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
méthodes,  le  premier  problème  qui  se  présente,  et  le  plus  difficile, 
réside  dans  l'intégration  des  équations  (A),  (A')auxP;j.  On  démontre 
à  ce  sujet  un  théorème  fondamental  pour  la  suite.  Si  les  fonctions  p,j 
vérifient  le  système  (A),  il  suffira,  pour  qu'elles  vérifient  les  équations 
(  A'),  qu'elles  vérifient  chacune  de  ces  trois  équations  u-  =  0  pour  une 
valeur  particulière  donnée  à  la  variable  p,.  On  a  vu  plus  haut  qu'un 
système  à  lignes  conjuguées  est  pleinement  défini  si  l'on  donne  une 
surface  appartenant  à  chacune  des  familles  coordonnées  et  le  réseau 
conjugué  tracé  sur  cette  surface.  On  étend  cette  propriété  aux  systèmes 
triples  orthogonaux  en  montrant  qu'un  tel  système  est  pleinement 
défini  en  général  si  l'on  connaît  une  des  surfaces  de  chacune  des  trois 
familles.  Un  tel  ensemble  doit  évidemment,  d'après  le  théorème  de 
Dupin,  être  composé  de  trois  surfaces  (£),  (S,),  (£3),  se  coupant 
D.  36    • 
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tniituellement  à  angle  droit  et  suivant  une  ligne  de  couriiure  commune. 
On  montre  d'abord  comment  on  peut  géométriquement  construire 
cet  ensemble  de  trois  surfaces,  et  quel  est  son  degré  de  généralité. 
On  fait  la  remarque  essentielle  que,  si  les  irois  surfaces  sont 
données  a  priori  par  une  construction  géométrique  quelconque,  il  n'y 
aura  plus  qu'à  tracer  sur  chacune  d'elles  le  réseau  des  lignes  de  cour- 
bure; mais  si  quelqu'une  des  surfaces  se  réduit  à  une  sphère  ou  à  un 
plan,  il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  de  courbes  orthogonales,  tracés 
sur  cette  surface,  qui  pourront  jouer  le  rôle  des  lignes  de  courbure. 
On  est  ainsi  conduit  au  théorème  cénéral  suivant  :  Il  existe  un  sys- 
tème triple  orthogonal,  et  un  seul,  assujetti  à  comprendre  trois  sur- 
faces appartenant  respectivement  aux  trois  familles  qui  doivent 
composer  le  système,  se  coupant  par  suite  mutuellement  à  angle  droit 
et  suivant  une  ligne  de  courbure  commune.  Ce  théorème  ne  peut 
s'appliquer  au  cas  où  quelqu'une  des  surfaces  se  réduit  à  une  sphère 
ou  à  un  plan  que  si  l'on  a  tracé  arbitrairement  et  a  priori,  sur  celte 
surface,  le  réseau  orthogonal  qui  doit  jouer  le  rôle  des  lignes  de 
courbure.  Dans  le  cas,  par  exemple,  où  les  trois  surfaces  données 
seraient  les  faces  d'un  trièdre  trirectangle,  il  faudrait,  pour  rendre 
le  problème  déterminé,  tracer  arbitrairement,  sur  chaque  face  du 
trièdre,  un  système  de  courbes  orthogonales  comprenant  les  deux 
arêtes  du  trièdre  situées  dans  cette  face.  A  raison  des  applications 
étendues  que  peut  avoir  celte  proposilion  générale,  soil  en  Physique 
mathématique,  soil  en  Géométrie,  on  croit  utile  d'en  donner  une 
seconde  démonstration,  directe  et  reposant  sur  des  considérations  de 
Cinématique. 

CHAPITRE   V. 

Les  théorèmes  de  Combescure  et  de  Ribaucour Sgo 

Dans  le  cas  des  systèmes  triples  orthogonaux,  il  y  a  confusion  entre 
les  systèmes  parallèles  et  les  systèmes  supplémentaires,  et  l'on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante,  i\\x\  a  été  établie  par  Combescure  en 
i864  '•  Élant  donné  un  système  triple  quelconque,  il  en  existe  toujours 
une  infinité  d'autres  qui  lui  sont  parallèles  et  qui  sont  tels,  par  con- 
séquent, que  deux  surfa<:es  de  même  paramètre  dans  les  deux  systèmes 
se  correspondent  par  plans  tangents  parallèles  et  ont  même  représen- 
tation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure.  Pour  obtenir  ces  systèmes, 
on  peut  appliquer  les  méthodes  qui,  dans  le  cas  des  systèmes  conjugués, 
conduisent,  soit  aux  systèmes  parallèles,  soit  aux  systèmes  supplé- 
mentaires. L'emploi  de  la  seconde  conduit  à  un  procédé  de  récurrence 
qui  est  le  moyen  le  plus  puissant  connu  actuellement,  pour  la  recherche 
des  systèmes  orthogonaux.  Toutes  les  fois  que  l'on  sait  intégrer  les 
trois  équations 

dp,  dpi        H,,   doj.   t»p..        H^.    dp,-    dpt  ~"  ^ 

relatives  à  un  système  triple,   on  peut  déduire  de  ce  système,  pa,r-  des  ■ 
opérations  qui    n'exigent  que   des  quadratures,  une  suite  illimitée  de 
systèmes   triples   comprenant  un    nombre   de   plus   en   plus  grand  de 
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fondions  arbitraires  d'une  variable.  Les  résultats  précédents  conduisent 
à  se  proposer  le  problème  suivant  :  Étant  donné  un  système  triple,  et 
plus  généralement  un  système  à  lignes  conjuguées,  trouver  toutes  les 
droites  émanées  du  point  qui  décrit  le  système  et  qui  engendrent  une 
développable  lorsque  ce  point  décrit  une  quelconque  des  courbes  coor- 
données. Les  seules  droites  répondant  à  la  question  sont,  en  dehors 
des  tangentes  aux  courbes  coordonnées,  les  droites  qui  joignent  le  point 
décrivant  au  point  correspondant  d'un  système  parallèle.  Hans  le  cas 
des  systèmes  orthogonaux,  on  recherche  si  ces  droites,  qui  portent  une 
infinité  de  points  décrivant  des  systèmes  parallèles  au  proposé,  en 
portent  d'autres,  décrivant  des  systèmes  orthogonaux  correspondant 
aux  systèmes  précédents.  On  est  ainsi  conduit  à  un  élégant  théorème 
énoncé  par  Ribaucour  en  1869  et  qui  permet  d'utiliser  d'une  manière 
nouvelle  toute  solution  6  des  équations  (J)  :  Si,  du  point  M  d'un  sys- 
tème triple,  on  porte,  sur  la  normale  à  la  surface  de  paramètre  p,,  une 

abscisse  MA,  égale  à —^,    F  étant   une   solution    des   trois  équa- 

lions  (  J  )  et  si,  du  point  A,  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  tangente 
en  M  à  la  surface  de  paramètre  p;,  les  trois  sphères  ainsi  obtenues  se 
coupent  en  un  second  point  M'  qui  décrit  précisément  le  nouveau  sys- 
tème découvert  par  Ribaucour.  Les  trois  sphères  sont  aussi  tangentes 
en  M'  aux  surfaces  coordonnées  de  ce  nouveau  système  triple.  Malgré 
son  élégance,  le  théorème  de  Eiibau«our  ne  donne  rien  de  plus  que  la 
méthode  de  récurrence  indiquée  plus  haut.  On  peut,  du  reste,  le 
démontrer  et  le  généraliser  en  employant  des  coordonnées  penta- 
sphériques,  et  l'on  est  ainsi  conduit,  pour  la  première  fois,  à  employer 
en  Géométrie  infinitésimale  des  systèmes  d'équations  de  la  forme  (J) 
qui  admettent  sept  solutions  particulières  liées  par  une  relation 
quadri(|ue  homogène  à  coefficients  constants.  Application  à  un  exemple 
particulier. 

CHAPITRE  VL 

Nouvelle  méthode  de  recherche 4o6 

On  expose  dans  ce  Chapitre  une  métiiode  de  recherche  des  systèmes 
orthogonaux  qui  repose  sur  la  remarque  suivante  :  Au  lieu  de  conserver 
les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  régissent  les  rotations  du 
trièdre  (T),  on  détermine  l'orientation  de  ce  trièdre  à  l'aide  de 
trois  arbitraires,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  assujettir  ces  arbitraires  à 
la  condition  que  les  rotations  p,  q^^  /•,  soient  nulles  toutes  les  trois. 
Le  développement  de  celle  remarque  conduit  à  divers  systèmes  d'équa- 
tions. Si  l'on  emploie  d'abord  les  trois  angles  bien  connus  6,  tp,  «l* 
d'Euler,  on  est  conduit  à  un  système  de  formules  qu'Ossian  Bonnet  a 
donné  dès  1862.  On  expose  à  ce  sujet  comment  0.  Bonnet  a  pu  obtenir 
une  réduction  de  la  principale  difficulté  du  problème  à  l'intégration 
d'uneéqualion  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Bien  qu'ob- 
tenue par  une  voie  détournée,  celte  réduction  est  la  première  en  date 
et,  à  ce  titre,  mérite  d'être  signalée.  Au  lieu  des  angles  6,  cp,  <]/,  on  peut 
choisir  d'autres  variables  imaginaires  qui  jouent  un  rôle  essentiel  dans 
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la  théorie  des  surfaces  étudiées  en  coordonnées  tangentielles.  On  est 
alors  conduit  à  un  système  de  trois  équations  du  premier  ordre,  qui 
est,  de  beaucoup,  le  plus  simple  connu,  et  qui  se  ramène  très  simple- 
ment à  une  équation  du  troisième  ordre  ne  contenant  que  trois  termes. 
On  reviendra  au  Chapitre  suivant  sur  cette  méthode  qui,  bien  qu'em- 
barrassée d'imaginaires,  paraît  la  plus  puissante  de  toutes  celles  qui 
sont  connues.  On  peut  encore  substituer  aux  trois  angles  d'Euler  d'au- 
tres variables  qui  sont  dues  aussi  au  grand  géomètre  et  qui  permet- 
tent d'exprimer  les  neuf  cosinus  directeurs  par  des  formules  algébri- 
ques et  rationnelles.  Celte  méthode,  où  l'on  a  eu  la  précaution  de 
rendre  les  équations  homogènes,  conduit  à  trois  équations  très  symé- 
triques qui  se  prêtent  à  diflerenles  applications.  On  indique  en  paiti- 
culier  la  suivante:  L'étude  d'un  système  triple  est  liée  à  celle  du  mou- 
vement du  trièdre  (T)  formé  par  les  normales  aux  surfaces  coordon- 
nées par  rapport  à  un  trièdre  fixe  ('!',).  Dans  quel  cas  le  mouvement 
inverse,  celui  de  (T,  )  par  rapport  à  (T),  engendre-t-il  aussi  un  sys- 
tème triple  orthogonal?  On  montre  comment  le  dernier  système  de 
formules  permet  d'aborder  simplement  la  solution  de  ce  problème,  qui 
a  été  donnée  par  l'auteur  en  1908  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Comptes 
rendus  et  auquel  on  renvoie  le  lecteur. 


CHAPITIU-:  VII. 

Étude  approfondie  d'une  des  méthodes  précédentes 

On  revient,  pour  l'étudier  complètement,  sur  la  seconde  méthode  déve- 
loppée au  Chapitre  précédent.  L'équation  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre,  à  laquelle  on  est  conduit  par  élimination,  a  été  déjà 
rencontrée  et  signalée  dans  l'étude  des  systèmes  triples  de  M.  Bianchi. 
On  donne  d'abord  l'interprétation  géométrique  très  simple  de  la 
variable  [x  qu'elle  détermine.  On  signale  ensuite  sa  propriété  caracté- 
ristique. Elle  est  la  seule  équation  d'une  certaine  forme  qui  puisse  se 
réduire,  par  trois  substitutions  diflërentes,  à  ne  contenir  que  trois 
termes.  On  montre  ensuite  l'usage  que  l'on  pourrait  faire  de  cette 
équation  pour  établir  de  nouveau  qu'un  système  triple  est  déterminé 
quand  on  donne  trois  des  surfaces  appartenant  à  des  familles  diflë- 
rentes qui  le  composent.  Complément  donné  à  la  méthode.  Elle  ne  fai- 
sait connaître  que  la  représentation  sphérique  ;  on  indique  comment 
on  achèvera  de  déterminer  le  système  orthogonal.  Emploi  du  système 
de  coordonnées  tangentielles  a,  p,  \  pour  déterminer  les  surfaces  de 
paramètre  p^.  La  solution  complète  du  problème  se  ramène  à  l'intégra- 
tion d'un  seul  système  et  à  une  quadrature.  Applications  de  la  méthode. 
M.  Adam  a  formé,  dans  le  système  de  coordonnées  tangentielles  a,  |â,  \, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  qui  caractérise 
les  familles  de  Lamé.  On  retrouve  cette  équation  comme  conséquence 
très  simple  du  système  de  formules  adopté.  La  seconde  application 
repose  sur  un  théorème  nouveau  d'Analyse,  qui  est  la  généralisation  de 
celui  que  M.  Moutard  a  fait  connaître  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  à  invariants  égaux.  On  est  ainsi  conduit, 
par  une  voie  nouvelle,  à  la  méthode  de  récurrence  qui  nous  a  permis 
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de  déduire,  par  de  simples  quadratures,  de  tout  système  triple,  pour 
lequel  on  sait  déterminer  les  systèmes  parallèles,  une  suite  illimitée 
de  systèmes  nouveaux.  La  métliode  précédente  est  compliquée  d'ima- 
ginaires. On  indique  en  terminant  un  système  où  les  imaginaires  se 
présentent  sous  une  forme  plus  maniable. 

CHAPITRE  VIII. 

Les  systèmes  triples  orthogonaux  admettant  un  groupe  continu  de  transfor- 
mations de  Combescu/e 429 

Recherche  des  systèmes  triples  dans  lesquels  le  trièdre  (T)  formé  par 
les  normales  aux  surfaces  coordonnées  conserve  la  même  orientation 
pour  une  infinité  continue  de  points  de  l'espace.  On  se  borne  à  dire 
quelques  mots  des  cas  dans  lesquels  ces  points  rempliraient  l'espace, 
ou  décriraient  une  surface,  pour  se  borner  au  cas,  vraiment  intéres- 
sant, où  ils  sont  distribués  sur  une  courbe  et  où,  par  un  choix  conve- 
nable des  notations,  on  peut  rendre  égules  les  rotations  ^-^  et  p^■.  Ces 
rotations  ne  dépendent  que  des  différences  des  coordonnées  curvilignes 
et  la  solution  du  problème  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes. Propriétés  relatives  aux  rayons  de  courbure  qui  caractérisent 
les  systèmes  triples  précédents.  Ces  systèmes,  que  nous  appellerons 
systèmes  (E),  donnent  naissance  à  une  forme  remarquable,  pour  l'élé- 
ment linéaire  de  l'espace.  Parmi  les  systèmes  (E),  il  faut  distinguer  par- 
ticulièrement ceux  qui  sont  formés  de  trois  familles  engendrées  par  la 
translation  rectiligne  d'une  surface  invariable.  Méthode  de  récurrence 
imaginée  par  M.  Egorov  et  qui  permet  de  déduire  d'un  système  (E), 
supposé  connu,  une  suite  illimitée  de  nouveaux  systèmes  (E).  Appli- 
cation au  cas  où  l'on  prend  comme  système  initial  le  système  dont  les 
trois  familles  sont  engendrées  par  la  translation  d'une  surface  inva- 
riable. Détermination  faite  par  M.  Egorov  des  systèmes  (E)  pour  les- 
quels chaque  famille  est  formée  de  surfaces  homothéliques  par  rapport 
à  un  point  fixe.  Les  systèmes  (E)  ont  été  envisagés  pour  la  première 
fois  en  1866  par  l'auteur.  Depuis  ils  ont  fait  le  sujet  de  nombreuses 
études  dues  à  A.  Ribam-our,  à  M.  Petol,  à  M.  Fouché,  et  surtout  à 
M.  D.-Th.  Egorov. 

CHAPITRE  IX. 

Méthode  de  recherche  des  systèmes  (  E  ) 44^ 

La  recherche  des  systèmes  (  E  )  se  ramème  à  un  problème  de  géométrie 
sphérique   qu'on   peut  énoncer  ainsi  :  Mettre  l'élément   linéaire   de  la 

sphère  sous  la   forme  rfa^  = -—  du'^ -{- -— dv'^ .  Démonstration  complète 

'^  du  ôv 

de  ce  résultat.  —  Solution  de  ce  problème  quand  l'étément  linéaire  de 
la  sphère  est  déjà  mis  sous  lu  forme 

où  A,  A|  désignent  des  fonctions  de  a  et  B,  B,  des  fonctions  de  p.  On 
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connaît  beaucoup  de  réductions  de  l'élément  linéaire  à  la  forme  pré- 
cédente et  M.  Haag  a  appris  à  les  déterminer  toutes.  On  les  passe  suc- 
cessivement en  revue.  Cas  particulier  du  système  sphérique  formé  par 
les  coniques  homofocales.  Parmi  les  systèmes  (E)  qui  lui  corres- 
pondent, l'un  d'eux,  le  plus  élégant,  a  été  étudié  au  début  <le  cet 
Ouvrage.  Une  des  familles  qui  le  composent  est  formée  de  quadriques 
ayant  les  mêmes  plans  principaux  et  dont  les  ombilics  décrivent  des 
droites  auxquelles  sont  normales  toutes  les  quadriques.  On  termine  ce 
Chapitre  en  étudiant  avec  Ribaucour  toutes  les  surfaces  qui  admettent 
les  systèmes  spbériques  précédents  comme  représentation  sphérique  de 
leurs  lignes  de  courbure.  On  constitue  ainsi  une  théorie  ayant  beau- 
coup d'analogie  avec  celle  des  systèmes  (E)  :  ce  qu'il  était  facile  de 
prévoir,  puisque  les  surfaces  recherchées  font  partie  de  ceitains  sys- 
tèmes (E).  Il  y  a,  en  particulier,  une  méthode  de  récurrenre  qui  permet 
de  déduire  d'une  solution  donnée  une  suite  illimitée  de  solutions  nou- 
velles. Cette  méthode  est  appliquée  au  cas  où  l'on  prend  comme  sur- 
face initiale  la  sphère  qui  porte  la  représentation  sphérique. 

CHAPITRE  X. 

Les  systèmes  de  M.  Guichard 4^7 

Les  rotations  fl,^  relatives  à  un  système  triple  satisfont  à  deux  systèmes 
distincts  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Le  premier  ne  change  pas 
lorsqu'on  échange  les  premiers  et  les  seconds  indices  des  fonctions  p,,,. 
Le  second,  qui  se  compose  de  trois  équations,  change;  mais,  si  l'on 
joint  les  équations  obtenues  par  cet  échange  des  indices  à  celles  qui 
définissent  généralement  les  p,j,  on  a  un  système  de  douze  équations, 
qui  a  été  considéré  en  premier  lieu  par  M.  Guichard.  On  démontre 
d'abord,  par  l'application  du  théorème  de  Cauchy  et  d'un  raisonnement 
fréquemment  employé  dans  cet  Ouvrage,  que  la  solution  générale  de 
ce  système  dépend  de  six  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Quand 
on  a  obtenu  un  système  de  valeurs  des  p,,,  satisfaisant  à  ces  douze 
équations,  il  leur  correspond  deux  séries  distinctes  de  systèmes  ortho- 
gonaux, tous  les  systèmes  d'une  même  série  ayant  même  représentation 
sphérique.  On  donne  les  équations  qui  déterminent  ces  deux  séries,  et 
la  comparaison  de  ces  équations  conduit  à  un  grand  nombre  de  con- 
séquences intéressantes.  D'abord,  si  l'on  coimait  pour  chacun  d'eux  la 
représentation  sphérique,  c'est-à-dire  les  expressions  des  cosinus  direc- 
teurs des  normales  en  fonction  des  coordonnées  curvilignes,  on  peut 
déterminer,  par  de  simples  quadratures,  des  systèmes  de  l'une  et  de 
l'autre  série.  On  peut  aussi,  par  l'intégration  d'un  système  complet, 
obtenir  tous  les  systèmes  orthogonaux  pour  lesquels  on  a 

H^-I-Hî  -f-H|  =a(a7^+j-^-Hz')-hp, 

a  et  p  désignant  deux  constantes.  M.  Guichard  avait  déjà  considéré  le 
cas  spécial  où  ces  constantes  sont  nulles.  Enfin,  on  peut  constituer  deux 
méthodes  de  récurrence  permettant  de  déduire,  d'un  système  a(>parte- 
nant  à  la  catégorie  précédente,  une  suite,  en  général  illimitée,  de  sys- 
tèmes nouveaux,  de  même  définition. 
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